Wstep

Wstep bedzie przez ok. miesige. Jest to zasadniczo powtorka ze szk. Sred-
niej, byé moze z niektorymi rzeczami nowymia.

1 Logika, arytmetyka zbiorow

1.1 Logika

Uwaga: Czesto stowu "logika" nadaje sie szersze znaczenie niz temu o czym
bedzie ponizej: np. mowi sie "logiczne myslenie" w sensie wyciggania wnio-
skow itp. Tu stowo: "logika" oznacza "formalne reguty dotyczace prawdziwo-
Sci zdan".

Def. Zdaniem w sensie logiki (zdaniem logicznym) nazywamy wyraze-
nie, ktéremu mozemy jednoznacznie przyporzadkowaé jedna z dwoch wartosci
logicznych: prawde (1) lub falsz (0).

Uwaga: W sensie logiki zdaniami nie sq¢ zdania pytajace i rozkazujace.

Przyktad: "Warszawa jest stolicq Polski" jest zdaniem (prawdziwym),
"Pcim jest stolicg Polski" jest zdaniem (falszywym), "najtadniejsze kwiaty
to malwy" nie jest zdaniem.

Zdania zlozone. Z jednego (lub kilku) zdan mozemy utworzy¢ nowe zda-
nia — zdania zlozone- przy pomocy operatoréw logicznych (zw. czasem tez
spajnikami zdaniowymi, funktorami zdaniotwdrczymi). Podstawowe operato-
ry logiczne to:

"

1. Zaprzeczenie (negacja) zdania: "~". Dla zdania p czytamy: "nie-

prawda, ze p". Operacja jednoargumentowa:

p|~p
110
0 1

Przykt. Niech p bedzie zdaniem: "Legia wygrata"; wtedy ~ p to powie-
dzenie: "Nieprawda, ze Legia wygrata", lub réwnowaznie (zaktadajac, ze
mecz sie odbyt!) "Legia przegrata lub zremisowata".

2. Koniunkcja zdaii p,q: "A". ("Mnozenie" logiczne). (W jezykach pro-
gramowania koniunkcje czesto oznacza si¢ AND). Operacja dwuargu-
mentowa: czytamy "p i ¢". Koniunkcja dwoch zdan jest prawdziwa wte-
dy i tylko wtedy, gdy oba sa prawdziwe, co ilustrujemy przy pomocy
tabelki logiczne;j:



ol olo|~| >
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3. Alternatywa zdari p, ¢: "V". ("Dodawanie" logiczne). (W jezykach pro-
gramowania alternatywe czesto oznacza sie OR). Operacja dwuargumen-
towa: czytamy "p lub ¢". Alternatywa dwoch zdan jest prawdziwa wtedy
i tylko wtedy, gdy co najmniej jedno z nich jest prawdziwe. Zapisujemy
to przy uzyciu tabelki:

Plqg|pVg
111 1
110} 1
0|1 1
00 O

4. Implikacja zdan p, ¢: "=". Operacja dwuargumentowa: czytamy "je-
zeli p to g".

Pl 4|P=—4q
111 1
110 0
01 1
00 1

5. Ré6wnowaznosé zdan: p,q: "<=". Operacja dwuargumentowa: czy-
tamy "p wtedy i tylko wtedy gdy ¢". Dwa zdania sg réwnowazne, gdy
sa oba jednoczesnie prawdziwe lub jednoczesnie fatszywe:

Plq|p=q
1)1 1
1]0 0
01 0
00 1

6. Alternatywa wykluczajaca zdan: p,q: "V". Operacja dwuargumen-
towa. Jest to operacja dziatajaca odwrotnie niz rownowaznosé: Wynik
zadziatania alternatywy wykluczajacej jest prawdziwy wtedy i tylko
wtedy gdy jedno ze zdan jest falszywe, a drugie prawdziwe:



P4 /pVg
1117 0
110 1
01| 1
00} 0

Def. Tautologia nazywamy zdanie ztozone, ktore jest prawdziwe nieza-
leznie od wartosci logicznych zdari, z ktorych jest ztozone. (W jezyku potocznym

"tautologia" nazywa sie wyrazenie w stylu "masto maslane", czyli powtorzenie tego samego, moze innymi
) )

nieco stlowami; tu definicja jest nieco szersza, gdyz dotyczy zdan ztozonych. )

Niektore prawa rachunku zdan:

1.
2.

Prawo podwéjnego przeczenia: ~ (~ p) <= p.

Prawo wylaczonego srodka: Zdanie: pV ~ p jest zawsze prawdziwe.

Przykl. Niech p bedzie zdaniem: "Legia wygrata"; wtedy pVvV ~ p to:
"Legia wygrata, lub przegrata lub zremisowata".

. Prawa de Morgana:

(a) Prawo zaprzeczenia koniunkeji: ~ (pAq) <= (~ p)V(~ q). (o tym
mozna sie przekonaé¢ bezposrednim rachunkiem, wstawiajac mozli-
we wartosci logiczne zdan i patrzac czy po lewej i prawej stronie
dostanie sie to samo. Jest to uniwersalna metoda sprawdzania, czy
dwa zdania zlozone sa rownowazne. )

plalphg|~{@Ag | ~p|~q|(~p)V(~q)
111 1 0 0 | 0 0
110 0 1 0 | 1 1
0[1] 0 1 1] 0 1
0/0] 0 1 1|1 1

(b) Prawo zaprzeczenia alternatywy: ~ (p V q) <= (~ p) A (~ q).

Prawo zaprzeczenia implikacji: ~ (p = q) <= (pA ~ q).

. Prawo transpozycji: (p = ¢) <= (~ ¢ =~ D).

. Prawa tacznosci:

(a) Lacznosé koniunkcji: [(p A q) Ar] <= [p A (g AT)]
(b) Lacznos¢ alternatywy: [((pV ¢) V1] <= [pV (¢ V)]



7. Prawa rozdzielno$ci:

(a) koniunkcji wzgledem alternatywy: (p Aq) Vr <= (pVr)A(gVr)
(b) alternatywy wzgledem koniunkcji: (pV q) Ar <= (pAr)V (¢Ar)

Kwantyfikatory. Dotycza form zdaniowych
e Dla kazdego = zachodzi ¢(z) : v o(x)

e I[stnieje taki z, ze zachodzi ¥ (z) : 3 Y(x)
Prawa de Morgana dla kwantyfikatorow:
o ~ (¥ 0lx) = 3 (~0(x))

Przykl. Powiedzie¢, ze "nieprawda, ze wszystkie liczby naturalne sg pa-
rzyste! jest tym samym, co powiedzie¢, ze "istnieje taka liczba naturalna,
ktéra jest nieparzysta'.

o ~ (@) = ¥ (~v())

1.2 Zbiory

Zbior jest pojeciem pierwotnym, niedefiniowalnym. Aby jednak na tym nie
poprzestac i powiedzie¢ o co tu chodzi, to taka pseudodefinicja mogtoby byé:
"cod, co zawiera elementy".

Def. Zbiorem pustym nazywamy zbior, ktory nie zawiera zadnego ele-
mentu. Oznacza si¢ go (.

Def. Zbiorem skoniczonym nazywamy zbior posiadajacy skoriczong ilosé
elementow. [losé elementéw zbioru skonczonego A oznaczamy jako |A|, cza-
sem tez #A.

Def. Mowimy, ze zbiory A i B sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
element zbioru A nalezy do zbioru B i kazdy element zbioru B nalezy do
zbioru A. Zapisujemy to tak:

A=B<<=V,(re A<=z € B).

Def. Zbior A zawiera sie w zbiorze B wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element
zbioru A jest jednocze$nie elementem zbioru B. Sytuacje taka oznaczamy
A C B, a o zbiorze A méwimy, ze jest podzbiorem zbioru B. Zapisujemy to
tak: AC B<= (a€ A= a € B).
Przyktad. Zbiér liczb parzystych jest podzbiorem zbioru liczb naturalnych.
Niektore proste wlasnosei inkluzji (zawierania sie¢ ) zbiorow:
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Rysunek 1: Zbiér B zawiera si¢ w zbiorze A.

e V,:( C A (zbior pusty jest podzbiorem dowolnego zbioru A)
o V4: A C A (kazdy zbior jest swoim podzbiorem).

Def. Jesli A C Bi A # B, to moéwimy, ze A jest podzbiorem wlasciwym
zbioru B.

Pytanie: Ile podzbioréw ma zbior skonczony zawierajacy n elementow?
Przykt. podzbioréw zbioru 2— i 3—elementowego. Odp. 2".

Uwaga. Przedstawiona argumentacja nie jest dowodem, a jedynie napro-
wadzeniem na wlasciwa odpowiedz. Dowod (nieskomplikowany, indukcyjny)
pojawi sie niedtugo.

Def. Suma zbioréw A i B nazywamy zbior tych elementow, ktore nalezg
do co najmniej jednego z tych zbioréw. Zapisujemy to jako:

AUB={x:z€ AVvzx € B}.

Def. Przecieciem (iloczynem) zbiorow A i B nazywamy zbior tych
elementow, ktore naleza do obu zbioréw. (Przeciecie nazywamy tez czescig
wspdlng). Zapisujemy to jako:

ANB={x:z€ ANz € B}.
Def. Ré6znice zbioréw A i B zapiszemy juz tylko wzorem i zilustrujemy:
A\B={x:z€ ANz ¢ B}.
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Rysunek 2: Zbiory A oraz B.

Rysunek 3: Zbiory: AU B, AN B oraz A\ B dla A, B zrys. 2.



A= Q\A

Rysunek 4: Dopetnienie zbioru A wzgledem zawierajacego go nadzbioru €.

Def. Mowimy, ze zbiory A 1 B sa rozlaczne wtedy i tylko wtedy, gdy nie
maja wspolnych elementéw, tzn. gdy AN B = 0.

Dopelnienie zbioru: Kazdy zbior A mozemy uwazaé za podzbior jakiegos
wiekszego zbioru € (wtedy € nazywamy nadzbiorem zbioru A).

Def. Dopelnieniem zbioru A do zbioru €2 nazywamy zbior A" = Q '\ A.
(Czasem dopetnienie A oznacza si¢ tez A® od "complement").

Przy pomocy pojecia dopelnienia mozna np. wyrazi¢ roznice mnogosciowa,
poprzez inne operacje: A\ B= AN B

Przykl: Udowodnijmy to:

A|B|A\B|B |AnDB
cle| & |[&] ¢
€| g € € €
glel & || ¢
£\ ¢| & || ¢

Def. Iloczynem kartezjanskim zbioréw A i B nazywamy zbiér par
uporzadkowanych (a, b), gdzie a € A,b € B:

Ax B:={(a,b):a€ Abe B}

Przyktl. Niech x,y € A = R. Wtedy (x,y) — pare liczb rzeczywistych mozna
interpretowac jako wspotrzedne punktu na ptaszczyznie. Tak wiec R x R to
ptaszczyzna.



Przykt. Niech A — zbioér dat, B — zbiér miejsc na Ziemi; wtedy A X B =
{(data, miejsce)} — zbior zdarzen historycznych.

Gdy wezmiemy: A — zbiéor punktéw otaczajacej nas przestrzeni; B — zbior
chwil czasu, to A x B nazywamy czasoprzestrzeniq.

Def. Analogicznie definiujemy iloczyn kartezjanski n zbiorow Ay, As, ..., A,
jako zbior n-ek uporzadkowanych:

Ay X Ay x - x Ay ={(ag,a9,...,a,) ta1 € Ay, ... a, € Ay}

Przykl. Nasza przestrzeni, w ktorej zyjemy, to R

1.3 Podstawowe zbiory liczbowe i ich oznaczenia
1. N={1,2,...} — zbior liczb naturalnych. ("natural")
2. Z=A...,—2,-1,0,1,2,... } — zbior liczb catkowitych. ("Zahlen")

3.Q={z:z= g,p € Z,q € Z\ {0}, p, g — wzglednie pierwsze } — zbior
liczb wymiernych. ("quotient")

4. R — zbior liczb rzeczywistych ("real").

1.4 Przedzialy liczbowe i ich oznaczenia

1.4.1 Przedzialy ograniczone

Niech a,b € Ria < b.

L. Ja,b]={x € R:a <z < b} (przedzial obustronnie otwarty)

2. [a,b[={reR:a<x<b}

3. Ja,bj ={r eR:a<x<b}

4. [a,b] ={z € R:a <z < b} (przedzial obustronnie domkniety)

1.4.2 Przedzialy nieograniczone

Niech a € R.

a,0o[={reR:a<z}

]

2. [a,0[={r €R:a< x}
] a)={reR:z<a}
]

cal ={r €R:z < a}



1.5 Gars$é przykladow
Przykt. Wykaza¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C' zachodzi:

AUu(BnNnC)=(AUuB)N(AUC). (1)

Rozw. Zastosujemy uniwersalny sposéb dla dowolnej skoriczone;j ilosci zbioréw,
a mianowicie rozpatrzymy wszystkie mozliwe sytuacje nalezenia badz nienaleze-
nia danego elementu x do poszczegdlnych zbioréw A, B, C' a potem do lewe;j i
prawej strony réwnosci. Jesli otrzymamy wszedzie to samo to znaczy, ze réwnos¢
jest prawdziwa.

A B|C|BNnC|L|AUB|AUC | P
cle|le| € € € € €
cele|é| & |e€ € € €
elgle| & |e€ € € €
glele| € € € € €
el g\ €| & |€ € € €
Zle|¢| ¢ |¢| € ¢ || &
Z1éle| & |¢| ¢ € || &
¢\ ¢ ¢ & |¢| ¢ ¢ | ¢

Wida¢, ze metoda jest systematyczna i zawsze przy jej uzyciu osiggniemy
wynik. Ale nie mozna chyba powiedzie¢, ze nie jest nudna... Ale! Dla oséb o
zacieciu komputerowym, fatwo j3 zaimplementowac.

| w ten sposéb udowodni¢ lub sfalsyfikowa¢ dowolne zdanie dotyczace n < 15
zbioréw.

Ale gdy mamy dowolna ilo$¢ zbioréw, to juz trzeba kombinowac...

Co zreszta warto robi¢ zawsze, jak np. w nastepujacym przyktadzie.



Przykt. Wykaza¢, ze dla dowolnych zbioréw A, B zachodzi:

ANB=A\(A\B). (2)
Rozw. 1. Tabelka:
A/ B|L=ANB|A\B|P=A\(A\B)
€| e € & €
€| ¢ ¢ € ¢
Z|€ ¢ ¢ ¢
¢\ ¢ ¢ ¢ ¢

Wida¢, ze L = P — czyli udowodnilismy.
Rozw. 2. Skorzystajmy tu z pokazanej niedawno réwnosci, zamieniajacej
réznice na iloczyn:
A\B=ANBHB.

Wykorzystujac ja, przepiszmy prawa strone:
P=A\(A\B)
=AN(AnBY
— A m (A/ U B/I)
= AN (A UB)
—(ANA)UANB)=0U(ANB)=ANB=1
cbdo lub QED.
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2 Funkcje

Def. Funkcjq (stosuje sie tez nazwe odwzorowanie) okreslong na zbiorze X o
wartosciach w zbiorze Y nazywamy przyporzadkowanie kazdemu elementowi
r € X doktadnie jednego elementu y € Y. x nazywamy argumentem, zas y
— warto$cig funkcji. Zbior X nazywamy dziedzing funkcji. Zapisujemy: y =
f(z). Dla jednoczesnego podania funkcji (sposobu przyporzadkowania) oraz
zbiorow X 1Y piszemy: f: X — Y,

Jako ze zmystem cztowieka, odbierajacym zdecydowang wiekszos¢ bodz-
cow jest wzrok, nic dziwnego, ze tatwiej dostrzezemy rozne aspekty funkceji
patrzac na jej wykres.

Def. Wykresem funkcypi f : X — Y nazywamy nastepujacy podzbior G
iloczynu kartezjanskiego X x Y: G = {(z, f(z)) € X x Y}

W sytuacjach, z ktorymi najczesciej bedziemy mie¢ do czynienia (tzn.
wykresami funkcji rzeczywistych o argumentach rzeczywistych), wykres jest
podzbiorem plaszczyzny, tzn. zbiorem par (x,y). Na osi poziomej zaznaczamy
argumenty x, a na osi pionowej wartosci funkeji y = f(z).

Uwaga. Do definicji funkcji trzeba podaé trzy rzeczy: f, X, Y. Dwie
funkcje: f: X7 — Y oraz f : Xy — Y5, dla ktérych sposob przyporzadko-
wania [ jest taka sama, ale X7 # X5 lub Y] #£ Ys, uwazamy za rdzne! Np.
f:R—-R: f(x)=x+1oraz f : N — N: f(z) = x + 1, uwazamy za
rozne, mimo iz recepta przyporzadkowania jest ta samal

Def. Injekcjg nazywamy odwzorowanie o whasnosci: f(z1) = f(22) =
r1 = To. (innymi stowy, jest to odwzorowanie réznowartosciowe)

Przykt. Przykl.

Def. Surjekcjg nazywamy takie odwzorowanie, ze kazdy y € Y jest obra-

zem pewnego x € X. Zapiszmy to uzywajac kwantyfikatorow: Vv 3 1y =
yeY xeX

f(x). W tym przypadku mowimy tez, ze f jest odwzorowaniem "na'.

Przykt. Def. Bijekcjg nazywamy odwzorowanie, ktore jest jednoczesnie
injekcja 1 surjekcja.

Przykl. Rozwazmy trzy funkcje fi, fo, f3: f1 : R — R, fi(z) = 2%
fo i R = RLU{0}, fo(x) := 2% f3: Ry U{0} — R U{0}, f3(x) :== 2* fi
nie jest iniekcja ani surjekcja; fo nie jest injekcja, ale jest surjekcja; wreszcie
f3 jest zaréwno injekcja jak i surjekcja. Przyktad ten pokazuje, w jak duzym
(decydujacym!) stopniu whasnosci funkcji (injektywnosé, surjektywnosé itp.)
zaleza od zbioru, na ktorym sa okreslone.

Bijekcje sa wazna klasa odwzorowan, gdyz mozna dla nich okresli¢ odwzo-
rowanie odwrotne.
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Rysunek 5: f1 : R — R, fi(x) := z?%; fi nie jest injekcja ani surjekcja.
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Rysunek 6: f, : R — R, U {0}, fo(z) := 22. f, jest surjekcja ale nie injekcja
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Rysunek 7: f3: R, U{0} — R, U{0}, f3(x) := 2°. f3 — bijekcja
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Def. Jesli f : X — Y jest bijekcja, to odwzorowaniem odwrotnym do f
(oznaczanym jako f~!) jest odwzorowanie f~!:Y — X, definiowane tak:
Jesli y = f(z), to f~'(y) =

Przykl. Wezmy f3 z powyzszego przyktadu. Mamy tu y = f3(x) = 2, wiec
=4y = f31(y), lub — zamieniajac nazwy argumentéw: f; ' (z) = /7.

Odwzorowanie odwrotne ma wazng wtasnosé, ktora — zanim wypowiemy
— wprowadzimy pojecie ztozenia odwzorowan.

Mianowicie: Jesli f : X — Y, g : Y — Z, to zloZeniem (superpozycjq)
odwzorowan g o f nazywamy odwzorowanie h : X — Z okreSlone jako:
h(z) = g(f(x)).

Przykl. Niech X,Y,Z = R i wezmy funkcje f oraz g: f(z) = 2z —
o) 2. Whedy: (f o (o) = FLo(a) = 225 1. (g0 P)) — 7(0)) =
(22 —1)3 = 82% — 1222 + 62 — 1.

Teraz rzeczona wlasnos¢ odwzorowania odwrotnego:

Stw. Zlozenie odwzorowania i odwzorowania odwrotnego jest odwzoro-
waniem identycznosciowym:

Voey + f(f7H(2)) =2 oraz Veex: fT(f(z)) ==
co mozemy tez zapisac:
fo f~! =1Idnazbiorze Y, f~!o f=1Id na zbiorze X.
gdzie Id — odwzorowanie identycznosciowe:
Id(z) = x.

Def. Obrazem zbioru A C X przy odwzorowaniu f nazywamy zbior B C Y
oznaczany jako B = f(A) i okreslony jako

B = UxeAf(x)

Def. Przeciwobrazem zbioru C C Y przy odwzorowaniu f nazywamy
zbior E C X, oznaczany jako E = f~1(C) i okreglony jako

E={reX: f(x)eC}

Przyktl. Rozwazmy funkcje f z powyzszego przyktadu: fi : R — R, fi(z) :
x?. Mamy: f1([1,2]) = [1,4], zas f~1([1,4]) = [1,2] U [-2, —1].

Def. Poziomicg punktu ¢ € Y nazywamy przeciwobraz punktu c € Y.

Przykl. Rozwazmy funkcje g : R? — R, okreslong jako: g(z,y) = 2 +
y%. Wtedy, dla ¢ > 0, poziomica to zbiér punktéw ptaszczyzny spetniajacych
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réwnanie: 22+ y? = ¢, w czym rozpoznajemy réwnanie okregu o promieniu +/c.
Dla ¢ = 0 poziomica jest punkt (0,0), a dla ¢ < 0 — zbidr pusty.

Def. Miejscem zerowym x funkeji f nazywamy argument taki, ze f(xq)=0.

Uwaga. Uzywajac dopiero co wprowadzonej terminologii méwimy, ze zbio-
rem miejsc zerowych funkcji f jest poziomica f~1(0).

Nastepujace wlasciwosci funkcji rzeczywistych (tzn. f 1 X — Y gdzie
X, Y sa podzbiorami R) sa czesto wazne w zastosowaniach.

Def. Monotonicznosé funkceji:

e Funkcje f : X — Y nazywamy rosngcg na zbiorze A C X <—
VZ1,To € A: T < Ty — f(iCl) < f(il?g)

e Funkcje f : X — Y nazywamy malejgeg na zbiorze A C X <—
VZi1,T9 € A r1 < Ty9y — f(il?l) > f(SCQ)

e Funkcje f : X — Y nazywamy statgna zbiorze A C X <= V1,10 € A :

f(x1) = f(x2)

Def. Funkcje f : X — Y nazywamy parzystq < Vr € D : f(x) =
f(-a).

Uwaga. Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi OY .

Przykt. Funkcja cos(z) jest parzysta na R.

Def. Funkcje f : X — Y nazywamy nieparzystg <= Vx € D : f(x) =
—f(=a).

Uwaga. Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi .

Przykt. Funkcja sin(x) jest nieparzysta na R.

Def. Funkcje f nazywamy ograniczong z dotu

<= Jer  Veen - f(ZE') = m
Def. Funkcje f nazywamy ograniczong z gory
<= Jyer  Veep : f(x) <K M

Def. Funkcje f nazywamy ograniczong jesli jest jednoczesnie ograniczona
z gory i z dotu.

Przyktl. Funkcja F1 : Ry 3 2 — Fi(x) := % € R jest ograniczona z dotu;
F:R. 3>z — Fy(z) =1 € R jest ograniczona z géry; F3 : R\ {0} >
x — F3(x) := 1 € R nie jest ograniczona; a funkcja Fy : R 3 x — Fy(z) :=
sin?(z) € R jest ograniczona.

Def. Funkcja f : X — Y przyjmuje najwickszg wartoS¢ ym,.. € Y dla
zo € X <= f(T0) = Ymaz Oraz Voex : f(z) < f(x0).
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Rysunek 8: Wykresy funkcji sin z (czerw.) i cos z (nieb.). Uwaga! Argument z podany jest
w mierze tukowej, tak wiec np. 180° odpowiada m ~ 3.14.
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Analogicznie

Def. Funkcja f : X — Y przyjmuje najymniejszg wartosé ¢m:, € Y dla
xo € X <= f(20) = Ymin 0raz Voex : f(x) = f(x0).

Przeksztalcenia wykresu funkcji.

o Symetria wzgledem osi OX: Przeksztalcajac wykres funkeji y = f(x)
przez symetrie wzgledem osi O X, otrzymamy wykres funkcji y = — f(z).

o Symetria wzgledem osi OY: Przeksztalcajac wykres funkcji y = f(x)
przez symetrie wzgledem osi OY', otrzymamy wykres funkcji y = f(—z).

o Symetria wzgledem punktu (0,0): Przeksztalcajac wykres funkeji y =
f(x) przez symetrie wzgledem punktu (0, 0), otrzymamy wykres funkcji

y=—f(—x).

e Przesuniecie rdwnolegte wykresu o wektor [a,b]: W wyniku przesuniecia
rownolegtego wykresu funkcji y = f(z) o wektor [a,b] otrzymujemy
wykres funkcji y = f(x — a) + b.

e Skalowanie wykresu funkcji: wykresy y = f(z) oraz y = Af(x).
Przykt. Przy analizie ruchu drgajacego, czesto uzywa sie pojec: czestosé,
amplituda, faza Amplituda jest proporcjonalna do réznicy pomiedzy mak-
symalnymi wychyleniami (czynnik A); czestosc jest proporcjonalna do ilosci
drgan na jednostke czasu (czynnik w); wreszcie faza ¢ to 'wychylenie po-
czatkowe':

r = Asin(wt + ¢).

o Symetria wzgledem prostej y = x: Przeksztalcajac w ten sposob wykres
funkcji y = f(x) otrzymamy wykres funkcji odwrotnej y = f~1(x).

3 Funkcje: liniowa, kwadratowa, wielomiany, f. wymier-
ne

3.1 Funkcja liniowa

Def. Funkcjg lintowg nazywamy funkcje f : R — R okreslona wzorem
f(z) = ax + b, gdzie a,b € R.

Stw. Wykresem funkcji liniowej f(z) = ax + b jest prosta o réwnaniu
y = ax + b, nachylona do osi OX pod katem « takim, ze a = tg a.

Stw. Funkcja liniowa jest:
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Rysunek 9: Wykresy funkcji f(x) (czerw.) i 2 x f(x) (ziel.).
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Rysunek 10: Wykresy funkeji f(x) (czerw.) i f((1.5 x ) (ziel.).
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Rysunek 11: Znaczenie czestosci, amplitudy i fazy w ruchu drgajacym: wykresy funkcji:
fi(z) = sin(x) (czerwony) oraz fo(x) = 0.5sin(2z + 1) (zielony). Wykres fo powstal z wy-
kresu f; przez zastosowane operacji: 1. zamiany argumentu: x — = + %; 2. przeskalowaniu
argumentu: z + 5 — 2(x + 3); 3. przeskalowaniu wartosci y — 0.5y.
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Rysunek 12: Wykres funkcji y = f(z) = z? (czerwona) oraz odwrotnej do niej y =
f~Yx) =/ (zielona). Wykres funkcji odwrotnej f~! uzyskujemy przez odbicie f wzgle-
dem prostej y = x (z6lta).
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e rosnaca <= a > 0,
e malejaca <= a < 0,
e stala <= a = 0.

Jak powiedziano, wykresem funkcji liniowej jest prosta. Patrzac na wszystkie
mozliwe proste na plaszczyznie, widzimy, ze posta¢ y = ax + b obejmuje
prawie wszystkie przypadki, z wyjatkiem jednej klasy — prostych pionowych.
Aby uwzgledni¢ takze te sytuacje, dogodnie jest przyjaé ogélniejsza postac
rOwnan prostej, a mianowicie

Ar+By+C =0, A#0 lubB #0
Warunki réwnoleglosci wykresé6w funkcji liniowych:

e Proste zadane jako wykresy funkcji: y = a1z + by oraz y = asx + by 83
rownolegte <= a; = as.

e Proste zadane w postaci ogolnej Ayx + By + C7 = 0 oraz Asx + Boy +
C5 = 0 sg réwnolegle <= A By — AyB; = 0.
3.1.1 Roéwnanie liniowe z jedng niewiadoma

Def. Rownaniem lintowym z jedng niewiadomqg nazywamy réwnanie postaci
ax + b =0, gdzie a,b € R.
Moga zachodzié¢ nastepujace sytuacje dotyczace rozwigzalnosci takiego

rownania; rys.
e Jesli a # 0, to rownanie ma doktadnie jedno rozwiazanie x = —g.
e Jesli a = 01 b = 0, to rozwigzaniem réwnania jest dowolna liczba
rzeczywista.

e Jeslia=01b+#0, to rownanie nie posiada rozwigzan

3.2 Funkcja kwadratowa

Def. Funkcjg kwadratowg (trojmianem kwadratowym) nazywamy funkcje:
f(x) = ax® + bx + ¢, gdzie a,b,c € R, a # 0, z € R.

Wrykresem funkcji kwadratowej f(z) = az®+ bz + ¢ jest parabola o wierz-
chotku w punkcie p = (—%,
kiem trojmianu kwadratowego.

Miejsca zerowe funkcji kwadratowej.

Funkcja kwadratowa f(x) = az? + bz + ¢ Tys.

—ﬁ)a gdzie A := b? — 4ac nazywamy wyrdzni-
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e ma dwa rozne miejsca zerowe (pierwiastki): z; = _bga‘/g, Ty = %,
gdy A > 0;
e ma jedno miejsce zerowe xy = —%, gdy A = 0;

e nie ma miejsc zerowych, gdy A < 0.

Przykt. Rzut pionowy. Z miejsca znajdujacego sie 2 m nad podtoga rzucamy
w gore pitke z predkoscig poczatkowa 3m/s. Po jakim czasie pitka upadnie na
podfoge? Zatozyé warto$é przyspieszenia ziemskiego 10m /s>,

Rozw. Droga w ruchu jednostajnie przyspieszonym okreslona jest wzorem:
s(t) = at?/2 + vt + sg, gdzie a — przyspieszenie, vy — predko$¢ poczatkowa, s
— droga w chwili t = 0. Pytamy zatem, jakiej chwili czasu ¢y bedzie odpowiadata
wysokos¢ s(tg) = 0. Mamy wiec réwnanie:

s(t) = —5t* + 3t +2 = 0,

skad: A =49, VA =7, t; =1[s], t, = —0.4[s]. Tak wiec pitka upadnie na
podtoge po uptywie 1 sekundy. (Czemu odpowiada drugi pierwiastek 57)
Pozyteczne sa
Postaci funkcji kwadratowej:

o Postac¢ kanoniczna: y = a(x — p)* + q, gdzie p = —L g = — - Wy-
prowadzmy to:

b
ax2+bx+c:a(:b2+—x+g):...
a a

robimy z tego petny kwadrat plus wyraz staty (eliminacja wyrazu liniowego)
— sztuczka, ktéra sie nam niejednokrotnie przyda. Mamy wiec:

b, UV ¢
-—a((fb—l—za) —4a2+a)—...

... sprowadzamy do wspdlnego mianownika ...

.:a((+b)2 b2+4ac):a(x+b)2 A

T T a2 T e 2a’  4a’

Z postaci kanonicznej wida¢, ze wykres najogélniejszej funkcji kwadratowe;
— to parabola, przesunieta o odcinek —% w poziomie i odcinek —%
pionie. Nie jest juz tak prosto dla wielomianéw wyzszych stopni — tam jest

wiecej mozliwych postaci kanonicznych.

W

e Postaé iloczynowa: Istnieje <= A > 0. Jesli tak jest, to:
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*x y = a(r — x9)* gdy A =0,
*y=a(x—x1)(x —x9) gdy A > 0.
Wzory Viéte’a:
Gdy réwnanie kwadratowe ax® + bz + ¢ = 0 ma pierwiastki 1, 29, to
zachodza wzory (Viéte'a)

b c
T+ X9 = —a, T1Xo = g <3)

Wykazmy (3): Zapiszmy tréjmian kwadratowy (gdy ma on pierwiastki rzeczy-
wiste) w postaci iloczynowej:

az® +br +c=alr — 1) (v — 1) =
2 2
a(x® — xwe — 11 + T122) = ax” — a(x1 + x2)x + axixe.
Poréwnujac wyrazy wolne, mamy:
c
C = axri1xs — T1T9 = —
a

oraz dla wspétczynnika stojacego przy x:

b
—CL(.%’l + xg) =b — T+ X9 = —a

3.3 Funkcje wymierne — homografie

Def. Funkcje postaci: f(x) = g;”ig, gdzie ¢ # 0 oraz ad — be # 0, nazywamy
homografig. Dziedzina homografii jest R \ {—‘Ei :
Wykresem funkcji homograficzne] jest hiperbola: wykres funkcji y = %

odpowiednio poprzesuwany: Napiszmy rownanie funkeji homograficzne;j:

_aa:—l—g_
f(x)—cx_i_gz—
_a x+§—f+2]:a[1+bc—ad 1 ]
T+ g c ac x—i—%
a bc—ad 1
:EJF c? x+%
az+b

powstaje ze 'standardowej’ y = %
_d.
c

)

Widag, iz ogolng homografie f(z) = %5

przez: i) przesunigcie pionowe o yo = %; ii) przesunigcie poziome o rg =

iii) przeskalowanie o czynnik %27,
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Prosta (pozioma) o rownaniu y = © nazywamy asymptotq poziomg; prosta

(pionowa) o rownaniu x = —CEZ nazywamy asymptotq poziomg.
Przykl. Znalez¢ zbior X = {x € R: 2l > 5},
Rozw.. ..., ... . Po drodze pojawia sie posta¢ 'kanoniczna’ homografii:
2r +1 3
= =2 :
/(@) x—1 * x—1
Odp. X =|1,2].

4 Funkcje trygonometryczne

4.1 Funkcje trygonometryczne w tréjkacie prostokatnym
RysTrojkata

Def. Sinusem kata ostrego w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek
przyprostokatnej przeciwleglej danemu katowi do przeciwprostokatne;j:

) a
SInmoa — —
C

Def. cosinusem kata ostrego w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek
przyprostokatnej przylegtej do danego kata do przeciwprostokatnej:
b

COSx = —
&

Def. Tangensem kata ostrego w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek
przyprostokatnej przeciwlegtej danemu katowi do przyprostokatnej przylegte;
do danego kata:

t a
a=—
8¢=75

Def. Cotangensem kata ostrego w trojkacie prostokatnym nazywamy stosu-
nek przyprostokatnej przylegtej do danego kata do przyprostokatnej przeciw-
legtej danemu katowi:

b 1
ctgay = — = —
a tgx
Uwaga. Czasem, choé rzadko, uzywa sie tez funkcji secans i cosecans. Sa one
definiowane jako: sec v = —=—, cosecox = ——.
Sl & COS ¢

4.2 Miara lukowa kata

Def. 1 radian (1 rad) jest to miara kata opartego na tuku, ktorego dtugosé
jest rowna dlugosci promienia okregu.
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Mamy wiec proste wzory na zamiane miary kata w stopniach ag na miare

tukowa a.:
ge 180 oy,
QO = ) Oy =
180 7
W szezegolnodei: 180° = 7 (rad); 90° = ; 60° = §; 30 = ¢ (podajac kat w
mierze tukowej, czesto sie juz nie podaje 7e jest on mierzony w radianach).

4.3 Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

Majac zdefiniowane funkcje trygonometryczne dla dowolnego kata o € [0, 7,
latwo rozszerzy¢ te definicje na dowolny inny kat. Robi sie to tak: Niech aF.tryg.dow
bedzie katem skierowanym umieszczonym w ukt wsp. tak, ze jego poczatko-
we ramie pokrywa sie z dodatnig potosia OX, a koncowym ramieniem jest
polprosta o poczatku w punkcie (0,0). Na koncowym ramieniu wybieramy
dowolny punkt P = (x,y), rézny od punktu (0, 0).
Funkcje trygonometryczne kata o definiujemy w sposéb nastepujacy:
. Y T
sina = =, cosa = —,
r r

gdzie r jest odlegloscia punktu P od punktu (0,0), zas r = /22 + 2.

tgozzf, x;«éO,wi@ca%g—l—kﬂ,keZ
Y
Ctga:g, x # 0,wiec o # km, k € Z
x

4.3.1 Znaki funkcji trygonometrycznych w poszczegdlnych éwiartkach ukla-
du wspoélrzednych

"W pierwszej wszystkie sa dodatnie,
W drugiej tylko sinus,
W trzeciej tangens i kotangens,
A w czwartej cosinus".

4.3.2 Wartosci funkcji trygonometrycznych dla niektérych wartosci katow:

o 0° | 30° | 45° | 60° | 90°
sina | 0 % % § 1
COS (v v3 | L |1 0 Tu
? V2 | 2 wy-
tga | 0| 5| 1 V3 | NI kre-
ctea | NI|v3| 1 | L | o0 funk-
g /3 cji

try-
gon.
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4.3.3 Parzysto$é¢ i nieparzystos$é¢ funkcji trygonometrycznych
e Funkcja f(x) = cos(z) jest parzysta: cos(—z) = cos(x) Vier

e Funkcja f(x) = sin(x) jest nieparzysta: sin(—x) = — sin(x) VY er

S
tg(x) jest nieparzysta: tg(—x) = —tg(x) Yeen,
c

)

()

e Funkcja f(x)
()

e Funkcja f(x tg(x) jest nieparzysta: ctg(—x) = — ctg(w) Veep,

4.3.4 Okresowo$¢ funkcji trygonometrycznych

e Okresem podstawowym funkcji y = sinx oraz y = cos x jest 2m: Zacho-
dzi: sin(z + 2k7) = sin(x) oraz cos(x 4 2km) = cos(z) Vier, Viez.

e Okresem podstawowym funkcji y = tgx oraz y = ctg x jest m: Zachodzi:
tg(z + km) = tg(x) oraz ctg(x + km) = ctg(x) Ve, Viez.

Czestos¢? Amplituda?

4.3.5 Zwigzki pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata,
tzn. tozsamosci trygonometryczne

2

o sina + cos’a = 1 Vaer — jest to tzw. jedynka trygonometrycana;

sin o

o tga = : oz#erlmr,kEZ;
COS (v 2
CoS

o ctga=——, a#kn, ke
sin o

o tga ctga =1, oz;é%”, keZ

Przy uzyciu tych tozsamosci trygonometrycznych mozna udowodni¢ wiele
innych — zaleznie od potrzeby.

4.3.6 Zwiazki pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi réznych katéw
Dla dowolnych katow «, 3 zachodza zwiazki:
sin(a + ) = sin @ cos 8 + cos  sin 3 (4)

cos(a + ) = cosa cos f — sin« sin 3 (5)

Dow.
Wezmy katy o, 3 > 0 i takie, ze a + 3 < § (dla innych, tatwo bedzie si¢
przekona¢ o prawdziwosci otrzymanych wzoréw). Rozpatrzmy sinus sumy.
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Q B A

Rysunek 13: Do wyprowadzenia wzoru na sinus sumy
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Popatrzmy na rys. 13: Odcinek AQ) wzieliSmy jako prostopadlty do OA, za$
PQ jako prostopadly do OQ. Stad i z podobienstwa trojkatow wynika, ze
kat RP(Q) jest rowny a.

Mamy: PB

PO

Zalozmy, ze dlugosé |PO| znamy, i wyrazmy przez nia dilugos¢ |PB| =
P

|PR| + |RB|. Mamy: 1P| = sin 3, skad |PQ| = |OP|sin 5. Dalej,

o |PO|
\‘PQ: = cos «, skad |PR| = |PQ|cosa = |OP|sin 3 cos a.

Dla odcinka RB mamy: |RB| = |QA|. Zeby wyliczy¢ |QA|, najsampierw
wyliczmy |OQ)|:

QA _ - .

——— =sina, skad |QA| = |OQ|sin a. Ale:

sin(a + )

10Q)
0] o
lopP| — cos 3, skad |QA| = |OQ|sina = |OP|sin «a cos 3.
Razem:
P B Pl(si :
sin(a + ) = |[PR| + |RB| _ |OP|(sin ac cos 3 + sin 3 cos )

|PO| |OP|
= sin acos 3 + sin (3 cos «,

czyli pokazalismy wzor (4).
Dla obliczenia cosinusa sumy, skorzystajmy z jedynki trygonometryczne;j:

cos?(a+3) = 1—sin?(a+F) = 1—sin® a cos* B—sin® 3 cos? a—2sin v cos av cos B sin 3 =

.. zamieniamy 1 na sin? o + cos? av...

2 2

= sin? o + cos® a — sin? accos? 5 — sin? B cos® oo — 2sin o cos a cos B sin

— sin® a(1 — cos® ) + cos® (1 — sin® 3) — 2sin a cos a cos Fsin 3

2 avcos? f — 2sin o cos o cos Bsin 3

— sin? asin® 5 + cos
= (sinasin # — cos « cos 5)2;

stad mamy
cos(a + ) = +(sinasin 3 — cos o cos [3).

Jaki znak nalezy wziaé: plus czy minus? Wezmy przypadek matych katow o
i 3. Wtedy cosinusy sa bliskie +1, a sinusy bliskie zeru; widzimy wiec, ze w
powyzszej rownosci nalezy wzia¢ minus. Ostatecznie otrzymujemy

cos(a + 3) = cosacos f — sin asin 3,
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czyli wzor (5).
cbdo
Wynikaja z nich, po przyjeciu a = (3, zwiazki na funkcje trygonometryczne
podwojonego kata

2 2

sin 2a = 2sin « cos a, cos 2a = cos” o — sin” « (6)

oraz polowkowego kata:

o 1 —cosa a 1+ cosa (7)
s1n2— — cos2— T

4.3.7 Wzory redukcyjne na sprowadzanie kata do pierwszej ¢wiartki

Okresowos¢ funkeji trygonometrycznych oraz wzory na sume katow pozwa-
laja sprowadzi¢ dowolny argument funkcji trygonometrycznej do I. éwiartki.
Przykl.

sin(270° + a)) = sin 270° cos a + cos 270° sin v = — cos @

cos(180? —a) = cos 180° cos(—a) —sin 1807 sin(—a)) = — cos(—a) = — cos «

4.4 Funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych

7 uwagi na okresowos$é¢ funkcji trygonometrycznych, nie mozna zdefiniowaé
funkcji odwrotnych do nich dla wszystkich argumentéow. Funkcje odwrotna
do f mozna zdefiniowaé¢ dla tych argumentow, dla ktorych f jest wzajemnie
jednoznaczna.

Wezmy funkcje f(x) = sinx (+ zbiory, pomiedzy ktorymi f dziata). Pa-
trzac na wykres y = f(x) = sinz, wida¢, ze f : X — Y jest funkcja

wzajemnie jednoznaczna, jesli za zbior argumentoéw wezmiemy X = [—7, 7],
7a$ 7a zbior wartosci Y = [—1, 1]. Funkcje odwrotna sin~!(-) do funkcji sin(-)

nazywamy arcsin(-) i definiujemy — zgodnie z definicja funkcji odwrotnej —
jako: Jegli y = sin(z), to x = sin"!(y) = arcsin(y).
Uwaga: Wzajemna jednoznacznos¢ sin : X — Y ma miejsce takze w

innych sytuacjach, np. X,s = [g,%ﬂ], Y = [-1,1], i zdefiniowaé¢ funkcje
arcsing, : [—1,1] — [Z, 7). Standardowa umowa moéwi, ze za X bierze si¢
X =53]

Ostatecznie (aby oswoi¢ z réznymi notacjami):

Def. Dla funkcji sin(-): [—3F, 7] R [—1, 1] definiujemy odwrotna, do niej
funkcje arcsin(-): [—1, 1] ategn [—5, 5] jako: Jedli y = sin(z), to z = arcsin(y).
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Rysunek 14: Wykres funkcji
f~!(x) =arcsin(x) (ziel.).

05

1.5

sin(x) (czerw.) oraz odwrotnej do niej y =
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15 05 1 15

Rysunek 15: Wykres funkeji y = f(x) = tg(z).

(wige np. arcsin(1) = 7, arcsin(3) = ¥ itd.). Wykres funkcji arcsin — zgod-
nie z ogoblna reguta uzyskiwania wykreséw funkcji odwrotnych — otrzymuje
sie z wykresu sin przez zamiane osi lub réwnowaznie przez symetrie wzgledem
osl Yy = . Wi
Dla innych funkcji trygonometrycznych funkcje odwrotne definiuje sie ja- )

ko:

arcsin

Def. Dla funkcji cos(:): [—[0, 7] =5 [~1, 1] definiujemy odwrotna do niej
funkcje arccos(+): [—1,1] *=5 [0 ,7T] jako: Jesli y = cos(z), to & = arccos(y).
Def. Dla funkcji tg(-): | — 7, g[ &] — 00, 00| definiujemy odwrotna do niej
funkcje arctg(+): | — oo, oo[=5%] — 5, 5| jako: Jedli y = tg(x), to x = arctg(y).
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Rysunek 16: Wykres funkeji y = f(x) =arctg(x).
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4.4.1 Biegunowy uklad wspélrzednych

Punkt na ptaszczyZznie mozna zaznaczy¢, zadajac uktad wspotrzednych i pi-
szac wspolrzedne punktu p w tym uktadzie (sa to tez sktadowe wektora OP:
Do wyznaczenia potozenia punktu na plaszczyznie mozna jednak uzy¢ innegosys.
uktadu wspotrzednych. Jezeli zamiast (x,y) wprowadzimy r, ¢ przez

r=cosp, Yy=sing

(lub na odwrot: r = /a2 +y?, ¢ = arctg¥), to jest to rownie dobry uktad
wspotrzednych co (x,y): Kazdemu punktowi ptaszczyzny odpowiada doktad-
nie jedna para liczb (7, ¢) oraz na odwrot: Kazdej parze (r, ¢) odpowiada do-
ktadnie jeden punkt ptaszczyzny. (jest jeden WYJATEK: punkt (0,0), gdzie
kat ¢ nie jest okreslony).

Jedng z wiekszych sztuk w matematyce (i fizyce) jest dobor odpowiedniego
uktadu wspohrzednych. Gdy sie go odpowiednio (do zagadnienia) dobierze,
to problem czesto znacznie sie upraszcza lub nawet trywializuje.

Przyktl. Rownanie okregu (o srodku w (0, 0) i promieniu R) ma we wspot-
rzednych kartezjanskich postaé

2 4+ 4% = R?
za$ we wspotrzednych biegunowych
r=R, ¢ — dowolne.
Przykl. Rozwazmy krzywa (kardioide)
(2% 4+ 9* — az)? = a*(2* +9?%), a>0 (8)

Analiza we wspotrzednych kartezjanskich, aczkolwiek mozliwa, jest dosé uciaz
liwa. Przejdzmy jednak do wspotrzednych biegunowych:

(r* —arcos¢)* = a*r* = r* —arcos ¢ = ar

tzn.

r = a(l+ cos¢) (9)

We wspotrzednych biegunowych badanie jest o wiele tatwiejsze 1 krzywa moz-
na narysowa¢ "od reki".
Przykl. Rozwazmy krzywa (lemniskata Bernoulliego)

(2 + %) = 2d*(2* — %), a>0 (10)
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Rysunek 17: Wykres kardioidy (8) lub (9) dla a = 1.
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Rysunek 18: Wykres lemniskaty (10) lub (11) dla a = 1.

Mozna ja wykresli¢ we wspotrzednych kartezjanskich, aczkolwiek jest to dosé
pracochtonne. We wspotrzednych biegunowych ma ona o wiele dogodniejsza
do analizy posta¢. Mamy bowiem:

r* = 2a%r%(cos® ¢ — sin? ¢) = 2a*r? cos 2¢

czyli

r? = ay/2 cos 2¢ (11)
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Rysunek 19: Do twierdzenia cosinuséw

4.4.2 Twierdzenie cosinuséw

Wr6émy jeszeze do do bardziej poczciwej geometrii, tzn. tej dla trojkatow, i
pokazmy dwa ladne a czasem i pozyteczne twierdzenia.

Rozpatrzmy trojkat o bokach diugosci a, b, c, gdzie kat miedzy bokami
a i b wynosi a. p. rys. 19. Ma miejsce nastepujace uogoélnienie twierdzenia
Pitagorasa, zwane twierdzeniem cosinusow.

Tw.(cosinusow). Zachodzi:

¢ = a* + b — 2abcos a. (12)

Dow. Mamy:

1
— =cosa —> b; =acosa.
a

Z tw. Pitagorasa:
b2+ h*=a®, bi+hP=C
WeZmy réznice tych wyrazen:
A —a?=b34h> b —h*=b5— b2 = (by + by)(by — b))
= b(by + by — 2b1) = b(b — 2a cos )

= b — 2abcos o
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Rysunek 20: Kat érodkowy [ 1 kat wpisany. Wartos¢ kata wpisanego « jest niezalezna od
polozenia wierzchotka, i zachodzi relacja: § = 2a.

Rysunek 21:

Zatem:

& —a? =b* — 2abcosa,

a to jest doktadnie (12) — teza tw. cosinusow.,

Zeby byto sprawiedliwie, to oprocz tw. cosinuséw bedzie tez tw. sinuséw.

4.4.3 Twierdzenie sinuséw

Najsampierw pokazemy twierdzenie, znane (chyba) pod nazwa ’twierdzenia o kacie wpisanym i srodkowym’.

Tw. (o kacie wpisanym i Srodkowym). Rozpatrzmy okrag z zadana cigciwa. Niech kat 3 bedzie katem §rodkowym z ramionami prze-
chodzacymi przez koiice cieciwy. Wowczas, dla dowolnego kata wpisanego takiego, ze jego ramiona przechodza przez korice cieciwy, miara o
kata wpisanego jest rowna

B8 = 2a. (13)

(p. rys. 20).

Dow. Narysujmy odcinek laczacy srodek okregu z wierzcholkiem kata wpisanego (odcinek niebieski na rys. 21). Otrzymujemy w ten sposéb
dwa trojkaty o katach wewnetrznych a1, 71,71, as, 72, v2. Ponadto oba te trojkaty sa réwnoramienne (maja dwa boki réwne promieniowi
okregu), czyli ay = 11, ag = T3.

Mamy nastgpujace, raczej oczywiste relacje:

a1+ 71 +v1 =7, az+T2+y2=7 = a1 t+azxta;tarty+y2 =2w,

a ze tez zachodzi
a] oy =«

to
2a + 71 + y2 = 27.

A ze
Y1+ 2 + B8 =2m;

to ostatecznie
2a = 3.

o pokazanie czego chodzito.
cbdo.
‘Whniosek. Wszystkie trojkaty wpisane w okrag, takie, ze jeden z bok6w stanowi §rednice okregu, sa prostokatne. P. rys. 22.
To teraz wtlasciwe
Tw. (sinuséw). Rozpatrzmy tr6jkat o bokach a, b, ¢, wpisany w okrag o promieniu R. Niech katy w tr6jkacie beda: o (przeciwlegly do
boku a), B (do boku b), v (do boku ¢) (p. Rys. 23). Wtedy zachodza réwnosci:

sin o sin sin 1
sina _ sinf _ siny 1 (14)
a b c 2R

Dow. Zal6zmy, ze wszystkie katy trojkata sa mniejsze od kata prostego (gdy tak nie jest to rozszerzenie dowodu nie jest trudne). Dla kata
wierzchotkowego «, ktérego ramiona przechodzg przez koiice boku a, narysujmy taki kat wierzchotkowy (ktérego ramiona réwniez przechodza
przez korice boku a, a wiec ten kat jest rowny «), ktérego ramie bedzie §rednica okregu; ramiona tegoz kata sa pomarariczowe, p. rys. 24

Tak wiec trojkat o obu ramionach pomaranczowych jest prostokagtny, i wida¢, ze

Identyczne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla pozostalych par 3,b i v, ¢, skad mamy teze (14) twierdzenia sinuséw.
cbdo

Rysunek 22:
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Rysunek 23: Ilustracja twierdzenia sinusow — p. wz. (14).
Rysunek 24: Do dowodu twierdzenia sinusow.
5 Wielomiany

Wielomianem jednej zmiennej (tu: rzeczywistej) nazywamy funkcje

W(z) = apa"+a,_12" '+ Ha1z+ag, gdziea,, an_1,...,a1,a0 € R,z €R

Liczby ay,, a,_1, ..., a1, ayp nazywamy wspotczynnikams wielomianu.
Jesli a,, # 0, to liczbe n nazywamy stopniem wielomianu: deg = n.
("degree")

Jesli VoerW(x) = 0, to wielomian nazywamy zerowym. Ma on wszystkie
wspotezynniki rowne zeru. Takiemu wielomianowi nie przypisujemy zadnego
stopnia. (Mozna mu tez przypisa¢ stopieri —oo).

Def. Mowimy, ze Dwa wielomiany f(z), g(x) zmiennej rzeczywistej sg
rowne <= gdy przyjmuja te same wartosci dla kazdej wartosci zmiennej x:
f =9+ Voerf(z) = g(2).

Mamy proste

Tw. Dwa wielomiany f(z), g(x) zmiennej rzeczywistej sa rowne (zapisu-
jemy to: f = g) wtedy i tylko wtedy gdy maja rowne wspotezynniki przy
tych samych potegach zmiennej x.

Tw. (o dzieleniu wielomianow) Jesli f(z), g(z) sa wielomianami i g(x)
nie jest wielomianem zerowym, to istnieja takie wielomiany ¢(x), r(x), ze
f(z) = q(z)g(x)+7r(x), przy czym degr < deg g. Wielomian ¢(z) nazywamy
ilorazem wielomianéw f i g, zas wielomian r — resztqg z dzielenia f przez g.

Def. Jesli r(z) = 0, to moéwimy, ze wielomian f jest podzielny przez
wielomian g.

Def. Pierwiastkiem wielomianu f nazywamy taka liczbe rzeczywista xg,

ze W(zg) = 0.
Tw. Reszta z dzielenia wielomianu W (z) przez dwumian x — a jest réwna,
W{(a).

Dow. jest natychmiastowy: Stopienn dwumianu x —a jest 1, zatem stopien
reszty musi by¢ 0, czyli jest ona liczbg. Oznaczmy ja C. Mamy wiec:

W(z) = q(z)(x —a) + C.

Aby obliczy¢ C', wezmy x = a po obu stronach powyzszej réwnosci. Uczy-
niwszy to, dostajemy:

Wi(a)=C
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chdo

Whiosek (Tw. Bézout). Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy wielomian W (z) jest podzielny przez x — a.

Inna postac zapisu. Jesli a jest pierwiastkiem wielomianu W (z), to mozna
go zapisa¢ w postaci: W(z) = p(z)(x — a) , gdzie p(x) jest wielomianem
stopnia o 1 nizszego niz W (z).

Tw.Kazdy wielomian o wspotczynnikach rzeczywistych mozna przedsta-
wi¢ w postaci iloczynu wielomianéw stopnia co najwyzej drugiego.

Tw.Kazdy wielomian n—tego stopnia ma co najwyzej n pierwiastkow.

Tw.Kazdy wielomian stopnia nieparzystego ma co najmniej jeden pier-
wiastek.

Def. Liczbe a nazywamy k—krotnym (gdzie k € N) pierwiastkiem wielo-
mianu W (z) <= W (x) jest podzielny przez (z — a)*, ale nie jest podzielny
przez (x — a)**1. Liczbe k nazywamy krotnoscig pierwiastka.

6 Funkcje wymierne

Def. Funkcje: f(x) = ggg, gdzie P(z),Q(x) sg wielomianami i Q(x) # 0,

nazywamy funkcjq wymierng. Dziedzina Dy tej funkcji jest zbior Dy = {z €
R:Q(x) # 0}.

7 Funkcja wykladnicza i logarytmiczna

7.1 Funkcja wyktadnicza

Funkcje wyktadnicza definiuje sie najsampierw dla wyktadnikoéw naturalnych.
Dla dowolnego a € R oraz n € N mozna zapisac:

a"=a-a...a (nrazy) (15)
Stad od razu wynika, ze:
a”-a" =a"tm (16)
oraz
(a™)™ =a"™ (17)

Przyjmujemy, ze a’ = 1.
Ujemng potege definiujemy rozszerzajac zasade (16) przez dopuszezenie,
aby n, m byly dowolnymi liczbami catkowitymi. Wezmy:
a " =a""=a"=1
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Rysunek 25: Liczba xy = —1 jest pierwiastkiem 1—krotnym, a liczba x5 = 1 — pierwiast-
kiem 2—krotnym wielomianu f(z) = (z — 1)*(z + 1).
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skad
a = — (18)

(zakladamy tu, ze a # 0). Stad od razu mamy

(-

Definiujemy nastepnie potegi utamkowe. Tu zakladamy, ze a > 0 (zaraz sie
okaze dlaczego). Oznaczmy: b = an. Mamy:
bn = <arlb)n = a%.n = al = Qa

co znaczy, ze b = {/a, czyli
1

ar = {/a. (20)
Dowolna potege wymierng liczby a definiujemy teraz jako

ot = (Vay (21)
gdzie n € N,p € Z.

Mamy tez: Jeslia > 1ib > 0, to a® > 11, w konsekwencii, jesli ¢; > ¢2, to
a® > a®. (Dla a < 1 znaki trzeba odwrocié). To pozwala przez ciagltosé zde-
finiowa¢ a® dla dowolnych a > 01 b € R. Wida¢ tez, ze funkcja wyktadnicza
jest monotoniczna (rosnaca dla a > 1 1 malejaca dla a < 1).

Wykresy funkcji wyktadniczej dla a > 11 a < 1 wygladaja tak:

Jako ze funkcja wyktadnicza f(z) = a” jest rosnaca (wezmy, dla ustalenia,
uwagi, a > 1) w calej swojej dziedzinie, (dziedzina jest R a zbiorem wartosci
R, ) to istnieje funkcja do niej odwrotna. Zwiemy ja logarytmem.

7.2 Funkcja logarytmiczna

Zaktadamy, ze a > 0, a # 1.
Def. Dla danych a oraz y, jesli x jest takie, ze a® = y, to x nazywamy
logarytmem o podstawie a z y 1 oznaczamy: x = log, y. Dziedzing logarytmu
jest R, a zbiorem wartosci R.
Mamy wiec dla dowolnego a: log, a = 1 (poniewaz a'

(poniewaz a® = 1). Wlasnosci (16) odpowiada:

= a) oraz log, 1 =0

b
log,(b-c) =1log,b+log,c oraz log, () =log,b—log,c  (22)
c

a wlasnosci (17):
log, (b°) = clog, b (23)
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Rysunek 26: Funkcja wykladnicza e” (czerw.) i logarytmiczna log, x (ziel.)
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W szczegblnosci
1
log, (Vb) = —log, b (24)
n

Znaczenie logarytmow. Skala logarytmiczna.

Tu: Trzesienia Ziemi i skala Richtera; oporno$é materiatow.

Crzesto sie zdarza, ze trzeba przeliczaé¢ logarytmy o réznych podstawach.
Najbardziej chyba rozpowszechnione sa logarytmy dziesictne (tzn. o podsta-
wie 10) i naturalne o podstawie e ~ 2,718... (o liczbie e powiemy wiecej za
kilka wyktadow). Jak przelicza¢ jedne na drugie?

Rozwazmy ogolniejsza sytuacje — logarytmoéw o dwoch podstawach a oraz
b. Wyrazmy teraz log, x przez log, x.

Wyrazmy najsampierw a jako pewna potege b. Napiszmy: a = b? i obu-
stronnie zlogarytmujmy. Mamy: log, a = 1 = log,(b?) = Alog, b, skad

1

A pr—
log, b

Weimy teraz: y = a”; mamy wiec: z = log,y. Z drugiej strony, log,y =

log, (b1%) = Az = logl ;2 czyli

loga b logb Y= loga Y (25)

Przyktl. Biorac a = e, b = 10, mamy: Iny = In 10 - log,qy =~ 2, 303 log,, v.

8 Zasada indukcji matematycznej

Zbior liczb naturalnych posiada bardzo wazng wtasnosé, ktorej czesto sie
uzywa w dowodach. Méwi ona ze:

Niech bedzie dana jakas wlasnosé liczb naturalnych (nazwijmy ja tezg
indukcying T, ktora spetnia nastepujace warunki:

1. Liczba 1 posiada te wlasnosé (tzn. teza T} jest prawdziwa),

2. Jedli liczba n posiada te wlasno$é, to posiada ja réwniez liczba n + 1
(tzn. prawdziwa jest implikacja: T, = T},11).

Zasada indukcji oznacza, ze przy powyzszych zalozeniach, kazda liczba
naturalna posiada t¢ wtasnosc (tzn. teza T,, jest prawdziwa dla kazdej n € N).

Zasada indukcji odpowiada nastepujacej intuicji: Jesli prawdziwa jest teza
Ti, to — na mocy 2) — prawdziwa jest rowniez teza T. Skoro tak, to z 2)

prawdziwa jest rowniez teza T3, 1 znow uzywajac 2) prawdziwa jest teza Tj
itd.
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Przykl. Niercwnosé Bernoulliego: Mowi ona, ze:
Tw.Dla kazdej liczby naturalnej n i kazdej liczby rzeczywistej a > —1
zachodzi wzor
(1+a)">1+na (26)

Dow.

1. Sprawdzamy prawdziwos¢ tezy 11, tzn. czy nieréwnosé jest prawdziwa
dlan =1. Mamy: 1 4+ a > 1+ a czyli ok.

2. Sprawdzamy prawdziwos¢ implikacji T,, = T},.1. Zapiszmy prawg stro-
ne TnJrl:
(1+a)"*! = (1+a)"(1+a) > ||korzystamy z zalozenia o prawdziwosci T,...
..oraz ze (1+a) = 0|| > (1+na)(1+a) = 1+(n+1)at+na® > 1+(n+1)a

czyli, zaktadajac prawdziwose tezy T),, otrzymaliSmy prawdziwosé tezy
T,+1. Z zasady indukcji wynika wiec, ze teza T,, jest prawdziwa dla kazej
n € N - tzn. ze nieréwnosé (26) jest prawdziwa Vn € N

Przykl. Dwumian Newtona. Najsampierw jednak zdefiniujemy (a dla tych,
co znaja, przypomnimy) symbol silnia: n! = 1-2-3... (n—1)-n, (przyjmujemy
tez, ze 0! = 1), a nastepnie wspdtczynniki Newtona:

(n) _onn—=1)(n-2)...(n—k+1) (27)

k 1-2.3....k
n!

 kl(n—k)!

zaktadamy, ze n i k sa to liczby naturalne, oraz n > k. Mamy:

ARNGE

Pokazemy teraz, ze Vn,k € N, n > k zachodzi

(1) ()= ()

Liczymy bezposrednio:
ny n o nn-1)(n-2)...(n—k+1)
k k—1) 1-2-3----

2
nn—1)n—-2)...n—k+2) k
1-2-3----(k—1) Tk
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nn=1)n—-2)..n—k+2)n—-k+1+k) [n+1
o 1-2.3.-.-k o k '
Teraz przystepujemy do udowodnienia wzoru dwumiennego Newtona:

Tw.Va,b € R, Vn € N zachodzi

n__.n n n—1 n n—2p2 , . n n—kypk . n n
(a+b)—a+(1)a b+(2)a b+ +(k)a b"+ +(n>b.

(29)

Uwaga. Dla n = 1 wzor (29) jest oczywisty. Dla n = 21 n = 3 wzor wzor
(29) powinien by¢ znany ze szkoly Sredniej (a jesli nie jest, niech Czytelnik
sprawdzi, ze (a + b)* = a® + 2ab + b%; (a + b)® = a® + 3a®b + 3ab* + V7.

Tak wiec, zgodnie ze schematem dowodu indukcyjnego:

1. teza T} jest prawdziwa.

2. Aby pokaza¢ wynikanie T, = T),,1, wezmy prawa strone réwnosci
(29) dla n + 1. Mamy:

(a+b)"" = (a+b)"(a+0b) = (a+b)"a+ (a+b)",
1 korzystajac teraz z zalozenia o prawdziwosci T,,, mamy

(a+b)"t! =

:an+1_|_(T)anb+(Z)an—152+...+(Z)a”—k+1bk+...+(z>abn+

n n n—172 , n n—k+1pk | n n+1 _
+ab+(1)a b*+ —|—<k_1)a b" + —|—(n_1)ab—|—b
:a”+1+(n;’_1)a”b+---+(nzl)a"‘k+lbk+---+(nzl)ab"+b”+1;

a jest to wlasnie lewa strona réwnosci (29) dla n + 1. Zatem, mozemy zakon-
czy¢ dowod mowige, ze

3. Rownosé (29) jest prawdziwa dla kazdego n € N.

Uwaga. Wzor na dwumian Newtona daje sie zapisa¢ o wiele krocej uzy-
wajac symbolu sumy:

" [n _
(a+b)" =Y ( . ) a" ok (30)
k=0
Tu symbol: Y¥7_, A oznacza, ze nalezy utworzy¢ sume n + 1 sktadnikow,
ktore powstaja z wyrazenia Ay przez podstawianie na miejsce k kolejno liczb

0,1,2,....n.
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Przykt. Pokaza¢, ze

n 1
Y k==-n(n+1). (31)
J=1 2
Przykt. Pokaza¢, ze
n 1
S k?= En(n +1)(2n +1). (32)
k=1

Przyk!l. (startuje sie od ng > 1) Pokaza¢, ze Vn > 2 zachodzi 2" > 2n+ 1.

Przykl. (startuje sie od ng > 1) Pokaza¢, ze Vn > 4 zachodzi 2" > n?.
Wsk. Mozna wykorzysta¢ poprzednie zadanie.

Przykl. (uzywa sie tezy nie tylko T, ale tez T, aby pokaza¢ prawdziwos¢
T,+1) Ciag Fibonacciego. Okreslony jest on rekurencyjnie: Fy = Fy = 1, F,, =
F, 1+ F,_ 5. Pokaza¢, ze dla dowolnego n € N zachodzi

e[ (5
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