
Wyznaczniki, warto±ci i wektory wªasne, formy kwadratowe

Umiemy wi¦c na razie liczy¢ pochodne funkcji (i odwzorowa«) wielu zmien-
nych. B¦dziemy teraz chcieli wykorzysta¢ t¦ umiej¦tno±¢ do badania funkcji i
odwzorowa«. Próbka problemów, które b¦dziemy uczy¢ si¦ rozwi¡zywa¢, to:

1. Ekstrema funkcji wielu zmiennych. Musimy w tym celu umie¢ bada¢
pierwsze i drugie pochodne funkcji.

2. W wielu równaniach ró»niczkowych w �zyce mamy do czynienia z za-
mian¡ zmiennych � np. gdy ukªad ma symetri¦ sferyczn¡, to na ogóª
jego badanie jest prostsze w ukªadzie wspóªrz¦dnych sferycznych. Musi-
my wi¦c nauczy¢ si¦ testowa¢, czy dana zamiana zmiennych jest 'dobra'
(sprecyzujemy to dalej) oraz je±li jest, to zamieniac zmienne w równa-
niach ró»niczkowych.

Niezb¦dnym wst¦pem do analizy tych problemów jest cz¦±¢ algebraiczna, do
które nale»¡:

1. Wyznaczniki, (przy okazji troch¦ o permutacjach),

2. Warto±ci i wektory wªasne,

3. Formy biliniowe i kwadratowe.

Przedstawimy teraz kilka niezb¦dnych faktów ich dotycz¡cych.

1 Odwzorowania wieloliniowe. Formy wieloliniowe. Wy-

znaczniki

1.1 1-formy

Zde�niowali±my odwzorowania liniowe V → W , gdzie V,W byªy przestrze-
niami wektorowymi. Teraz rozpatrzmy szczególny przypadek, gdy W = R,
tzn. gdy mamy odwzorowanie liniowe V → R. Takie odwzorowanie nazywa-
my 1−form¡.

Niech n = dimV .
Przykª. V = Rn[·], v ∈ V . Niech x0 ∈ R � ustalona liczba. Odwzorowa-

nie α : V → R okre±lamy nast¦puj¡co: α(v) = v(x0). �atwo sprawdza si¦
liniowo±¢ α.
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Aby w peªni scharakteryzowa¢ 1−form¦, tzn. umie¢ poda¢ jej warto±¢ na
dowolnym wektorze, trzeba poda¢ jej warto±ci na n liniowo niezale»nych wek-
torach. e1, e2, . . . , en. (Gdy mamy mniej wektorów, lub nie s¡ one l.n.z, to nie
uda nam si¦ poda¢ jej warto±ci na dowolnym wektorze z V , a jedynie na wek-
torach nale»¡cych do powªoki liniowej 〈e1, e2, . . . , en〉. Podanie za± warto±ci
formy na wi¦kszej ilo±ci wektorów, ni» baza, nie wnosi nowej informacji).

1.2 Formy biliniowe i 2-formy

Def. Form¡ biliniow¡ nazywamy odwzorowanie b : V × V → R, liniowe w
ka»dym argumencie, tzn. speªniaj¡ce dla dowolnych wektorów u, v, w ∈ V ,
α, β ∈ R:

b(αu+ βv, w) = αb(u,w) + β(v, w), b(w, αu+ βv) = αb(w, u) + β(w, v).

Przykª. Iloczyn skalarny jest form¡ biliniow¡.
Def. 2−form¡ na przestrzeni V nazywamy form¦ biliniow¡ ω, która jest

antysymetryczna, tzn. dla dowolnych v, w ∈ V speªnia:

ω(v, w) = −ω(w, v).

Przykª. Zorientowane pole powierzchni równolegªoboku rozpi¦tego na dwóch
wektorach v, w w przestrzeni V = R3 jest 2−form¡.

Ilu warunków potrzeba, aby w peªni scharakteryzowa¢ form¦ biliniow¡,
b¡d¹ 2−form¦? Tzn. umie¢ poda¢ jej warto±¢ na dowolnej parze wektorów.
Argumentuj¡c analogicznie jak dla 1−form, widzimy, »e:
• Ogólna forma biliniowa: Musimy poda¢ warto±ci 2−formy na wszyst-

kich mo»liwych parach wektorów liniowo niezale»nych, co daje nam n2 wa-
runków.
• 2−forma: Zaªo»enie, »e forma jest antysymetryczna, redukuje ilo±¢ wa-

runków. I tak, dla dowolnej 2−formy ω i dla dowolnych wektorów ei, ej,
mamy: ω(ei, ej) = −ω(ej, ei), co redukuje ilo±¢ warunków o n(n− 1)/2. Po-
nadto, kªad¡c i = j, otrzymujemy ω(ei, ei) = 0, przez co wypada kolejnych
n warunków. Ostatecznie, dowolna 2−forma scharakteryzowana jest przez
n(n− 1)/2 warunków.
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1.3 Formy k−liniowe i k-formy

1.4 n−formy na przestrzeniach n−wymiarowych i wyznaczniki

1.4.1 n−formy na przestrzeniach n−wymiarowych

Przejd¹my teraz do form n−liniowych na przestrzeni wymiaru n i n−form.
Mamy, analogicznie jak poprzednio:

Def. Form¡ n−liniow¡ nazywamy odwzorowanie l : V × V × · · · × V →
R, liniowe w ka»dym argumencie, tzn. speªniaj¡ce dla dowolnych wektorów
v1, v2, . . . , vn, w ∈ V , α, β ∈ R:

l(v1, v2, . . . , αvk + βw, vk+1, . . . , vn) =

= αl(v1, v2, . . . , vk, vk+1, . . . , vn) + βl(v1, v2, . . . , w, vk+1, . . . , vn).

Def. n−form¡ na przestrzeni V nazywamy form¦ n−liniow¡ ω, która jest
antysymetryczna w dowolnej parze argumentów, tzn. speªnia

ω(v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vn) = −ω(v1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vn).

Zapytajmy znów, ilu warunków trzeba, aby w peªni scharakteryzowa¢ for-
m¦ n−liniow¡ Gn(v1, v2, . . . , vn)? Oraz n−form¦?

Dla ogólne n−formy odpowied¹ brzmi: nn warunków. (strasznie du»o!).

Ale dla dowolnej n−formy, mamy

 n

n

 � tylko jeden warunek!

Przekonajmy si¦ o tym bardziej namacalnie:
We¹my warto±¢ n−formy ωn na wektorach bazy: ωn(ei1, ei2, . . . , ein). Je±li

którekolwiek dwa wektory s¡ równe, to warto±¢ formy jest 0 � z antysymetrii.
Zatem wszystkie wektory ei1, ei2, . . . , ein musz¡ by¢ ró»ne.

Ile warunków zostaªo? Mamy (niby) n! (tyle co mo»liwo±ci przestawie«
tzn. permutacji zbioru n− elementowego) zamiast nn � ju» znaczny post¦p
w ograniczaniu liczebno±ci. Ale zauwa»my, »e warto±ci na poprzestawianych
wektorach nie s¡ niezale»ne! Znaj¡c warto±¢ n− formy na dowolnym wyborze
wektorów bazy, mo»emy obliczy¢ jej warto±¢ na dowolnej innej permutacji.

Tak naprawd¦ otrzymujemy wi¦c jeden warunek charakteryzuj¡cy n−form¦,
tzn. jej warto±¢ na jakiej± dowolnej permutacji wektorów bazy.

Zatem przestrze« n−form jest jednowymiarowa.

1.4.2 Forma obj¦to±ci

Wprowad¹my teraz nast¦puj¡c¡, po»yteczn¡ n−form¦, zwan¡ form¡ obj¦to±ci
vol. De�niujemy j¡ nast¦pu¡co:
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Niech e1, e2, . . . , en � baza standardowa w V (tzn. wektor ek ma k−t¡
skªadow¡ równ¡ 1, reszta skªadowych jest 0).

Def. Form¦ obj¦to±ci vol de�niujemy przez warunek

vol(e1, e2, . . . , en) = 1.

St¡d ju» blisko do de�nicji wyznacznika (macierzy n× n):
Def. Niech A ∈ Rn

n. Wyznacznik detA macierzy A de�niujemy wzorem

detA = vol(Ae1, Ae2, . . . , Aen).

Pami¦taj¡c o tym, »e Ae1 = a1, Ae2 = a2, . . . , Aen = an, gdzie ak � k−ty
wektor-kolumna macierzy A, mo»emy zapisa¢

detA = vol(a1, a2, . . . , an).

De�nicja ta stanowi jednocze±nie przepis, w jaki sposób mo»emy policzy¢
wyznacznik dowolnej macierzy n× n. Jest on do±¢ maªo praktyczny; pó¹niej
rozwiniemy znacznie szybsze metody liczenia wyznacznika. zobaczmy jak on
dziaªa w znanym nam ju» przypadku macierzy 2× 2

Tu liczenie t¡ metod¡ wyznacznika macierzy 2 x 2.

A teraz wypiszemy kilka wªasno±ci wyznacznika, posªuguj¡c si¦ podan¡
wy»ej de�nicj¡.

1.4.3 Kilka wªasno±ci wyznacznika

Za chwil¦ dojdziemy do bardziej zwartej formuªy na liczenie wyznacznika;
ale na razie z powy»szej de�nicji wyci¡gnijmy kilka po»ytecznych wªasno±ci
wyznacznika.

Niech B b¦dzie macierz¡ jakiego± odwzorowania liniowego V → V . Niech
a1, a2, . . . , an ∈ V � wektory kolumnowe macierzy A. Rozpatrzmy teraz od-
wzorowanie vol:

vol : V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n razy

→ R

okre±lone nast¦puj¡co:

V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n razy

3 (a1, a2, . . . , an)→ vol(Ba1, Ba2, . . . , Ban).

Wida¢, »e jest to odwzorowanie antysymetryczne w ka»dej parze argumentów
(bo forma vol ma t¦ wªasno±¢), jest zatem n−form¡, czyli musi by¢ propor-
cjonalne do formy obj¦to±ci:

vol(Ba1, Ba2, . . . , Ban) = f(B)vol(a1, a2, . . . , an);
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f(B) jest czynnikiem proporcjonalno±ci, który zale»y tylko od macierzy B,
nie zale»y za± od wektorów a1, . . . , an.

We¹my teraz a1 = e1, . . . , an = en. Mamy wtedy:

vol(Be1, Be2, . . . , Ben) = f(B)vol(e1, e2, . . . , en) = f(B),

co znaczy, »e f(B) = detB. Mo»emy teraz ªatwo policzy¢ det(BA):

det(BA) = vol(BAe1, BAe2, . . . , BAen) = vol(Ba1, Ba2, . . . , Ban)

= det(B) · vol(a1, a2, . . . , an) = det(B) det(A).

Udowodniony wªa±nie fakt nazywa si¦ tw. Cauchy'ego o wyznaczniku iloczynu
macierzy:

Tw. (Cauchy'ego):

det(BA) = det(B) det(A).

1.4.4 Uzupeªnienie: Zwi¡zek mi¦dzy wymiarami j¡dra i obrazu

Zanim przejdziemy do sformuªowania kolejnej wa»nej wªasno±ci wyznacznika,
zwi¡zanej z (nie)odwracalno±ci¡ macierzy, musimy poda¢

Uzupeªnienie.
Tw. Niech V,W � przestrzenie wektorowe. Dla dowolnego odwzorowania

liniowego F : V → W zachodzi

dim KerF + dim ImF = dimV. (1)

Dow. Zaªó»my, »e wymiar przestrzeni V jest równy n: dimV = n. Zaªó»my,
»e znale¹li±my j¡dro F . Pami¦tamy, »e jest to podprzestrze« V . Oznaczmy jej
wymiar przez k: k = dim KerF . Wiemy, »e wymiar podprzestrzeni nie mo»e
by¢ wi¦kszy ni» wymiar przestrzeni: k ¬ n. Zaªó»my na chwil¦, »e k > 0;
przypadek k = 0 rozpatrzymy oddzielnie za chwil¦.

Znajd¹my jak¡± baz¦ (e1, . . . , ek) podprzestrzeni KerF . Nast¦pnie uzu-
peªnijmy t¦ baz¦ o n− k liniowo niezale»nych wektorów ek+1, . . . , en tak, by
caªy zbiór (e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en) stanowiª baz¦ przestrzeni V .

Zauwa»my teraz, »e nast¦puj¡cy ukªad wektorów z przestrzeniW : F (ek+1), F (ek+2), . . . , F (en)
jest ukªadem liniowo niezale»nym. Przypu±¢my bowiem, »e tak nie jest, tzn.
»e
F (ek+1), F (ek+2), . . . , F (en) jest ukªadem liniowo zale»nym. Istniej¡ wte-

dy liczby
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λk+1, λk+2, . . . , λn, z których przynajmniej jedna jest ró»na od zera, i które
speªniaj¡

λk+1F (ek+1) + λk+2F (ek+2) + · · ·+ λnF (en) = 0.

Ale z liniowo±ci F wynika, »e

0 = λk+1F (ek+1) + λk+2F (ek+2) + · · ·+ λnF (en) =

F (λk+1ek+1 + λk+2ek+2 + · · ·+ λnen). (2)

Ale wektor x ≡ λk+1ek+1+λk+2ek+2+ · · ·+λnen jest niezerowy, bo wektory
ek+1, . . . , en s¡ z zaªo»enia liniowo niezale»ne. Ponadto wektor x = λk+1ek+1+
λk+2ek+2+ · · ·+λnen nie nale»y do j¡dra, poniewa» j¡dro jest rozpi¦te przez
wektory e1, . . . , ek. Skoro niezerowy wektor x nie nale»y do j¡dra, to musi
zachodzi¢ F (x) 6= 0. Zatem nie mo»e zachodzi¢ równo±¢ (2). Otrzymali±my
sprzeczno±¢, zatem ukªad wektorów F (ek+1), F (ek+2), . . . , F (en) jest ukªa-
dem liniowo niezale»nym.

Tak wi¦c wiemy, »e ukªad wektorów F (ek+1), F (ek+2), . . . , F (en) rozpina
caª¡ podprzestrze« ImF (bo wektory F (e1), . . . , F (ek) s¡ zerowe), zatem
stanowi¡ baz¦ ImF . Policzmy teraz wymiary (licz¡c ilo±ci elementów bazy):

dimV = n, dim KerF = k, dim ImF = n− k,

zatem zachodzi wzów (1).
Pozostaje jeszcze przyjrze¢ si¦ przypadkowi k = 0. Ale wtedy j¡dro jest

podprzestrzeni¡ trywialn¡ (tzn. skªada si¦ tylko z wektora zerowego) i argu-
mentuj¡c jak wy»ej widzimy, »e caªa baza V skªada si¦ z wektorów, których
obrazy F (e1), . . . , F (en) tworz¡ ukªad liniowo niezale»ny. Wtedy dim ImF =
dimV i wzór (1) te» zachodzi.

CBDO

(Koniec uzupeªnienia)

1.4.5 Niezerowo±¢ wyznacznika a odwracalno±¢ macierzy

Teraz wypiszmy dwa po»yteczne wnioski z tw. Cauchy'ego.
Wniosek 1. Je±li macierz A jest odwracalna, to detA 6= 0 i zachodzi

det(A−1) =
1

detA
.

Bo: Z tw. Cauchy'ego mamy: 1 = det(In) = det(AA−1) = detA det(A−1).
CBDO
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Wniosek 2. Je±li detA 6= 0, to A ma liniowo niezale»ne kolumny.
Dow. (ad absurdum) Zaªó»my, »e zachodzi teza przeciwna, tzn. A ma

liniowo zale»ne kolumny. Wtedy która± z nich, np. ai, jest kombinacj¡ liniow¡
pozostaªych, tzn. zachodzi równo±¢

ai = µ1a1 + · · ·+ µi−1ai−1 + µi+1ai+1 + . . . µnan.

Wtedy jednak
detA = vol (a1, . . . , ai, . . . , an)

= vol (a1, . . . , µ1a1 + · · ·+ µi−1ai−1 + µi+1ai+1 + . . . µnan, . . . , an)

= µ1vol (a1, . . . , a1, . . . , an) + µ2vol (a1, a2, . . . , a2, . . . , an) + . . .

+µi−1vol (a1, . . . , ai−1, ai−1, . . . , an) + µi+1vol (a1, . . . , ai+1, ai+1, . . . , an)

+ · · ·+ µnvol (a1, . . . , an, . . . , an).

Gdy dwa argumenty w n−formie s¡ takie same, to warto±¢ tej n−formy jest
równa zeru (z antysymetrii). Tak wi¦c warto±¢ wyznacznika jest równa zeru.
Sprzeczno±¢.

CBDO

Zauwa»my teraz, »e macierz n × n maj¡ca liniowo niezale»ne kolumny
ma wªasno±¢: dim ImA = n. Traktuj¡c j¡ jako macierz jakiego± odwzorowa-
nia liniowego V → V , gdzie dimV = n, widzimy, »e obrazem A jest caªa
przestrze« V . Macierz A jest wi¦c odwzorowaniem surjektywnym ("na").

Zauwa»my ponadto, »e jest injekcj¡, tzn. je±li Ax1 = b i Ax2 = b, to x1 =
x2. Bowiem � z liniowo±ci A � mamy: Ax1 −Ax2 = A(x1 − x2) = b− b = 0,
tzn. A(x1 − x2) = 0. Ale z udowodnionego dopiero co wzoru (1) mamy:

dim ImA+ dim KerA = n+ dim KerA = n,

tzn. dim KerA = 0, co oznacza, »e jedynym rozwi¡zaniem równania A(x1 −
x2) = 0 jest x1 − x2 = 0, tzn. x1 = x2. A zatem A jest injekcj¡.

Skoro A jest injekcj¡ i surjekcj¡, zatem jest bijekcj¡. Jest wi¦c odwracalne.
Powy»sze fakty mo»na podsumowa¢, wypowiadaj¡c
Tw. Macierz A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy detA 6= 0.

CBDO

Wiemy ju» conieco o wyznaczniku; jednak warto mie¢ bardziej por¦czne
wzory do liczenia go, bo liczenie wprost z de�nicji zbyt wygodne nie jest.
B¦dzie nam do tego potrzebne poj¦cie permutacji.
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1.4.6 Permutacje. Parzysto±¢ permutacji

• Poj¦cie permutacji

Niech X � zbiór sko«czony, zawieraj¡cy n elementów. Bez zmniejszania
ogólno±ci mo»emy wzi¡¢ X = {1, 2, . . . , n}.

Def. Permutacj¡ zbioru n− elementowego X nazywamy bijekcj¦ X → X.
Przykªady odwzorowa« które s¡ i nie s¡ permutacjami

Zapis permutacji. Niech π � permutacja, któr¡ jawnie zapiszmy jako: 1→
π(1) ∈ X, 2 → π(2) ∈ X, . . . , n → π(n) ∈ X. Permutacj¦ π zapisujemy w
postaci:

π =
 1 2 . . . n
π(1) π(2) . . . π(n)

 (3)

Przykª. 1: Wypiszmy wszystkie permutacje zbioru 2−elementowego: 1 2
1 2

 ,
 1 2

2 1


Wida¢, »e mamy tu dwie permutacje.

Przykª. 2: oraz wszystkie permutacje zbioru 3−elementowego: 1 2 3
1 2 3

 ,
 1 2 3

3 1 2

 ,
 1 2 3

2 3 1

 ,
 1 2 3

2 1 3

 ,
 1 2 3

3 2 1

 ,
 1 2 3

1 3 2

 ,
Tu mamy 6 permutacji.

Nietrudno zobaczy¢, »e ilo±¢ permutacji zbioru n−elementowego to n!.
(Mo»na to sformalizowa¢ w dowód indukcyjny).

Zbiór wszystkich permutacji zbioru n−elementowego oznaczamy Sn.
Permutacja identyczno±ciowa to taka, która przeprowadza ka»dy element

w siebie, tzn.

Id =
 1 2 . . . n

1 2 . . . n


Zªo»enie dwóch permutacji te» jest permutacj¡.
Przykª. Skªadanie permutacji i ich nieprzemienno±¢ in general. 1 2 3

1 3 2

 ◦
 1 2 3

3 2 1

 =
 1 2 3

2 3 1

 ,
 1 2 3

3 2 1

 ◦
 1 2 3

1 3 2

 =
 1 2 3

3 1 2

 .
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Dla ka»dej permutacji π istnieje permutacja odwrotna π−1, tzn. taka, »e

π ◦ π−1 = π−1 ◦ π = Id

• Dygresja � poj¦cie grupy

Def. Grup¡ (G, ◦) nazywamy zbiór G z dziaªaniem ◦:

G×G 3 (g1, g2)→ g1 ◦ g2 ∈ G,

speªniaj¡cym warunki:

1. Dziaªanie w grupie jest ª¡czne, tzn. ∀ g1, g2, g3 ∈ G : (g1 ◦ g2) ◦ g3 =
g1 ◦ (g2 ◦ g3);

2. Istnienie elementu jednostkowego e: ∀ g ∈ G : e ◦ g = g ◦ e = g;

3. Istnienie elementu odwrotnego: ∀ g ∈ G : ∃h ∈ G : g ◦ h = h ◦ g = e.

Przykª.

1. S2, S3 i ogólnie Sn z dziaªaniem, którym jest skªadanie permutacji, s¡
grupami.

2. (R,+) jest grup¡. Elementem jednostkowym jest zero.

3. (R \ {0}, ·) jest grup¡.

Uwagi nt. grupy a symetria.

• Transpozycja, znak permutacji � preludium

Def. Transpozycj¡ (i, j) nazywamy permutacj¦, która zamienia ze sob¡
elementy i oraz j, a reszt¦ zostawia na swoim miejscu:

(i, j) =
 1 2 . . . i . . . j . . . n

1 2 . . . j . . . i . . . n


Transpozycje mo»na uwa»a¢ za 'cegieªki', z których mo»na zbudowa¢ ka»-

d¡ permutacj¦. Mówi o tym nast¦puj¡ce
Stw. Ka»d¡ permutacj¦ mo»na przedstawi¢ (na wiele sposobów) jako zªo-

»enie pewnej ilo±ci transpozycji.
Dow. Poka»emy, jak przedstawi¢ dowoln¡ permutacj¦ jako zªo»enie trans-

pozycji, zamieniaj¡cych wyª¡cznie s¡siednie elementy.
Zapiszmy ogóln¡ permutacj¦ jako

π =
 1 2 . . . n
a b . . . k

 (4)
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Roboczo, nazwijmy tablic¡ zespóª liczb stanowi¡cych dolny wiersz permutacji
(4).

Sposób post¦powania jest nast¦puj¡cy: Dostatecznie wiele razy stosujemy
nast¦puj¡c¡ operacj¦:

Niech i, j oznacza jak¡± par¦ kolejnych elementów.

• Je±li i < j to nic nie robimy,

• Je±li i > j to zamieniamy i oraz j.

Nazwijmy t¦ operacj¦ PSE (Porównywanie S¡siednich Elementów).
Zaczynamy o wyj±ciowej tablicy K0 = (a, b, c, . . . , k).
Pierwszy krok post¦powania:
Stosujemy operacj¦ PSE do pierwszej pary elementów K0.
Stosujemy operacj¦ PSE do drugiej pary elementów otrzymanej wy»ej

tablicy.
Itd., ª¡cznie (n− 1) razy. Nazwijmy otrzyman¡ tablic¦ K1.
Co otrzymamy jako ostatni element tablicy K1? �atwo zauwa»y¢, »e jest

to liczba n, jako »e jest wi¦ksza od dowolnej innej, i je±li natra�my na ni¡
przy stosowaniu operacji PSE, to zawsze jest przesuwana na prawo.

Drugi krok post¦powania:
Teraz, zastosujmy opisany wy»ej sposób post¦powania (tzn. cykl opera-

cji stanowi¡cych 1. krok) do pierwszych n − 1 elementów K1 (nazwijmy je
podtablic¡ tablicy K1). Po n − 2 krokach, otrzymamy tablic¦ K2, na ko«cu
której s¡ elementy n− 1, n.

Itd.,
Po n− 1 krokach otrzymamy uporz¡dkowan¡ (w terminologii komputero-

wej: posortowan¡) tablic¦ Kn−1 = (1, 2, . . . , n).
CBDO

Uwagi o sortowaniu b¡belkowym
oraz »e � wzgl¦dem efektywno±ci � to jak z woªem co byª ministrem w bajce

Krasickiego 'Wóª minister': Algorytm wolny ale skuteczny.
Przykª. Rozwa»my permutacj¦:

σ =
 1 2 3 4

2 4 3 1


Kolejne kroki to:

1. krok : |2, 4, 3, 1| → |2, 4, 3, 1| → |2, 3, 4, 1| → |2, 3, 1, 4|

[transpozycja (2,3) oraz (3,4)]
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2. krok : |2, 3, 1, 4| → |2, 3, 1, 4| → |2, 1, 3, 4| [transpozycja (2,3)]

3. krok : |2, 1, 3, 4| → |1, 2, 3, 4| [transpozycja (1,2)]

Mo»emy wi¦c zapisa¢:

σ =
 1 2 3 4

2 4 3 1

 =
 1 2 3 4

2 1 3 4

◦
 1 2 3 4

1 3 2 4

◦
 1 2 3 4

1 2 4 3

◦
 1 2 3 4

1 3 2 4


A teraz: Policzmy ilo±¢ transpozycji które musieli±my wykona¢, aby upo-
rz¡dkowa¢ tablic¦: Jest ich ª¡cznie 4 (dwie w pierwszym kroku, po jednej w
drugim i trzecim). (4 � liczba parzysta).

Oczywi±cie, porz¡dkowanie tablicy (tzn. przechodzenie do uporz¡dkowa-
nia naturalnego) mogli±my wykona¢ znacznie ekonomiczniej, je±li chodzi o
liczb¦ transpozycji � elementów niekoniecznie s¡siednich:

|2, 4, 3, 1| → |2, 1, 3, 4| → |1, 2, 3, 4|.

lub � zapisuj¡c bardziej rozwlekle, ale tak, aby trudniej si¦ byªo pomyli¢ �

σ =
 1 2 3 4

2 4 3 1

 =
 1 2 3 4

2 1 3 4

 ◦
 1 2 3 4

1 4 3 2


Tu byªy potrzebne dwie transpozycje, tzn. permutacj¦ σ zapisali±my jako
zªo»enie dwóch transpozycji. (Znów liczba parzysta!)

Permutacj¦ σ zapisali±my , w obu przypadkach, jako zªo»enie parzystej
ilo±ci transpozycji. Nie jest to przypadek, ale przejaw ogólnego

Tw. Zapiszmy jak¡± permutacj¦ π ∈ Sn jako zªo»enie k transpozycji.
Wówczas parzysto±¢ liczby k jest niezale»na od sposobu rozkªadu π na trans-
pozycje, tzn. zale»y tylko od permutacji k.

Twierdzenie to zaraz udowodnimy, ale najsampierw podamy dwa poj¦cia,
pojawiaj¡ce si¦ przy permutacjach, tzn. poj¦cie cyklu oraz orbity cyklu.

• Cykle, orbity
We¹my jak¡± permutacj¦ π ∈ Sn. We¹my jak¡± liczb¦ j 1 ¬ j ¬ n. Po

jednokrotnym zadziaªaniu permutacj¡ π, otrzymamy liczb¦ π(j). Po dwu-
krotnym zadziaªaniu π, otrzymamy π(π(j)) ≡ π2(j), po kolejnym: π3(j) itd.
Po którym± kolejnym razie (co najwy»ej n) otrzymamy t¦ sam¡ liczb¦ j, jako
»e co najwy»ej n liczb j, π(j), π2(j), . . . , πn(j) mo»e by¢ ró»nych. Niech k
b¦dzie tak¡ najmniejsz¡ liczb¡, »e πk(j) = j. Powy»sz¡ sytuacj¦, dziaªania
kolejnych zªo»e« (iteracji) odwzorowania π, mo»emy zilustrowa¢ jako:

j
π→ π(j) π→ π2(j) π→ · · · π→ πk−1(j) π→ j
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Def. Powy»szy zbiór: j, π(j), π2(j), . . . , πk−1(j) nazywamy orbit¡ elementu
j pod dziaªaniem permutacji π.

Def. Cyklem nazywamy permutacj¦, która na elementach orbity j, π(j), π2(j), . . . , πk−1(j)
dziaªa nast¦puj¡co:

j → π(j); π(j)→ π2(j); . . . πk−1(j)→ j

a na pozostaªych liczbach jest to»samo±ciowa.
Stw. Dane dwa cykle albo maj¡ te same orbity, albo te orbity s¡ rozª¡czne.
Bo: Je±li maj¡ jeden element wspólny, to � z cykliczno±ci � jego kolejne

iteracje wypeªniaj¡ zarówno jedn¡ jak drug¡ orbit¦; wi¦c te orbity musz¡ si¦
pokrywa¢.

Korzystaj¡c z tego widzimy, »e
Stw. Ka»d¡ permutacj¦ mo»na rozªo»y¢ na cykle, tzn. przedstawi¢ w po-

staci zªo»enia cykli o rozª¡cznych orbitach.
Równowa»ne zapisy cyklu: (abcd . . . jk) = (bcd . . . jka) = (cd . . . jkab) =

(kabcd . . . j); dopuszczalne s¡ cykliczne przestawienia elementów � ale inne
nie!

Jeszcze jedna malutka
Def. Cyklem trywialnym nazywamy cykl odpowiadaj¡cy orbicie jednoele-

mentowej; innymi sªowy, cykl trywialny to permutacja to»samo±ciowa.
Uwaga. Zazwyczaj cykle trywialne pomijamy w zapisie rozkªadu permu-

tacji na cykle (ze wzgl¦dów ekonomicznych). Ale czasem dopisujemy cykle
trywialne.

Przykª. rozkªadu permutacji na cykle. Oraz tego jak si¦ mno»y (skªada)
permutacje zapisane w j¦zyku cykli � istotne przy nast¦pnym punkcie.

Zauwa»my, »e rozkªadaj¡c permutacj¦ to»samo±ciow¡ na cykle, otrzyma-
my n cykli trywialnych. Jest to te» jedyna permutacja spo±ród nale»¡cych
do Sn skªadaj¡ca si¦ z n cykli.

• Znak permutacji � szkic dowodu jednoznaczno±ci

Przypomnijmy co b¦dziemy (szkicowo) pokazywa¢:
Tw. Zapiszmy jak¡± permutacj¦ π ∈ Sn jako zªo»enie k permutacji. Wów-

czas parzysto±¢ liczby k jest niezale»na od sposobu rozkªadu π na transpo-
zycje, tzn. zale»y tylko od permutacji k.

Dow. Niech permutacja π ∈ Sn, której parzysto±¢/nieparzysto±¢ b¦dzie-
my ustala¢, skªada si¦ z k cykli. Jej (nie)parzysto±¢ zbadamy, przeksztaªcaj¡c
j¡ w permutacj¦ to»samo±ciow¡, (skªadaj¡c¡ si¦ z n cykli) przez skªadanie jej
z jak¡± ilo±ci¡ transpozycji (tzn. rozªo»ymy π−1 na transpozycje i zbadamy
ich ilo±¢).
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Poczy«my nast¦puj¡c¡ obserwacj¦ i zawrzyjmy j¡ w stwierdzeniu:
Stw. Zªo»enie dowolnej permutacji π z transpozycj¡ zmniejsza lub zwi¦k-

sza ilo±¢ orbit o 1.
Dow. (Stw.) Niech transpozycja b¦dzie (i, l). Musimy rozwa»y¢ trzy

przypadki:

1. Permutacja π zawiera liczby i oraz l jedynie w cyklach trywialnych:

π = ...(i)(l)...

Wtedy zªo»enie z transpozycj¡ (ij) b¦dzie

π ◦ (ij) = [(i)(j)] ◦ [(ij)] = [(ij)];

z cykli (i) oraz (j) zrobiª si¦ (ij) � zmiana ilo±ci cykli wynosi −1.

2. Tak naprawd¦, to powy»sza sytuacja jest szczególnym przypadkiem sy-
tuacji, gdy w π, liczby i oraz l s¡ zawarte w cyklach rozª¡cznych: π =
(ab.. . . . hi)(AB . . .Hl)

Tu mamy:

π ◦ (il) = [(ab.. . . . hi)(AB . . .Hl)] ◦ [(il)] = [(iAB . . .Hlab . . . h)];

i znów, z dwóch cykli (ab.. . . . hi), (AB . . .Hl) zrobiª si¦ jeden (iAB . . .Hlab . . . h)
� zmiana ilo±ci cykli wynosi −1.

3. Liczby i oraz l s¡ zawarte w jednym cyklu: π = (ab . . . hij . . . kl).

Liczymy:

π ◦ (il) = (ab . . . hij . . . kl) ◦ (il) = (iab . . . h)(lj . . . k);

z jednego cyklu (ab . . . hij . . . kl) zrobiªy si¦ dwa (iab . . . h), (lj . . . k) �
zmiana ilo±ci cykli wynosi +1.

CBDO (dow. stw.)
Zaªó»my teraz, »e startujemy z jakiej± permutacji π, posiadaj¡cej k cykli,

i chcemy doj±¢ do permutacji to»samo±ciowej, posiadaj¡cej n cykli, przez
zªo»enie π z r transpozycjami. Niech r+ spo±ród tych transpozycji zwi¦ksza
ilo±¢ cykli o 1, za± r− niech zmniejsza ilo±¢ cykli o 1. Sumaryczna zmiana
ilo±ci cykli to n− k, co musi by¢ równe r+ − r−:

n− k = r+ − r−.
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We¹my teraz inny zestaw transpozycji, w ilo±ci r′, tak, »e zªo»enie π z tymi
r′ transpozycjami znów daje permutacj¦ identyczno±ciow¡. Jak poprzednio,
niech r′+ spo±ród tych transpozycji zwi¦ksza ilo±¢ cykli o 1, za± r′− niech
zmniejsza ilo±¢ cykli o 1. Mamy

n− k = r′+ − r′−.

Niech teraz np. r′+ = r+ + 1. Wtedy r′− nie mo»e by¢ dowolna, bo mamy
warunek n − k = r′+ − r′−, co daje r′− = r− + 1. Zatem r′ = r′+ − r′− =
r+ − r− + 2 = r + 2!

W ogólnym przypadku, niech r′+ = r+ + m. Wtedy mamy równie» r′− =
r− +m, czyli r′ = r + 2m.

Zatem! W ka»dym przypadku r oraz r′ maj¡ t¦ sam¡ parzysto±¢ (tzn. s¡
albo obie parzyste, albo obie nieparzyste).

CBDO

Przykª. Poznajdujmy parzysto±ci wszystkich permutacji S3:

π0 =
 1 2 3

1 2 3

 = (1)(2)(3), sgn(π0) = +;

π1 =
 1 2 3

1 3 2

 = (23)(1), sgn(π1) = −;

π2 =
 1 2 3

3 2 1

 = (13)(2), sgn(π2) = −;

π3 =
 1 2 3

2 1 3

 = (12)(3), sgn(π3) = −;

π+ =
 1 2 3

2 3 1

 = (123) = [(13)(2)] ◦ [(12)(3)], sgn(π+) = +;

π− =
 1 2 3

3 1 2

 = (132) = [(12)(3)] ◦ [(13)(2)], sgn(π−) = +

Por¦czniejszy wzór na znak permutacji � przez rozkªad na cykle nietrywialne
i sumowanie po ich dªugo±ciach

a uprzednio, »e ka»dy cykl dªugo±ci k rozkªada si¦ na k − 1 transpozycji.

1.4.7 Zapis wyznacznika przez permutacje

Teraz rozwini¦t¡ tu wiedz¦ o permutacjach wykorzystamy do wypisania innej
postaci wyznacznika.
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Niech A b¦dzie macierz¡ n× n, któr¡ zapiszemy na 2 sposoby, tak jak to
ju» czynili±my:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . ann

 = [a1, a2, . . . , an];

ak (k = 1, . . . , n) s¡ to wektory kolumnowe, które wyrazimy w bazie stan-
dardowej:

ai = a1ie1 + a2ie2 + · · ·+ anien.

Dla wyznacznika detA otrzymujemy:

detA = vol (a1, a2, . . . , an) = vol (a11e1 + a21e2 + · · ·+ an1en, a2, a3, . . . , an)

=
n∑

i1=1
ai11vol (ei1, a2, a3, . . . , an)

=
n∑

i1=1

n∑
i2=1

ai11a
i2
2vol (ei1, ei2, a3, . . . , an) = . . .

=
n∑

i1=1

n∑
i2=1
· · ·

n∑
in=1

ai11a
i2
2 . . . a

in
nvol (ei1, ei2, . . . , ein). (5)

Przyjrzyjmy si¦ ostatniemu czynnikowi, tzn. vol (ei1, ei2, . . . , ein). Wszyst-
kich n argumentów w vol(...) s¡ wektorami bazy standardowej, tak wi¦c
vol (ei1, ei2, . . . , ein) mo»e przyjmowa¢ jedynie trzy warto±ci: 0 (gdy jakiekol-
wiek argumenty si¦ powtarzaj¡ � z antysymetrii vol), b¡d¹±1 � gdy wszystkie
n argumentów jest ró»nych.

Przyjrzyjmy si¦ zatem znów czynnikowi vol (ei1, ei2, . . . , ein) po raz drugi,
maj¡c tym razem w pami¦ci, »e wszystkie argumenty s¡ ró»ne. Wszystkich
mo»liwych sytuacji jest tyle, ile przestawie« n liczb od 1 do n, czyli n!.
Przez przestawienia argumentów, wszystkie te sytuacje mo»na doprowadzi¢
do jednej, tzn. vol (e1, e2, . . . , en) � z uwzgl¦dnieniem odpowiedniego znaku.
A ile wynosi ten znak? Otó» zauwa»my, »e jest to po prostu znak permutacji
prowadz¡cej od {i1, i2, . . . , in} do {1, 2, . . . , n}, czyli

sgn
 1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

 (6)

Tak wi¦c w sumie (5) sumujemy po wszystkich permutacjach. Oznaczmy per-
mutacj¦ wyst¦puj¡c¡ w (8) jako π:

π ≡
 1 2 . . . n
π(1) π(2) . . . π(n)

 =
 1 2 . . . n
i1 i2 . . . in
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Uwzgl¦dniaj¡c to, przepiszmy zatem na (5) w nast¦puj¡cej postaci, daj¡cej
równowa»ne wyra»enie na wyznacznik macierzy A:

detA =
∑
π∈Sn

sgn(π)aπ(1)1aπ(2)2 . . . aπ(n)n (7)

Przykª. Popatrzmy, »e powy»sze wyra»enie daje znane nam ju» wzory na
wyznaczniki macierzy 2× 2 i 3× 3.
• • Dla macierzy 2 × 2, mamy dwie permutacje, dla których wypiszmy

odpowiadaj¡ce im znaki:

sgn
 1 2

1 2

 = 1, sgn
 1 2

2 1

 = −1 (8)

co prowadzi do nast¦puj¡cej jawnej wersji wyra»enia (7) na wyznacznik:

det
 a11 a12
a21 a22

 = a11a
2
2 − a12a21 (9)

� dobrze znany nam juz schemat Sarrusa dla wyznacznika macierzy 2× 2.

• • • Dla macierzy 3× 3, mamy sze±¢ permutacji, dla których wypisywa-
li±my we wzorze (??). Mamy:
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det


a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 = a11a
2
2a
3
3 + a31a

1
2a
2
3 + a21a

3
2a
1
3

−a21a12a33 − a31a22a13 − a11a32a23 (10)

� znów schemat Sarrusa dla wyznacznika macierzy 3× 3.

• • • • Dla macierzy 4 × 4 ju» darujemy sobie1wypisanie jawnej postaci
wyznacznika. S¡ tu 4! = 24 wyrazy i bez istotnej potrzeby nie ma po co tego
wypisywa¢.

Zobaczyli±my wªa±nie, »e ju» przy macierzy 4× 4 wzór (7) na wyznacznik
jest maªo praktyczny. A stopie« pracochªonno±ci przy liczeniu wyznacznika
ze wzoru (7) szybko ro±nie wraz z n. Ju» przy rozmiarze wyznacznika rz¦du
30 czas jego liczenia na najlepszych komputerach staje si¦ porównywalny
z wiekiem Wszech±wiata. Na szcz¦±cie, istniej¡ bardziej praktyczne metody
liczenia wyznaczników. Do poznania ich zaraz przejdziemy.

1.4.8 Wyznacznik macierzy a wyznacznik macierzy transponowanej

Z wzoru (7) poka»emy nast¦puj¡c¡ wªasno±¢ wyznacznika.
Tw. Dla dowolnej macierzy A, wyznacznik macierzy A jest równy wy-

znacznikowi macierzy transponowanej:

detA = det(AT )

(dla przypomnienia, przej±cie od macierzy do macierzy transponowanej po-
lega na zamianie wierszy na kolumny i vice versa).

Dow. Najsampierw zauwa»my, »e dla dowolnej permutacji π, mamy

sgn(π) = sgn(π−1)

co wynika z wªasno±ci: sgn(σ ◦ π) = sgn(σ) · sgn(π), a to wynika wprost z
de�nicji znaku permutacji. (Mamy wi¦c: sgn(π−1◦π) = sgn(Id ) = sgn(π−1)·
sgn(π), czyli znaki π oraz π−1 s¡ jednocze±nie albo 1, albo −1).

Zapiszmy teraz i poprzeksztaªcajmy wzór (7) na detA:

detA =
∑
π∈Sn

sgn(π)aπ(1)1aπ(2)2 . . . aπ(n)n

1Podobnie jak Al � bohater negatywny 'Toy Story 2' � darowaª sobie prysznic przed wyjazdem do

Tokio
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=
∑
π∈Sn

sgn(π)a1π−1(1)a2π−1(2) . . . anπ−1(n)

=
∑
π∈Sn

sgn(π−1)a1π−1(1)a2π−1(2) . . . anπ−1(n)

=
∑

σ−1∈Sn
sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n)

CBDO

1.4.9 Rozwini¦cie Laplace'a

Miejmy macierz A, i zapiszmy j¡ jako zespóª n kolumn {ak}, k = 1, . . . , n:

A = [a1, a2, . . . , an].

We¹my jak¡± kolumn¦ (np. j−t¡) i dodajmy do niej wielokrotno±¢ jakiej±
innej kolumny, np. i−tej. Jak pami¦tamy, warto±¢ wyznacznika si¦ po takiej
operacji nie zmienia:

det[a1, a2, . . . , aj, . . . , an] = det[a1, a2, . . . , aj + λai, . . . , an]

bo

det[a1, a2, . . . , ai, . . . , aj + λai, . . . , an] = det[a1, a2, . . . , ai, . . . , aj, . . . , an]

+λ det[a1, a2, . . . , ai, . . . , ai, . . . , an]

a wyznacznik tej drugiej macierzy jest równy zeru, bo ma ona dwie takie
same kolumny ai.

We¹my teraz macierz A i ustalmy i � numer ustalonej i−tej kolumny.
Mamy:

detA = vol (a1, a2, . . . , ai, . . . , an).

Zapiszmy i−t¡ kolumn¦ jako kombinacj¦ liniow¡ wektorów bazy standardo-
wej:

ai = a1ie1 + a2ie2 + · · ·+ anien

wstawmy to rozwini¦cie do wyznacznika i skorzystajmy z liniowo±ci wyznacz-
nika wzgl¦dem dowolnego argumentu:

detA = vol (a1, a2, . . . , a1ie1+a2ie2+· · ·+anien, . . . , an) =
n∑
j=1

ajivol (a1, a2, . . . , ej, . . . , an).

(11)
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Wypiszmy jawnie k−ty skªadnik powy»szej sumy:

akivol (a1, a2, . . . , ek, . . . , an) = aki det



a11 a12 . . . 0 . . . a1n
a21 a22 . . . 0 . . . a2n
...

...
...

...
ak1 ak2 . . . 1 . . . akn
...

...
...

...
an1 an2 . . . 0 . . . ann


Odejmujmy teraz k−t¡ kolumn¦ od wszystkich pozostaªych, ze wspóªczyn-
nikami akj , aby w caªym i− tym wierszu otrzyma¢ zera (z wyj¡tkiem, oczy-
wi±cie, k−tego miejsca w wierszu). W ten sposób mamy:

akivol (a1, a2, . . . , ek, . . . , an) = akivol (a1−ak1ek, a2−ak2ek, . . . , ek, . . . , an−aknek)

= aki det



a11 a12 . . . 0 . . . a1n
a21 a22 . . . 0 . . . a2n
...

...
...

...
0 0 . . . 1 . . . 0
...

...
...

...
an1 an2 . . . 0 . . . ann


= . . .

W otrzymanej powy»ej macierzy przestawmy teraz i−t¡ kolumn¦ na pierwsze
miejsce. Musimy przy tym zmieni¢ znak i − 1 razy. Nast¦pnie k−ty wiersz
na pierwsze miejsce, znów zmieniaj¡c znak k − 1 razy. Mamy wi¦c:

· · · = (−1)i−1(−1)k−1aki det



1 0 0 . . . 0 0 . . . 0
0 a11 a12 . . . a1i−1 a1i+1 . . . a1n
0 a21 a22 . . . a2i−1 a2i+1 . . . a2n

0 ak−11 ak−12 . . . ak−1i−1 ak−1i+1 . . . ak−1n
0 ak+11 ak+12 . . . ak+1i−1 ak+1i+1 . . . ak+1n

0 an1 an2 . . . ani−1 ani+1 . . . ann


�atwo zobaczy¢, »e ten ostatni wyznacznik jest równy wyznacznikowi nast¦-
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puj¡cej macierzy rozmiaru (n− 1)× (n− 1):

a11 a12 . . . a1i−1 a1i+1 . . . a1n
a21 a22 . . . a2i−1 a2i+1 . . . a2n

ak−11 ak−12 . . . ak−1i−1 ak−1i+1 . . . ak−1n
ak+11 ak+12 . . . ak+1i−1 ak+1i+1 . . . ak+1n

an1 an2 . . . ani−1 ani+1 . . . ann


Uzasadnienie dla niedowiarków,

która � jak widzieli±my � powstaªa z wyj±ciowej macierzy A przez wykre-
±lenie k−tego wiersza i i−tej kolumny.

Wyznacznik tej macierzy z wyst¦puj¡cym wy»ej znakiem, tzn.
Def. Wyznacznik macierzy powstaªej z wyj±ciowej macierzy A przez wy-

kre±lenie k−tego wiersza i i−tej kolumny, pomno»ony przez (−1)k+i, nazy-
wamy dopeªnieniem algebraicznym wyrazu aki i oznaczamy Ai

k.
W ten sposób, k− ty wyraz sumy (11), który tak pracowicie przeksztaª-

cali±my, mo»emy przepisa¢ jako

akiA
i
k,

za± caª¡ sum¦ (11), tzn. detA, jako

detA =
n∑
j=1

ajiA
i
j (12)

Wzór, który wªa±nie otrzymali±my, nazywa si¦ rozwini¦cie Laplace'a (wy-
znacznika macierzy A wzgl¦dem i−tej kolumny).

Z niezmienniczo±ci wyznacznika wzgl¦dem transpozycji macierzy widzimy,
i» równie dobrze mo»emy rozwija¢ wzgl¦dem wierszy jak wzgl¦dem kolumn.
Tak wi¦c równowa»nie mo»emy napisa¢ rozwini¦cie wyznacznika macierzy A
wzgl¦dem j−tego wiersza

detA =
n∑
k=1

ajkA
k
j (13)

Uwaga.Wzory (12) i (13) s¡ bli¹niaczo podobne, ale nie identyczne � zwró¢-
my uwag¦, po czym sumujemy w jednym i drugim przypadku!

Przykª.
Z rozwini¦cia Laplace'a wa»ne i cz¦sto po»yteczne wzory: wzór na macierz

odwrotn¡ oraz tzw. wzory Cramera dotycz¡ce rozwi¡zywalno±ci ukªadów rów-
na« liniowych.
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1.4.10 Wzór na macierz odwrotn¡

Niech A b¦dzie macierz¡ nieosobliw¡, tzn. tak¡, »e detA 6= 0. Wiemy, »e
wtedy istnieje macierz odwrotna A−1. Oznaczmy przez AD macierz

AD =


A11 A12 . . . A1n
A21 A22 . . . A2n
...

...
...

An
1 An

2 . . . An
n

 (14)

zwan¡ macierz¡ dopeªnie« algebraicznych, lub te» macierz¡ doª¡czon¡. Ob-
liczmy iloczyn AAD oznaczaj¡c go M :

M ≡ AAD =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . ann




A11 A12 . . . A1n
A21 A22 . . . A2n
...

...
...

An
1 An

2 . . . An
n


Oznaczmy elementy macierzy M jako mi

j. k−ty element diagonalny to:

mk
k =

n∑
j=1

akjA
j
k = detA;

równo±¢ ta wynika z rozwini¦cia Laplace'a (w wersji wierszowej). A ile wy-
nosz¡ wyrazy pozadiagonalne, tzn. mk

l dla k 6= l ? Otó»:

mk
l =

n∑
j=1

akjA
j
l;

powy»sz¡ sum¦ mo»na interpretowa¢ jako wyznacznik macierzy, w której w
k−ty oraz l−ty wiersz s¡ równe k−temu wierszowi macierzy A. (rys.) Tak
wi¦c!! otrzymujemy:

AAD = detA · In,
(In � macierz jednostkowa). Analogicznie, wykorzystuj¡c rozwini¦cie Lapla-
ce'a wzgl¦dem kolumn, otrzymujemy

ADA = detA · In,

W ten sposób otrzymali±my
Tw. Je±li detA 6= 0, to macierz odwrotna A−1 dana jest wzorem

A−1 =
1

detA
AD. (15)
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1.4.11 Wzory Cramera

Niech teraz A b¦dzie macierz¡ ukªadu równa« (n równa« na n niewiado-
mych):

a11x
1 + a12x

2 + . . . + a1nx
n = b1

a21x
1 + a22x

2 + . . . + a2nx
n = b2

...
... . . .

...
...

an1x
1 + an2x

2 + . . . + annx
n = bn

tzn. Ax = b (16)

Je±li wyznacznik detA 6= 0, to istnieje A−1 i ukªad równa« ma jednoznaczne
rozwi¡zanie:

x = A−1b.

Korzystaj¡c z wzoru na macierz odwrotn¡, widzimy, i» k−ta skªadowa wek-
tora x jest równa

xk =
1

detA

n∑
j=1

Ak
lb
l.

A teraz! Rozpatrzmy macierz Bk, która powstaªa z A przez wymian¦ k−tej
kolumny na kolumn¦ wyrazów wolnych b:

a11 a12 . . . a1k−1 b1 a1k+1 . . . a1n
a21 a22 . . . a2k−1 b2 a2k+1 . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . ank−1 bn ank+1 . . . ann


Licz¡c wyznacznik tej macierzy przez rozwini¦cie Laplace'a wzgl¦dem k−tej
kolumny, widzimy, »e

n∑
j=1

Ak
lb
l = detBk,

co daje nam jawny wzór na rozwi¡zanie ukªadu równa« (16):

xk =
detBk

detA
(17)

które to wzory znali±my ju» dla n = 2 i n = 3 (cho¢ dla n = 3 byª ten
wzór na wykªadzie podany 'na wiar¦', bez uzasadnienia) � a teraz widzimy,
»e analogiczne jak dla n = 2 i n = 3 wzory maj¡ miejsce dla dowolnego
rozmiaru ukªadu.

Uwaga. o (nie)praktyczno±ci wzorów Cramera do rozwi¡zywania ukl. równa«
z konkretnymi wspóªczynnikami liczbowymi
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2 Formy kwadratowe

2.1 Formy biliniowe � przypomnienie i uzupeªnienie

Def. Form¡ biliniow¡ nazywamy odwzorowanie b : V × V → R, liniowe w
ka»dym argumencie, tzn. speªniaj¡ce dla dowolnych wektorów u, v, w ∈ V ,
α, β ∈ R:

b(αu+βv, w) = αb(u,w)+βb(v, w), b(w, αu+βv) = αb(w, u)+βb(w, v).
(18)

Przykª. Standardowy iloczyn skalarny jest form¡ biliniow¡.
Przykª. Iloczyn wektorowy na V = R3 jest form¡ biliniow¡ (oraz 2−form¡

� dla przypomnienia see rozdz. o formach bilin. i 2−formach).
Ilu warunków potrzeba, aby w peªni scharakteryzowa¢ form¦ biliniow¡?

Tzn. umie¢ poda¢ jej warto±¢ na dowolnej parze wektorów.
Konkretnie, zadajmy w przestrzeni V jak¡± baz¦ e = (e1, e2, . . . , en). We¹-

my dwa wektory

x =
n∑
i=1

xiei, y =
n∑
i=j
yjej

Warto±¢ formy biliniowej b na wektorach x,y mo»emy, korzystaj¡c z warun-
ków (18) liniowo±ci w ka»dym argumencie, zapisa¢ jako

b(x,y) = b(
n∑
i=1

xiei,
n∑
i=j
yjej) =

n∑
i=1

n∑
j=1

b(ei, ej)xiyj ≡
n∑
i=1

n∑
j=1

bijx
iyj (19)

gdzie oznaczyli±my:
bij = b(ei, ej).

Aby poda¢ warto±¢ 2−formy na dowolnej parze wektorów, musimy zna¢
wszystkie warto±ci formy na wszystkich mo»liwych parach wektorów linio-
wo niezale»nych, tzn. musimy zna¢ macierz bij � co daje nam n2 warunków,
niezb¦dnych do scharakteryzowania dowolnej formy biliniowej.

2.2 Formy biliniowe symetryczne i antysymetryczne

Def. Mówimy, »e forma biliniowa b jest symetryczna, gdy dla dowolnych
dwóch wektorów x,y ∈ V zachodzi

b(x,y) = b(y,x) (20)

oraz »e jest antysymetryczna, je±li dla dowolnych dwóch wektorów x,y ∈ V

b(x,y) = −b(y,x) (21)
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(form¦ biliniow¡ antysymetryczn¡ nazywamy � jak pami¦tamy � 2−form¡).
Mamy proste
Stw. Ka»da forma biliniowa b daje si¦ jednoznacznie przedstawi¢ jako

suma pewnej formy symetrycznej bs i antysymetrycznej ba:

b(x,y) = bs(x,y) + ba(x,y). (22)

Dow. (zgaduj zgadula) Zgadnijmy, »e:

bs(x,y) =
1
2

(b(x,y) + b(y,x)) , ba(x,y) =
1
2

(b(x,y)− b(y,x))

Bezpo±rednim rachunkiem sprawdzamy, »e bs jest symetryczna, za± ba � an-
tysymetryczna, oraz »e jest speªniony warunek (22).

CBDO

2.3 Jak si¦ zmienia macierz formy biliniowej przy zmianie bazy

Wró¢my do wzoru (19), daj¡cego warto±¢ formy biliniowej b na parze wek-
torów x,y, i napiszmy ten sam wzór w takiej notacji, aby jawnie zaznaczy¢
zale»no±¢ od bazy. Niech w przestrzeni V b¦dzie zadana baza e Oznaczmy:

x ≡ [x]e, y ≡ [y]e, (23)

oraz niech [b]e oznacza macierz, której elementy macierzowe bij s¡ okre±lone
przez

bij = b(ei, ej) (24)

Potraktujmy powy»sze wielko±ci, tzn. [x]e, [y]e, [b]e jako macierze. Zauwa»my,
»e wzór(19), daj¡cy warto±¢ formy biliniowej b na parze wektorów [x]e, [y]e,
mo»na zapisa¢ jako mno»enie macierzy:

b(x,y) = ([x]e)T · [b]e · [y]e. (25)

(· oznacza mno»enie macierzy). We¹my teraz inn¡ baz¦ f w przestrzeni V .
Zaªó»my, »e znamy macierz [b]e formy b w bazie e oraz macierze przej±cia
[Id ]f e, [Id ]ef pomi¦dzy bazami e oraz f . Zapytajmy teraz: Jak znale¹¢ ma-
cierz [b]f , tzn. macierz formy b w bazie f?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, przypomnijmy sobie, jak powi¡zane s¡
ze sob¡ przedstawienia wektora x w bazach e, f :

[x]e = [Id ]ef · [x]f , [y]e = [Id ]ef · [y]f
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Pami¦tajmy te», »e transpozycja odwraca kolejno±¢ mno»enia macierzy: (AB)T =
BTAT . W odniesieniu do wektora [x]e mamy:

([x]e)T = ([Id ]ef · [x]f)T = ([x]f)T · ([Id ]ef)
T .

Mamy wi¦c:

b(x,y) = ([x]e)T ·[b]e·[y]e = ([x]f)T ·([Id ]ef)
T · [b]e · [Id ]ef︸ ︷︷ ︸

To interpretujemy jako [b]f

·[y]f ≡ ([x]f)T ·[b]f ·[y]f

Mamy wi¦c szukany wzór transformacyjny:

[b]f = ([Id ]ef)
T · [b]e · [Id ]ef (26)

Wzór ten warto porówna¢ z wzorem na transformacj¦ macierzy odwzorowania
liniowego przy zmianie bazy. Przypomnijmy to:

Niech T b¦dzie odwzorowaniem liniowym V → V . Pami¦tamy wzór na
macierze odwzorowa« liniowych [T ]ee, [T ]f f odwzorowania liniowego w ba-
zach e, e oraz f, f odpowiednio:

[T ]f f = [Id ]f e · [T ]ee · [Id ]ef

Def. Rz¦dem formy biliniowej nazywamy rz¡d odpowiadaj¡cej jej macie-
rzy � w dowolnej bazie.

Zachodzi bowiem:
Stw. Rz¡d macierzy formy biliniowej nie zale»y od bazy.
Peªnego dowodu tu nie podamy. Zauwa»my jedynie, »e gdy rz¡d jest mak-

symalny (tzn. równy n = dimV ), to stwierdzenie jest oczywiste: Z wzoru
(26) wynika bowiem, »e macierz nieosobliwa przechodzi w macierz nieoso-
bliw¡. W ogólnym przypadku trzeba pokaza¢, »e rz¡d nie zmienia si¦ przy
transformacji nieosobliwej (tzn. realizowanej przez macierz nieosobliw¡); jest
tu troch¦ wi¦cej gimnastyki i t¦ cz¦±¢ dowodu pominiemy.

2.4 Formy kwadratowe. Wzór polaryzacyjny

Niech b b¦dzie form¡ biliniow¡ na przestrzeni wektorowej V .
Def. Form¡ kwadratow¡ Q na przestrzeni wektorowej V nazywamy od-

wzorowanie Q : V → K, okre±lone jako

Q(x) = b(x,x)

Uwagi.
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1. Widzimy, »e w de�nicji Q pojawia si¦ forma biliniowa b; z tego wzgl¦du
czasem dopowiadamy, »e forma Q jest stowarzyszona z form¡ biliniow¡
b.

2. Zauwa»my, »e do okre±lenia Q wchodzi tylko cz¦±¢ symetryczna formy
b, jako »e ba(x,x) ≡ 0 dla dowolnego wektora x.

Tak wi¦c forma kwadratowa jest wyznaczona przez cz¦±¢ symetryczn¡ for-
my biliniowej b. Zapytajmy, czy na odwrót: Czy mo»na wyznaczy¢ cz¦±c sy-
metryczn¡ formy biliniowej b, znaj¡c form¦ kwadratow¡ Q? Odpowied¹ jest
pozytywna. We¹my dowolny inny wektor y (niewspóªliniowy z x) i wyliczmy:

Q(x+y) = bs(x+y,x+y) = bs(x,x)+2bs(x,y)+bs(y,y) = Q(x)+Q(y)+2bs(x,y),

sk¡d wynika wzór na 'rekonstrukcj¦' (cz¦±ci symetrycznej) formy biliniowej z
formy kwadratowej:

bs(x,y) =
1
2

(Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)) (27)

Powy»szy wzór nazywamy wzorem polaryzacyjnym.
Niech teraz mamy baz¦ e w V . Z wzoru (19) mamy:

Q(x) =
n∑
i=1

n∑
j=1

qijx
ixj (28)

gdzie
qij = (bs)ij

jest symetryczn¡ macierz¡ nazywan¡ macierz¡ formy kwadratowej (w bazie
e).

Def. Rz¦dem formy kwadratowej nazywamy rz¡d macierzy tej formy (w
jakiejkolwiek bazie � rz¡d nie zale»y od bazy).

2.5 Przykªady form kwadratowych

1. Rozwa»my jednorodny2 wielomian drugiego stopnia od n zmiennych
x1, x2, . . . , xn:

Q(x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

n∑
j=1

qijx
ixj;

wida¢, »e jest to dokªadnie prawa strona wzoru (28). Tak wi¦c wielomian
jednorodny 2. stopnia mo»emy uwa»a¢ za form¦ kwadratow¡.

2tzn. sumaryczna pot¦ga ka»dego czªonu jest równa 2
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2. Rozwa»my dwa sprz¦»one jednowymiarowe oscylatory harmoniczne.RYS.
x1, x2 s¡ wychyleniami z poªo»enia równowagi. Energi¦ potencjaln¡ ta-
kiego ukªadu mo»emy zapisa¢ jako:

E(x1, x2) =
1
2

(
k1x
2
1 + k2x

2
2 + k12(x1 − x2)2

)
=

1
2

(
(k1 + k12)x21 + (k2 + k12)x22 − 2k12x1 x2

)
,

a wi¦c znowu jest to forma kwadratowa. Ogólnie, dla n sprz¦»onych
oscylatorów harmonicznych, energi¦ kinetyczn¡ mo»emy zapisa¢ jako

E(x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

n∑
j=1

kijx
ixj;

wyst¦puj¡c¡ tu (symetryczn¡) macierz kij nazywa si¦ cz¦sto macierz¡
staªych siªowych.

2.6 Metoda Lagrange'a diagonalizacji formy kwadratowej

Def. Form¦ kwadratow¡ nazywamy diagonaln¡, je±li macierz tej formy jest
diagonalna, tzn. jedyne jej niezerowe elementy wyst¦puj¡ na przek¡tnej.

Tw. (Lagrange'a). Ka»da forma kwadratowa ma baz¦ diagonalizuj¡c¡,
tzn. tak¡, »e macierz formy w tej bazie jest diagonalna.

Dow. Zajmujmy si¦ form¡ we wspóªrz¦dnych, tzn.Q(x) =
∑n
i=1

∑n
j=1 qijx

ixj.
Zamiana bazy b¦dzie si¦ odbywaªa poprzez transformacje skªadowych wek-
tora.

Rozwa»my dwa przypadki: i) Macierz formy posiada chocia» jeden ele-
ment diagonalny ró»ny od zera, ii) macierz formy ma wszystkie elementy
diagonalne równe zeru.

i) Zaªó»my, »e elementem ró»nym od zera jest q11 (gdy tak nie jest, to
mo»emy przenumerowa¢ skªadowe).

Zamiana bazy b¦dzie si¦ odbywaªa w kolejnych krokach (ilo±ci co najwy»ej
n) i b¦dzie polegaªa na 'uzupeªnieniu do peªnego kwadratu'.

Krok 1. Zapiszmy form¦ w nast¦puj¡cej postaci, wydzielaj¡c jawnie wska¹-
nik 1 oraz pozostaªe, oraz korzystaj¡c z tego, »e macierz jest symetryczna,
co w szczególno±ci daje q1i = qi1:

Q(x) ≡ Q(x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

n∑
j=1

qijx
ixj = q11x

1x1+2
n∑
i=2

q1ix
1xi+

n∑
i=2

n∑
j=2

qijx
ixj

= q11

x1 +
1
q11

n∑
i=2

q1ix
i

2 − 1
q11

 n∑
i=2

q1ix
i

2 +
n∑
i=2

n∑
j=2

qijx
ixj = . . .
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Nazwijmy teraz: X1 = x1 + 1
q11

∑n
i=2 q1ix

i; mo»emy wi¦c form¦ zapisa¢ jako

Q(X1, x2, . . . , xn) = q11X
1X1 − 1

q11

 n∑
i=2

q1ix
i

2 +
n∑
i=2

n∑
j=2

qijx
ixj.

Zauwa»my, »e w sumach powy»ej nie wyst¦puje ju» x1 � s¡ tam jedynie wspóª-
rz¦dne o numerach 2 i wy»szych. Mo»emy wi¦c zapisa¢

Q(X1, x2, . . . , xn) = q11X
1X1 +

n∑
i=2

n∑
j=2

cijx
ixj

dla pewnej macierzy cij. (Mo»na wyrazi¢ cij przez qij, ale nie jest to potrzeb-
ne, wi¦c sobie darujemy).

Widzimy wi¦c, »e forma Q jest diagonalna w zmiennej X1.
Krok 2. Je±li macierz cij posiada chocia» jeden element diagonalny ró»ny

od zera, to do formy kwadratowej
∑n
i=2

∑n
j=2 cijx

ixj stosujemy znów sposób
post¦powania analogiczny jak w kroku 1. Je±li nie � to stosujemy sposób
post¦powania opisany poni»ej w ii). Itd;
. . .

ii). Trzeba teraz powiedzie¢, co robimy, gdy forma kwadratowa nie ma ani
jednego niezerowego elementu diagonalnego. Macierz formy musi mie¢ wtedy
przynajmniej jeden niezerowy wyraz niediagonalny (gdyby miaªa wszystkie
elementy niediagonalne równe zeru, to byªaby form¡ totalnie zerow¡, i jako
taka byªaby diagonalna). Zaªó»my, »e elementem niediagonalnym macierzy
jest q12 (gdyby tak nie byªo, zawsze mo»emy przez przenumerowanie bazy
osi¡gn¡¢ to, aby q12 6= 0). Forma kwadratowa ma wi¦c posta¢:

Q(x1, x2, . . . , xn) = q12x
1x2 + . . . .

Zamie«my wspóªrz¦dne nast¦puj¡co: (x1, x2)→ (X1, X2):

x1 = X1 +X2, x2 = X1 −X2.

Wtedy forma przybiera posta¢:

Q(X1, X2, x3, . . . , xn) = q12X
1X1 − q12X2X2 + . . .

Wida¢, »e przez powy»sz¡ zamian¦ zmiennych doprowadzili±my do tego, »e
forma ma wyraz diagonalny. Teraz stosujemy metod¦ diagonalizacji z i).

Caªa procedura diagonalizacji zako«czy si¦ w co najwy»ej n krokach.
CBDO

Przykª.
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1. Rozpatrzmy form¦:

Q(x1, x2, x3) = x1x1 + 2x1x2 + x2x2 + 4x2x3 + 5x3x3

Post¦puj¡c jak w i), we¹my:

X1 = x1 + x2, =⇒ x1 = X1 − x2

i mamy:

Q(X1, x2, x3) = X1X1−2X1x2+x2x2+2X1x2−2x2x2+4x2x3+5x3x3

= X1X1 +−x2x2 + 4x2x3 + 5x3x3

tzn. w pierwszym kroku, w nowej zmiennej X1 mamy wyraz wyª¡cznie
diagonalny.

Dalej: We¹my:

X2 = x2 − 2x3, =⇒ x2 = X2 + 2x3.

Liczymy:

Q(X1, X2, x3) = X1X1−X2X2−4X2x3−4x3x3+4X2x3+8x3x3+5x3x3

= X1X1 −X2X2 + 9x3x3

czyli otrzymali±my form¦ w postaci diagonalnej.

Wa»na w zastosowaniach okazuje si¦ by¢ ilo±¢ plusów i minusów na
diagonali, która tu wynosi: dwa plusy i jeden minus.

2. We¹my teraz form¦, której macierz posiada wszystkie elementy diago-
nalne równe zeru:

Q(x1, x2, x3) = x1x2 + x1x3 + x2x3.

Zgodnie z ii), wprowadzamy:

x1 = X1 +X2, x2 = X1 −X2.

i mamy

Q(X1, X2, x3) = X1X1 −X2X2 +X1x3 +X2x3 +X1x3 −X2x3

= X1X1 −X2X2 + 2X1x3.
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Mamy tu ju» samodzielny wyraz diagonalny −X2X2. Zamieniamy wi¦c
zmienne w parze X1, x3 wg procedury z i): Wprowad¹my Y = X1+x3,
tzn. X1 = Y − x3. Mamy:

Q(Y,X2, x3) = −X2X2 + (Y − x3)(Y − x3) + 2(Y − x3)x3

= −X2X2+Y Y −2Y x3+x3x3+2Y x3−2x3x3 = −X2X2+Y Y −x3x3.
Widzimy wi¦c, »e we wspóªrz¦dnych (Y,X2, x3) forma Q przyj¦ªa posta¢
diagonaln¡. Znów wa»na (w zastosowaniach) jest ilo±¢ plusów i minusów
na diagonali: Tu dwa minusy i jeden plus.

2.7 Posta¢ kanoniczna i sygnatura formy kwadratowej. Twierdze-
nie Sylvester'a

Po diagonalizacji formy otrzymamy posta¢, zawieraj¡c¡ wyª¡cznie wyrazy
kwadratowe. Forma ma wi¦c posta¢:

Q(y1, . . . , yn) =
r∑
i=1

ai(yi)2, ai 6= 0 dla i = 1, 2, . . . , r. (29)

Liczba r niezerowych wyrazów na diagonali, jak ªatwo spostrzec, jest rz¦-
dem formy (bowiem macierz formy, posiadaj¡cej na diagonali r niezerowych
wyrazów, a poza tym same zera, ma rz¡d r).

Mo»na jeszcze nieco upro±ci¢ posta¢ formy. Spotykamy tu dwie ró»ne sy-
tuacje zale»nie od tego, czy mamy form¦ na przestrzeni V nad R, czy na C.
Przypadek C okazuje si¦ prostszy.

2.7.1 Formy nad C

Przeskalujmy zmienne yi w postaci formy (31) nast¦puj¡co:

Y i =
√
aiy

i

Mo»na zapyta¢, jaki znak pierwiastka tu wybieramy? Pami¦tamy bowiem, »e
wyci¡ganie pierwiastka kwadratowego nad C jest zawsze operacj¡ dwuznacz-
n¡!. Wszystko jedno. W ten sposób osi¡gamy posta¢

Q(Y 1, . . . , Y n) =
r∑
i=1

(Y i)2, dla i = 1, 2, . . . , r. (30)

Posta¢ (32) nazywamy postaci¡ kanoniczn¡ formy kwadratowej nad C.
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2.7.2 Formy nad R

Posta¢ formy kwadratowej po diagonalizacji metod¡ Lagrange'a nie jest wy-
znaczona jednoznacznie: Mogli±my startowa¢ od dowolnego wyrazu diagonal-
nego i nie ma powodu, »e dostaniemy dokªadnie t¦ sam¡ posta¢ niezale»nie od
tego, który wyraz diagonalny we¹miemy na pocz¡tku. Na razie unormujmy
wspóªczynniki przy peªnych kwadratach. Napiszmy form¦ w postaci

Q(y1, . . . , yn) =
p∑
i=1

ai(yi)2 −
r∑

i=p+1
ai(yi)2, ai > 0 dla i = 1, 2, . . . , r.

(31)
Po unormowaniu analogicznym jak dla przypadku nad C:

Y i =
√
aiy

i

(mo»emy tak zrobi¢, bo wszystkie ai > 0 w zapisie (31)) osi¡gamy posta¢:

Q(Y 1, . . . , Y n) =
p∑
i=1

(Y i)2 −
r∑

i=p+1
(Y i)2 (32)

Powró¢my do problemu jednoznaczno±ci takiej postaci formy. Wiemy, »e rz¡d
musi by¢ taki sam niezale»nie od sposobu diagonalizacji. Ale co z ilo±ci¡
plusów i minusów? Czy przez inny sposób diagonalizacji nie osi¡gn¦liby±my
postaci z innymi liczbami plusów i minusów? Okazuje si¦, »e nie. Zachodzi
bowiem

Tw. . (Sylvestera; zwane te» tw. Sylvestera i Jacobiego, lub tw. o bezwªad-
no±ci form kwadratowych). Je±li form¦ kwadratow¡ nad R sprowadzimy za
pomoc¡ dwóch ró»nych przeksztaªce« do postaci kanonicznych, to obie formy
kanoniczne maj¡ te same ilo±ci wspóªczynników dodatnich oraz wspóªczyn-
ników ujemnych.

Uwaga. Zestaw tych dwu liczb, tzn. ilo±ci plusów oraz ilo±ci minusów,
nazywamy sygnatur¡ formy kwadratowej. Tw. Sylvestera mo»emy wi¦c wy-
powiedzie¢ w ten sposób, »e sygnatura rzeczywistej formy kwadratowej jest
wyznaczona jednoznacznie.

Dow. . Miejmy form¦ kwadratow¡ Q(x) ≡ Q(x1, x2, . . . , xn). Niech dwa
przeksztaªcenia

xj =
n∑
k=1

bjky
k orazxj =

n∑
k=1

cjkz
k (33)

przeksztaªcaj¡ form¦ Q(x) odpowiednio w postaci diagonalne

Q(y) = a1(y1)2 + · · ·+ ak(yk)2 − a′1(yk+1)2 − · · · − a′l(yk+l)2, (34)
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gdzie wszystkie wspóªczynniki ai, a
′
i s¡ wi¦ksze od zera, oraz

Q(z) = b1(z1)2 + · · ·+ bm(zm)2 − b′1(zm+1)2 − · · · − b′l(zm+p)2, (35)

gdzie równie» wszystkie wspóªczynniki bi, b
′
i s¡ wi¦ksze od zera.

Suma ilo±ci niezerowych wyrazów diagonalnych dodatnich i ujemnych musi
by¢ równa rz¦dowi formy:

r = k + l = m+ p. (36)

Nale»y dowie±¢, »e
m = k oraz p = l. (37)

Przypu±¢my (dow. a.a.) »e tak nie jest, i »e np.

k > m; (38)

z (36) wynika, »e l < p.
Rozpatrzmy przeksztaªcenia odwrotne do (33), tzn. wyra¹my skªadowe yj,

zj wektorów y i z liniowo przez skªadowe x1, x2, . . . , xn.
Rozpatrzmy dalej nast¦puj¡cy ukªad n− k +m równa« liniowych jedno-

rodnych o n niewiadomych x1, x2, . . . , xn:

z1 = 0, z2 = 0, . . . , zm = 0, yk+1 = 0, yk+2 = 0, . . . , yn = 0. (39)

Poniewa» n − k + m < n, (tzn. ilo±¢ równa« jest mniejsza ni» ilo±¢ nie-
wiadomych), to ukªad powy»szy ma rozwi¡zanie niezerowe. Oznaczmy jakie±
z tych niezerowych rozwi¡za« jako x0:

x0 = [x10, x
2
0, . . . , x

n
0 ].

Wstawmy je do Q(x) na dwa sposoby: z postaci (34) otrzymujemy

Q(x0) = a1(y1)2 + · · ·+ ak(yk)2  0, (40)

a z postaci (35) dostaniemy

Q(x0) = −b′1(zm+1)2 − · · · − b′p(zm+p)2 ¬ 0. (41)

Zatem Q(x0) = 0. St¡d, na mocy dodatnio±ci wspóªczynników ai oraz (40)
wynika, »e

y1 = 0, y2 = 0, . . . , yk = 0 (42)

Ale wy»ej widzieli±my, p. (39), »e pozostaªe skªadow yk+1, . . . , yn te» s¡ ze-
rowe, razem wi¦c

y1 = 0, y2 = 0, . . . , yn = 0. (43)
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a st¡d, na mocy pierwszej z de�nicji (33) widzimy, »e

x10 = 0, x20 = 0, . . . , xn0 = 0, (44)

a to znaczy, »e rozwi¡zanie x0 musi by¢ zerowe. Sprzeczno±¢.
Analogicznie jest z przypuszczeniem, »e zachodzi nierówno±¢ k < m, czyli

p > l.
CBDO

Sztuczka mnemotechniczna do zapami¦tania tw. Sylvestera: Molesta, 'Xe-
roboj'.

2.8 Kryterium wyznacznikowe dodatniej okre±lono±ci form kwa-
dratowych

Def. Mówimy, »e forma Q jest dodatnio (nieujemnie) okre±lona, gdy dla
dowolnego wektora x zachodzi Q(x) > 0 (Q(x)  0); i bli¹niaczo

Mówimy, »e forma Q jest ujemnie (niedodatnio) okre±lona, gdy dla dowol-
nego wektora x zachodzi Q(x) < 0 (Q(x) ¬ 0).

W zastosowaniach cz¦sto wa»ne jest stwierdzenie, czy dana forma kwadra-
towa jest dodatnio, b¡d¹ ujemnie okre±lona. Niedªugo zobaczymy, »e badanie
(lokalne) maksimów/minimów funkcji f wielu zmiennych sprowadza si¦ do
przetestowania, czy forma kwadratowa, b¦d¡ca rozwini¦ciem Taylora f do 2.
rz¦du jest dodatnio/ujemnie okre±lona.

Problem dodatniej/ujemnej okre±lono±ci formy kwadratowej oczywi±cie
mo»na rozstrzygn¡¢ przy pomocy metody Lagrange'a diagonalizacji formy.
Rozpowszechnione jest jednak inne kryterium, które teraz podamy bez do-
wodu.

Tw. (kryterium dodatniej/ujemnej okre±lono±ci formy kwadratowej). Niech
q = {qij} b¦dzie macierz¡ formy kwadratowej Q. Utwórzmy ci¡g minorów:

∆1 = q11; ∆2 =

∣∣∣∣∣∣ q11 q12
q21 q22

∣∣∣∣∣∣ ; . . . , ∆n = det q.

Wtedy:

1. Je»eli ∆1 > 0,∆2 > 0, . . . ,∆n > 0, to forma jest dodatnio okre±lona.

2. Je»eli ∆1 < 0,∆2 > 0,∆3 < 0, . . . , i ogólnie dla ka»dego k ¬ n zacho-
dzi: sgn(∆k) = (−1)k, to forma jest ujemnie okre±lona.

Dow. . mo»na znale¹¢ np. w materiaªach K. Grabowskiej do Matematyki
II sprzed trzech lat, lub w wi¦kszo±ci ksi¡»ek po±wi¦conych algebrze liniowej.
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Tutaj te» to udowodnimy, ale nieco pó¹niej, gdy pojawi si¦ poj¦cie wek-
torów i warto±ci wªasnych.

Uwaga. Metoda (pozornie) nie dziaªa, gdy który± z minorów jest równy
zeru. Jednak wtedy forma nie jest ani dodatnio ani ujemnie okre±lona.

Ilustracja dla form, które byªy jako przykªady.
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