
1 Caªki krzywoliniowe

Dot¡d caªkowali±my po n− wymiarowych podzbiorach Rn � w praktyce, po
dwuwymiarowych podzbiorach R2 oraz trójwymiarowych podzbiorach R3.
Zapotrzebowanie ze strony �zyki, a tak»e matematyki stymulowaªo mody-
�kacj¦ i rozszerzenie dot¡d u»ywanych poj¦¢ tak, aby móc caªkowa¢ tak»e
po innych obiektach � po powierzchniach w Rn. Pozostaj¡c na razie na intu-
icyjnym poziomie (dokªadniejsze de�nicje podamy pó¹niej), b¦dziemy mieli
do czynienia z caªkowaniem po krzywych (zbiorach jednowymiarowych) w R2
lub R3, oraz powierzchniach dwuwymiarowych w R3. Zanim jednak przej-
dziemy do caªkowania, przypomnimy, rozszerzymy znane oraz podamy nowe
poj¦cia dotycz¡ce krzywych i powierzchni: wektorów stycznych i normalnych
oraz prostych i pªaszczyzn stycznych i normalnych.

1.1 Krzywe pªaskie � podstawy opisu

Def. Krzyw¡ pªask¡ nazywamy odwzorowanie γ : R 3 [a, b]→ R2 klasy C1.
Uwaga. Czasem t¦ posta¢ krzywej nazywamy krzyw¡ sparametryzowan¡.

(Inne postaci, które � by¢ mo»e � Czytelnik pami¦ta: y = f(x) � posta¢ nie-
uwikªana, nazywana te» czasem wykresow¡; F (x, y) = 0 � posta¢ uwikªana).

Cz¦sto trzeba krzyw¡ γ zapisa¢ w skªadowych:

γ(t) =

 x = x(t)
y = y(t)

Przykª. Okr¡g; elipsa; li±¢ Kartezjusza; cykloida.
Def. Wektorem stycznym

→
v do krzywej γ(t) nazywamy pochodn¡ od-

wzorowania γ:
→
v= γ̇(t) ≡ dγ(t)

dt
=
 ẋ(t)
ẏ(t)

 (1)

RYS. Interpretacja �zyczna: Je±li s(t) jest trajektori¡ punktu materialnego
w R3, to pochodna s(t) jest pr¦dko±ci¡ punktu.

Z wzoru (1 wida¢, »e dªugo±¢ wektora stycznego wynosi

|| →v || =
√
ẋ2 + ẏ2

�atwo znale¹¢ te» k¡ty, jakie tworzy styczny wektor z osiami ukªadu wspóª-
rz¦dnych: Oznaczaj¡c przez α k¡t tworzony przez

→
v z osi¡ x, za± przez β � z

osi¡ y, mamy

cosα =
ẋ√

ẋ2 + ẏ2
, cos β =

ẏ√
ẋ2 + ẏ2

,
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Tu pominiemy szereg interesuj¡cych wielko±ci geometrycznych takich jak pªaszczyzna normalna, krzywizna i skr¦cenie krzywej, trój±cian

Freneta.

1.2 Dªugo±¢ krzywej

Niech b¦dzie dana na pªaszczy¹nie krzywa γ pomi¦dzy punktami A i B,
zadana parametrycznie równaniami

x = x(t), y = y(t), gdzie a ¬ t ¬ b (2)

(mamy wi¦c γ(a) = A, γ(b) = B). RYS.
Podzielmy przedziaª [a, b] punktami: a = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b

na n dowolnych cz¦±ci. Oznaczmy przez δn ±rednic¦ podziaªu, tzn. najwi¦k-
sz¡ z ró»nic ∆ti = ti − ti−1 (i = 1, . . . , n). B¦dziemy rozpatrywa¢ takie
podziaªy, »e lim

n→∞δn = 0. Niech punktom podziaªu odcinka [a, b] odpowia-
daj¡ na krzywej punkty A ≡ A0 = γ(a), A1 = γ(t1), . . . , An = γ(b) ≡
B. �aman¡ AA1 . . . An−1B nazywamy ªaman¡ wpisan¡ w krzyw¡, a punkty
A,A1, . . . , An−1, B � jej wierzchoªkami. Oznaczmy przez dn dªugo±¢ ªamanej,
tzn. sum¦ dªugo±ci odcinków tworz¡cych t¦ ªaman¡

dn =
n∑
i=1
|Ai−1Ai| (3)

Def. Je±li istnieje granica lim
n→∞dn oraz je±li granica ta nie zale»y od po-

dziaªu, to krzyw¡ AB nazywamy krzyw¡ prostowaln¡, a granic¦ d = lim
n→∞dn

nazywamy dªugo±ci¡ krzywej γ.
Analogicznie de�niujemy dªugo±¢ krzywej przestrzennej, zadanej równa-

niami

x = x(t), y = y(t), , z = z(t), gdzie a ¬ t ¬ b (4)

Uwaga. Nie ka»da krzywa jest prostowalna; ale z takimi raczej si¦ w �zyce
nie spotkamy.

Def. Krzyw¡ sparametryzowan¡ (2) czy (4) nazywamy ªukiem zwykªym

(lub ªukiem Jordana), je±li nie ma punktów wielokrotnych, tzn je±li ró»nym
warto±ciom parametru t odpowiadaj¡ ró»ne punkty na krzywej. RYS.

Def. �uk zwykªy nazywamy regularnym, je±li funkcje x(t), y(t), z(t) wy-
st¦puj¡ce w (2) b¡d¹ (4) maj¡ ci¡gªe pochodne i speªniaj¡ x′2 + y′2 > 0
(d = 2), b¡d¹ x′2 + y′2 + z′2 > 0 (d = 3)

Def. Krzyw¡ sparametryzowan¡ (2) czy (4) nazywamy krzyw¡ regularn¡,
je±li daje si¦ podzieli¢ na sko«czon¡ ilo±¢ cz¦±ci b¦d¡cych ªukami regularnymi.
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Uwaga. Mo»e si¦ zdarzy¢, »e krzywa nieregularna nie ma w jakich± punk-
tach stycznej; ma jednak styczn¡ lewo- i prawostronn¡.

Wyka»emy teraz, »e
Tw. Je»eli krzywa 2) jest ªukiem regularnym, to jest prostowalna i jej

dªugo±¢ d wyra»a si¦ wzorem

d =
∫ b
a

√
x′2 + y′2dt (5)

Dow. (Zasadniczo polega na zsumowaniu dªugo±ci kawaªeczków ªamanej, ko-
rzystaj¡c z tw. Pitagorasa RYS. i nast¦pnie uzasadnieniu »e przy przechodzeniu
do coraz drobniejszych podziaªów, dªugo±¢ d¡»y do (5).

Dªugo±¢ ªamanej jest równa

dn =
n∑
i=1

√
(xi − xi−1)2 + (yi − yi−1)2

gdzie xi = x(ti), yi = y(ti). Z twierdzenia o warto±ci ±redniej dla funkcji
jednej zmiennej (sem. I) mamy

xi − xi−1 = x′(θi)∆ti, yi − yi−1 = y′(θ̃i)∆ti

gdzie θi oraz θ̃i nale»¡ do przedziaªu ti−1, ti], tak wi¦c

dn =
n∑
i=1

√
[x′(θi)]2 + [y′(θ̃i)]2∆ti.

Zast¡pmy w powy»szej sumie θ̃i przez θi. Otrzymamy naówczas sum¦ przy-
bli»on¡ dla caªki (5):

σn =
n∑
i=1

√
[x′(θi)]2 + [y′(θi)]2∆ti;

gdy n → ∞, to δn → 0 oraz σn → d. Do tej samej granicy d¡»y te» ci¡g
{dn} , gdy» sumy dn i Sn ró»ni¡ si¦ dowolnie maªo, gdy ±rednica δn jest
dostatecznie maªa; jest tak, gdy» pochodna y′(t) jest jednostajnie ci¡gªa w
przedziale [a, b]. Wobec tego, dªugo±¢ ªamanej dn d¡»y do caªki (5).

CBDO

Gdy krzywa (2) jest krzyw¡ regularn¡, to powy»sze twierdzenie i wzór (5)
pozostaj¡ prawdziwe, gdy» dan¡ krzyw¡ mo»na podzieli¢ na sko«czon¡ ilo±¢
ªuków regularnych.

Wniosek. Krzywa y = f(x), gdzie x ∈ [a, b] oraz funkcja f jest klasy C1

na [a, b], jest prostowalna i jej dªugo±¢ wynosi

d =
∫ b
a

√
1 + [f ′(x)]2 (6)
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Dow.Wynika to natychmiast z powy»szego twierdzenia, bowiem krzyw¡ y =
f(x) mo»na przedstawi¢ równaniami parametrycznymi x = t, y = f(t), gdzie
t ∈ [a, b].

CBDO

Tw. Je»eli krzywa w trzech wymiarach: (4) jest regularna, to jej dªugo±¢
wyra»a si¦ wzorem

d =
∫ b
a

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2 + [z′(t)]2dt (7)

Dow. jest analogiczny jak w przypadku krzywych pªaskich.
CBDO

Przykª. Dªugo±¢ cykloidy; dª. ªuku elipsy.

1.3 Caªki krzywoliniowe nieskierowane

Niech krzywa γ, zadana równaniem (2), b¦dzie ªukiem regularnym; tak wi¦c
� jak to zobaczyli±my przed chwil¡ � ma okre±lon¡ dªugo±¢ d. Na krzywej γ
niech b¦dzie okre±lona funkcja f(x, y). Podzielmy przedziaª [a, b] punktami
a = t0 < t1 < · · · < tn = b na n cz¦±ci. O tym podziale zakªadamy (jak
zwykle), »e jego ±rednica δn d¡»y do 0, gdy n → ∞. Oznaczmy przez ∆s1,
∆s2, . . . ,∆sn dªugo±ci ªuków cz¦±ciowych, tzn.

∆si =
∫ ti
ti−1

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt (i = 1, 2, . . . , n), (8)

a przez f(Ai) � warto±¢ funkcji f(x, y) w dowolnym punkcie Ai = (xi, yi)
ªuku ∆si. Utwórzmy teraz sum¦:

κn =
n∑
i=1

f(Ai)∆si. (9)

Def. Je»eli istnieje lim
n→∞κn, przy czym granica ta nie zale»y od wyboru punk-

tów podziaªu ti oraz punktów Ai na ªukach ∆si, to granic¦ t¦ oznaczamy
jako ∫

γ
f(x, y)ds (10)

i nazywamy caªk¡ krzywoliniow¡ nieskierowan¡ funkcji f(x, y) po krzywej γ.
Wyka»emy, »e:
Tw. Je»eli funkcja f(x, y) jest ci¡gªa na krzywej γ, to caªka (10) istnieje

i jest równa zwykªej caªce z funkcji jednej zmiennej∫ b
a
f(x(t), y(t))

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt. (11)
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Dow. W sumie (9) niech punkt Ai ma wspóªrz¦dne x(θi), y(θi), gdzie θi ∈
[ti−1, ti]. Oznaczaj¡c ∆ti = ti − ti−1 mo»emy, wykorzystuj¡c tw. o warto±ci
±redniej, wyrazi¢ caªk¦ (8) wzorem

∆si =
√

[x′(ui)]2 + [y′(ui)]2∆ti, ui ∈ [ti−1, ti],

wi¦c

κn =
n∑
i=1

f(x(θi), y(θi))
√

[x′(ui)]2 + [y′(ui)]2∆ti.

Gdy n jest dostatecznie du»e, to suma ta ró»ni si¦ dowolnie maªo od sum
wypunktowanych dla caªki (11); tak wi¦c sumy (9) d¡»¡ do caªki (11.

CBDO

Przykª.

1. Dªugo±¢ ªuku krzywej dana jest przez caªk¦ (11), gdy f(x, y) ≡ 1.

2. Masa ªuku o ci¡gªym rozkªadzie g¦sto±ci

3. Potencjaª pochodz¡cy od rozkªadu ªadunku na krzywej

1.4 Caªki krzywoliniowe skierowane

1.4.1 De�nicja

Rozwa»my krzyw¡ γ dan¡ przez (2); niech na tej krzywej b¦d¡ okre±lone dwie
funkcje P (x, y) iQ(x, y). Jak uprzednio, podzielmy przedziaª [a, b] punktami:
a = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b na n dowolnych cz¦±ci. Oznaczmy
przez δn ±rednic¦ podziaªu, tzn. najwi¦ksz¡ z ró»nic ∆ti = ti − ti−1 (i =
1, . . . , n). B¦dziemy rozpatrywa¢ takie podziaªy, »e lim

n→∞δn = 0. W ka»dym z
przedziaªów [ti−1, ti] wybierzmy dowolny punkt θi. Utwórzmy sum¦:

sn =
n∑
i=1

[P (x(θi), y(θi))(x(ti)− x(ti−1)) +Q(x(θi), y(θi))(y(ti)− y(ti−1))]

(12)
RYS. Niech teraz n→∞. (Mamy wtedy δn → 0).

Def. Je±li dla n→∞ sumy w (12) d¡»¡ do granicy niezale»nej od wyboru
punktów ti oraz θi, to granic¦ t¦ oznaczamy przez∫

γ
Pdx+Qdy ≡

∫
γ
P (x, y)dx+Q(x, y)dy (13)

i nazywamy caªk¡ krzywoliniow¡1 z jednoformy Pdx+Qdy po krzywej γ.

1W j¦z. niemieckim nazywa si¦ ona Kurvenintegral
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Analogicznie, je±li mamy krzyw¡ γ w trzech wymiarach, dan¡ przez (4),
oraz trzy funkcje: P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) okre±lone na krzywej γ, to
de�niujemy caªk¦ krzywoliniow¡∫

γ
Pdx+Qdy +Rdz ≡

∫
γ
P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz (14)

Takie caªki z jednoform pojawiaj¡ si¦ w sposób naturalny w ró»nych proble-
mach z �zyki (i matematyki).

1.4.2 Zamiana caªki krzywoliniowej na caªk¦ zwykª¡

Caªk¦ krzywoliniow¡ skierowan¡ mo»na zamieni¢ na caªk¦ zwykª¡ w nast¦-
puj¡cy sposób.

Tw. Niech P (x, y) b¦dzie funkcj¡ci¡gª¡ na krzywej γ danej równaniem

y = y(x), dlaa ¬ x ¬ .b.

Wówczas pierwsza z caªek (13) istnieje i jest równa caªce zwykªej∫
γ
P (x, y)dx =

∫ b
a
P (x, y(x))dx. (15)

Dow.W takiej sytuacji suma (12) de�niuj¡ca caªk¦ (13) sprowadza si¦ do su-
my∑n
i=1 P (ξi, y(ξi))(xi − xi−1), gdzie a = x0 < x1 < x2 · · · < xn = b oraz

xi−1 ¬ ξi < xi, tak wi¦c suma (12) jest sum¡ przybli»on¡ dla caªki po prawej
stronie równo±ci (15); caªka ta za± istnieje, bo funkcja podcaªkowa jest ci¡gªa.

CBDO

Tw. Je»eli funkcje P (x, y) i Q(x, y) s¡ ci¡gªe na ªuku regularnym γ , to
caªka (13) istnieje i jest równa caªce oznaczonej∫

γ
Pdx+Qdy =

∫ b
a

[P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t)]dt. (16)

Dow. Sum¦ przybli»on¡ (12) mo»na zapisa¢ w postaci

sn =
n∑
i=1

[P (x(θi), y(θ(i)]x′(ui) +Q(x(θi), y(θ(i)]y′(vi)]∆ti,

gdzie ∆ti = ti − ti−1, za± ui, vi s¡ punktami przedziaªu [ti−1, ti],� do ró»nic
x(ti)−x(ti−1), y(ti)−y(ti−s) mo»na zastosowa¢ tw. o warto±ci ±redniej. Caªka
po prawej stronie równo±ci (16) istnieje (bo funkcja podcaªkowa jest ci¡gªa)
i jest granic¡ ci¡gu sum wypunktowanych {σn}, gdzie

σn =
n∑
i=1

[P (x(θi), y(θ(i)]x′(θi) +Q(x(θi), y(θ(i)]y′(θi)]∆ti,
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Dalej: Ró»nice |x′(θi) − x′(ui)| oraz |y′(θi) − y′(vi) s¡ dowolnie maªe przy
dostatecznie du»ym n, co wynika z jednostajnej ci¡gªo±ci pochodnych x′(t),
y′(t). A st¡d wynika, »e umy sn i σn ró»ni¡ si¦ dowolnie maªo przy dosta-
tecznie du»ych n,

1.4.3 Kanoniczny przykªad skierowanej caªki krzywoliniowej: Praca w polu

siª.

Zaªó»my, »e mamy w przestrzeni pole wektorowe siª: ~F = (Fx, Fy, Fz). Zaªó»-
my, »e przesuwamy w polu siª po krzywej γ punkt materialny. Przesuwamy
od p. A do p. B, co odpowiada zmianie parametru t od tA ≡ a do tB ≡ b Na-
ówczas praca wykonana jest równa:W =

∫ b
a
~F ·d~s, co mo»na te» zapisa¢ jako:

W =
∫ b
a
~F ·~v 1||~v||dl, gdzie ~v jest wektorem stycznym do γ. W tej ostatniej po-

staci wyra»enie podcaªkowe to: 1||~v||(Fxvx +Fyvy +Fzvz). We»my jaki± wyraz

z tej sumy, np. Fxvx; mamy: Fxdx = Fx
dx
dl dl = Fx

x′(t)√
[x′(t)]2+[y′(t)]2+[z′(t)]2

dl =

Fx cos(x, v)dl, (co mo»na symbolicznie zapisa¢ jako dx = cos(x, v)dl). Tak
wi¦c Fxvxdl = Fxdx, i razem: W =

∫ b
a Fxdx + Fydy + Fzdz, czyli praca jest

dokªadnie caªk¡ postaci (14).
Mo»e si¦ pojawi¢ pytanie: Skoro caªk¦ (14) mo»na zapisa¢ w postaci (11),

to mo»e te caªki s¡ tym samym? Otó», jako poj¦cia � nie s¡ tym samym:
Okazuje si¦, »e caªka nieskierowana (11) nie zale»y od kierunku, w jakim
przebiegamy krzyw¡ γ, natomiast caªka skierowana (14) zmienia znak, gdy
zmieni si¦ kierunek przebiegu krzywej.

Przykª.
Moraª. Caªki nieskierowane zachowuj¡ si¦ jak dªugo±¢ krzywej � nie za-

le»y ona od tego, czy liczy si¦ j¡ od pocz¡tku do ko«ca, czy od ko«ca do
pocz¡tku. Z prac¡ jest inaczej: Gdy wnosimy ci¦»ar na gór¦, to wykonujemy
prac¦ dodatni¡, a gdy znosimy go na dóª � to prac¦ ujemn¡.

1.5 Twierdzenie Greena na pªaszczy¹nie

1.5.1 Krzywe zamkni¦te. Obszary jedno- i wielospójne. Orientacja brzegu

Def. Krzyw¡ sparametryzowan¡ (2) lub (4) nazywamy zamkni¦t¡, je±li jej
pocz¡tek pokrywa si¦ z ko«cem. Je±li ponadto punkty krzywej znajduj¡ si¦
we wzajemnie jednoznacznej odpowiednio±ci z punktami odcinka parametry-
zuj¡cego krzyw¡, to mówimy, »e taka krzywa nazywa si¦ krzyw¡ Jordana.

Tw. Krzywa Jordana na pªaszczy¹nie dzieli pªaszczyzn¦ na dwa obszary:
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jeden jest ograniczony (nazywa si¦ go wn¦trzem krzywej), a drugi � nieogra-
niczony � jest zewn¦trzem krzywej.

(bez dowodu. Twierdzenie wydaje si¦ oczywiste, ale dowód nie jest trywialny!)
Def. Obszar pªaski ograniczony jedn¡ krzyw¡ Jordana nazywamy jedno-

spójnym, obszar za± ograniczony n nie przecinaj¡cymi si¦ krzywymi Jordana
nazywamy n−spójnym. RYS.

Oka»e si¦ po»yteczne pewne uogólnienie powy»szego poj¦cia: Za obszary
jedno/ wielospójne b¦dziemy te» uwa»a¢ takie, dla których pewne krzywe
brzegowe redukuj¡ si¦ do ªuków zwykªych lub punktów.

Def. Niech D b¦dzie obszarem pªaskim ograniczonym jedn¡ lub kilkoma
krzywymi Jordana. Mówimy, »e brzeg D (ozn. ∂D) jest zorientowany dodat-

nio (wzgl¦dem obszaru D), je±li w czasie obiegu po krzywej ∂D w danym
kierunku (jednym z dwu mo»liwych) mamy obszar D po lewej stronie. RYS.

1.6 Twierdzenie Greena

Rozwa»my caªk¦ (13) po krzywej zamkni¦tej. Okazuje si¦, »e mo»na j¡ za-
mieni¢ na mocy nast¦puj¡cego twierdzenia Greena:

Tw. (Greena). Je»eli funkcje P (x, y) iQ(x, y) s¡ ci¡gªe wraz z pochodnymi
Py oraz Qx wewn¡trz i na brzegu obszaru normalnego D, przy czym brzeg
∂D obszaru D jest zorientowany dodatnio, to zachodzi równo±¢:∫

γ
P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫ ∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy (17)

Dow. Je±li poka»emy, »e∫ ∫
D

∂P

∂y
dxdy = −

∫
γ
P (x, y)dx,

∫ ∫
D

∂Q

∂x
dxdy =

∫
γ
Q(x, y)dy, (18)

to twierdzenie b¦dzie udowodnione, bo dodaj¡c powy»sze równo±ci stronami,
dostaniemy (17).

Obszar D, jako normalny wzgl¦dem osi x, da si¦ zde�niowa¢ przez nie-
równo±ci:

D : a ¬ x ¬ b, y1(x) ¬ y ¬ y2(x),

gdzie funkcja y = y1(x) de�niuje pewien ªuk AMB, funkcja y = y2(x) de�-
niuje pewien ªuk ANB oraz ∂D = AMB ∪ BNA (RYS.; pisz¡c kolejno±¢
literek w de�nicji ªuku, zde�niowali±my tym samym orientacj¦ ∂D). Zamie-
niaj¡c caªk¦ podwójn¡ na iterowan¡ i uwzgl¦dniaj¡c (15), otrzymamy∫ ∫

D

∂P

∂y
dxdy =

∫ b
a
dx

∫ y2(x)
y1(x)

∂P

∂y
dy
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=
∫ b
a

[P (x, y2(x))− P (x, y1(x))]dx =
∫
ANB

P (x, y)dx−
∫
AMB

P (x, y)dx

= −
∫
AMB

P (x, y)dx−
∫
BNA

P (x, y)dx = −
∫
γ
P (x, y)dx.

Dla drugiej caªki dowód jest analogiczny: Obszar D mo»na okre±li¢ nierów-
no±ciami:

c ¬ y ¬ d, x1(y) ¬ x ¬ x2(y),

gdzie funkcja x = x1(y) de�niuje ªuk MAN , za± x = x2(y) � ªuk MBN
RYS.; tak wi¦c ∫ ∫

D

∂Q

∂x
dxdy =

∫ d
c
dy

∫ x2(y)
x1(y)

∂Q

∂x
dx

=
∫ d
c

[Q(x2(y), y)−Q(x1(y), y)]dy =
∫
MBN

Q(x, y)dy −
∫
MAN

Q(x, y)dy

=
∫
MBN

Q(x, y)dy +
∫
NAM

Q(x, y)dy =
∫
γ
Q(x, y)dy.

CBDO

Obszary wielospójne

1.7 Niezale»no±¢ caªki krzywoliniowej od drogi caªkowania

We¹my dwa punkty A i B na pªaszczy¹nie. Rozpatrzmy caªk¦ krzywoliniow¡
skierowan¡

IAB =
∫
γ
Pdx+Qdy ≡

B∫
∼
A

Pdx+Qdy (19)

po krzywej γ. (W wyra»eniu ko«cowym jawniej zaznaczyli±my, »e droga caª-
kowania jest skierowana od A do B; symbol

∫∼ jest niestandardowy i zostaª
przyj¦ty na u»ytek niniejszego podrozdziaªu). Caªka ta na ogóª zale»y od
krzywej γ, po której si¦ caªkuje. Czasem jednak okazuje si¦, »e IAB skiero-
wana nie zale»y od drogi caªkowania. (Jako przykªad: By¢ mo»e Czytelnik
miaª do czynienia w �zyce z sytuacj¡ pracy w polu tzw. siª potencjalnych):
Je±li pole siª jest potencjalne, to praca nie zale»y od drogi, a jedynie od
punktu pocz¡tkowego i ko«cowego). Poni»sze twierdzenie mówi, kiedy caªka
krzywoliniowa nie zale»y od drogi caªkowania.

Tw. Niech funkcje P (x, y) i Q(x, y) b¦d¡ ci¡gªe wraz z pochodnymi Py
oraz Qx w obszarze jednospójnym D. Rozwa»my caªk¦ (19) po krzywej γ
zawartej w D. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby caªka (19)
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nie zale»aªa od drogi caªkowania γ jest, aby w caªym obszarze D speªniony
byª warunek

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
. (20)

Dow. • Warunek (20) jest konieczny: Zaªó»my, »e caªka (19) nie zale»y
od drogi. Niech punkt A b¦dzie ustalony, a zmieniajmy punkt B ≡ (xB, yB).
Wówczas caªka (19) b¦dzie pewn¡ funkcj¡ wspóªrz¦dnych xB, yB punktu B;
oznaczmy t¦ funkcj¦ jako F (xB, yB):

F (xB, yB) =
B∫
∼
A

Pdx+Qdy =
(xB ,yB)∫
∼
A

Pdx+Qdy (21)

Niech C = (xB + h, yB) b¦dzie punktem obszaru D. RYS. Wówczas

F (xB + h, yB) =
B∫
∼
A

+
C∫
∼
B

= F (xB, yB) +
(xB+h,yB)∫
∼

(xB ,yB)

Pdx+Qdy (22)

Gdy h jest dostatecznie maªe, odcinek BC nale»y do obszaru D; mo»na wi¦c
caªkowa¢ po nim. BC jest poziomy, tzn. na nim wspóªrz¦dna y jest staªa,
wi¦c ostatnia caªka redukuje si¦ do zwykªej caªki

∫
P xB+h
xB
dx, a ona, w my±l

tw. o warto±ci ±redniej dla caªek gdzie± z pocz¡tku drugiego semestru redukuje
si¦ do P (xB + θh, yB) · h dla pewnego 0 < θ < 1; st¡d mamy

F (xB + h, yB)− F (xB, yB)
h

= P (xB + θh, yB), gdzie 0 < θ < 1.

Wynika st¡d, »e Fx = P , gdy h→ 0. Argumentuj¡c analogicznie otrzymuje-
my bli¹niacz¡ równo±¢ Fy = Q. Zatem funkcja F okre±lona przez (21) ma w
obszarze D obie pochodne cz¡stkowe, wyra»one wzorami

Fx = P (x, y), Fy = Q(x, y). (23)

Ró»niczkuj¡c te równo±ci, otrzymamy Fyx = Py, Fxy = Qx; a »e drugie
pochodne mieszane s¡ równe, to wynika st¡d równo±¢ (20).
• • Teraz w drug¡ stron¦: Niech funkcje P oraz Q speªniaj¡ warunek (20).

Poª¡czmy punkty A i B dwiema krzywymi K1 = AMB oraz K2 = ANB
(rys.). Rozpatrzmy caªk¦ po krzywej zamkni¦tej AMBNA. Z tw. Greena,
caªka po krzywej jest równa caªce powierzchniowej, a ta jest rówa zeru. To
znaczy, »e

∫
K1 =

∫
K2.

Mo»e si¦ zdarzy¢ sytuacja, gdy krzywaK2 przecina si¦ z krzyw¡K1 (rys.).
Wtedy tw. Greena stosujemy do kilku obszarów, ograniczanych przez przeci¦-
cia odpowiednich segmentów krzywych, i otrzymujemy ten wniosek co wy»ej.
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CBDO

Uwaga. Konieczno±¢ zaªo»enia o jednospójno±ci obszaru D

1.8 Sytuacja w 3 wymiarach

W tym: • Analogony warunków na niezale»no±¢ caªki krzywoliniowej w 3d

od drogi caªkowania; Aby dla 1-formy
1
ω= Pdx + Qdy + Rdz caªka byªa

niezale»na od drogi, musz¡ by¢ speªnione warunki

∂R

∂y
=
∂Q

∂z
,

∂P

∂z
=
∂R

∂x
,

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
(24)

Bo: (implikacja: Caªka jest niezale»na od drogi =⇒ speªnione s¡ warun-
ki (24): Pokazujemy analogicznie jak poprzednio istnienie funkcji F (x, y, z)
speªniaj¡cej warunki: Fx = P ; Fy = Q; Fz = R. Warunek równo±ci drugich
pochodnych mieszanych (mamy ich tutaj trzy) implikuje warunki (24); np.
Fxy = Py = Fyx = Qx itd.

Implikacja w drug¡ stron¦ pojawi si¦ niedªugo � jako jedna z konsekwencji
tw. Stokesa (analogon 3d tw. Greena).
• Co to jest rotacja pola wekt.; • oraz »e warunek na pochodne skªadowych

oznacza bezrotacyjno±¢ pola; na razie nie ma nic o interpretacji rotacji �
b¦dzie to przy caªkach powierzchniowych

1.9 Caªka z ró»niczki zupeªnej � potencjaª

Niech funkcje P (x, y) i Q(x, y) speªniaj¡ w obszarze jednospójnym D za-
ªo»enia jak poprzednio (tzn. b¦d¡ w D ci¡gªe wraz z pochodnymi Py oraz
Qx).

Def. Mówimy, »e okre±lone na D wyra»enie:

1
ω= Pdx+Qdy (25)

(zwane jedno-form¡) jest ró»niczk¡ zupeªn¡, je±li w obszarze D istnieje funk-
cja F (x, y) taka, »e dF = Pdx+Qdy (tzn. Fx = P , Fy = Q). Funkcj¦ tak¡

nazywamy naówczas funkcj¡ pierwotn¡ dla 1-formy
1
ω (25).

Zachodzi
Tw. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by 1-forma (25) byªa

ró»niczk¡ zupeªn¡ w obszarze D, jest, aby w caªym obszarze D zachodziªa
równo±¢

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
. (26)
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Dow. Powy»szy warunek jest konieczny, gdy» je±li zachodzi równo±¢: dF =
Pdx + Qdy, to znaczy to, »e Fx = P , Fy = Q, sk¡d Qx = Fxy = Fyx = Py.
I na odwrót: Je±li speªniony jest warunek (26), to funkcja F okre±lona przez
caªk¦ (21) ma pochodne cz¡stkowe wyra»one wzorami (23), co jest innym
zapisem tego, »e dF = Pdx+Qdy.

CBDO

Uwaga. Je»eli F (x, y) jest funkcj¡ pierwotn¡ dla 1-formy Pdx + Qdy, to
funkcj¡ pierwotn¡ jest te» funkcja ró»ni¡ca si¦ o staª¡: F (x, y) +C. Jest te»
na odwrót: Dwie funkcje pierwotne F i F̃ dla 1-formy Pdx+Qdy ró»ni¡ si¦
co najwy»ej o staª¡, tak wi¦c F̃ = F + C.

Przykª. We¹my P = 3x2 + y2, Q = 2xy − y; speªniaj¡ one warunek (26).
Poszukajmy dla 1-formy Pdx+Qdy funkcji pierwotnej.

Odp: F = x3 + xy2 − 12y
2 + C.

Jak jest w trzech wymiarach? Pokazujemy analogicznie jak powy»ej, »e:
Aby 1-forma Pdx+Qdy+Rdz byªa ró»niczk¡ zupeªn¡, musz¡ by¢ speªnione
równo±ci (24).

Uwaga terminologiczna. Kilka stron wcze±niej pokazywali±my, »e caªka
z 1-formy Fxdx + Fydy + Fzdz to to samo, co caªka

∫
γ
~F · ~ds; moz«a wi¦c

1-form¦ Fxdx+ Fydy + Fzdz ≡
1
ω ~F uto»samia¢ z wektorem ~F = (Fx, Fy, Fz).

Je±li s¡ speªnione warunki, b¦d¡ce przepisaniem warunków (24) dla powy»-
szej postaci 1-formy: Fx,y = Fy,x; Fx,z = Fz,x; Fy,z = Fz,y oznaczaj¡ce, »e

pole ~F ma znikaj¡c¡ rotacj¦, to 1-forma ma funkcj¦ pierwotn¡; oznaczmy j¡
jako Φ i nazwijmy potencjaªem. Zespóª pochodnych cz¡stkowych funkcji Φ,
czyli (Φx,Φy,Φz), czyli gradient funkcji Φ, to wªa±nie wektor ~F . Mamy wi¦c:
Aby pole wektorowe byªo potencjalne, jego rotacja musi by¢ równa zeru. Czy
Czytelnicy pami¦taj¡ ten warunek z elektrostatyki?

2 Caªki powierzchniowe

2.1 Opis powierzchni: wykresowy, parametryczny,uwikªany

Czytelnik zapewne ma jak¡± intuicj¦ na temat co to jest powierzchnia � zbiór
dwuwymiarowy. Powierzchnie mo»na zadawa¢ na ró»ne sposoby; najpopular-
niejsze z nich to:

1. Sposób najprostszy � zadawanie powierzchni jako wykresu:

Def. NiechD b¦dzie otwartym podzbiorem R2 oraz niech f b¦dzie funk-
cj¡ okre±lon¡ na D. Zbiór punktów S ∈ R3 : S = {x, y, f(x, y)}, gdzie
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(x, y) ∈ D, nazywamy powierzchni¡ (zanurzon¡ w R3), zadan¡ jako wy-
kres funkcji f . O funkcji f zakªadamy, »e jest klasy C1 (tzn. istniej¡
pochodne cz¡stkowe f i s¡ one ci¡gªe).

2. Posta¢ uwikªana. Zdarza si¦ cz¦sto, »e powierzchnia jest przedstawiona
równaniem postaci

F (x, y, z) = 0. (27)

We¹my jaki± punkt p0 = (x0, y0, z0), speªniaj¡cy równanie (27). Zaªó»-
my, »e cho¢ jedna z pochodnych cz¡stkowych Fx(p0), Fy(p0), Fz(p0) jest
ró»na od zera; taki punkt p0 nazywamy nieosobliwym. Niech zachodzi
np. Fz(p0) 6= 0. Wówczas z twierdzenia o funkcji uwikªanej wynika, »e w
pewnym otoczeniu p0 równanie (27) okre±la z jako jednoznaczn¡ funkcj¦
z = f(x, y), ci¡gª¡ i ró»niczkowaln¡ wzgl¦dem obu argumentów.

Mo»na zada¢ pytanie: Co si¦ dzieje, gdy wszystkie pochodne cz¡stkowe
F znikaj¡ w jakim± punkcie? Dzia¢ mog¡ si¦ ró»ne rzeczy: Mo»e tam
by¢ punkt samoprzeci¦cia, mo»e by¢ niegªadko±¢, mo»e tam wreszcie
wszystko by¢ dobrze.

3. Posta¢ parametryczna. Okre±lenie poªo»enia punktu p = (x, y, z) na
powierzchni wymaga dwóch parametrów; nazwijmy je u, v. Przypu±¢my,
»e dane s¡ równania

p ≡ p(u, v) =


x = φ(u, v)
y = ψ(u, v)
z = χ(u, v)

(28)

zaªó»my ponadto, »e macierz pochodnych cz¡stkowych

Dp =


φu φv
ψu ψv
χu χv

 (29)

jest nieosobliwa, tzn. w jakim± punkcie (u0, v0) przynajmniej jeden z
podwyznaczników tej macierzy jest ró»ny od zera. Niech zachodzi np.∣∣∣∣∣∣ φu φv

ψu ψv

∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Napiszmy teraz dwa pierwsze równania spo±ród (28) jako

φ(u, v)− x = 0; ψ(u, v)− y = 0

13



Z tw. o funkcji uwikªanej wynika teraz, »e w otoczeniu punktu (u0, v0)
mo»na wyznaczy¢ u, v jako jednoznaczne funkcje x, y:

u = g(x, y); v = h(x, y).

Podstawiaj¡c tak wyznaczone u i v do trzeciego z równa« (28) otrzy-
mujemy zwykªe (wykresowe) przedstawienie powierzchni:

z = χ(g(x, y), h(x, y)) ≡ f(x, y);

funkcja f jest przy tym ci¡gªa i ró»niczkowalna.

Moraª: W otoczeniu punktu nieosobliwego, wszystkie trzy przedstawie-
nia: 'wykresowe', 'uwikªane' i 'parametryczne' s¡ równowa»ne.

Przykª.

1. Sfera. Najcz¦±ciej mamy do czynienia z równaniem uwikªanym: F (x, y, z) =
x2 + y2 + z2 − R2 = 0, gdzie R � promie« sfery. Pochodna F jest:
[2x, 2y, 2z] i nigdzie na sferze nie mog¡ by¢ równe zeru jednocze±nie
wszystkie trzy pochodne cz¡stkowe. Tak wi¦c sfera jest powierzchni¡.

�atwo przej±¢ do postaci wykresowej: z = ±
√
R2 − x2 − y2; ka»dy z

tych opisów jest dobry dla górnej lub dolnej poªówki sfery. A co z równi-
kiem? Na równiku Fz = 0; pokazuje to, »e co± zªego dzieje si¦ na równiku
� w otoczeniu »adnego punktu z równika z nie mo»e by¢ wyra»one jako
funkcja x, y. Ale ªatwo temu zaradzi¢, wyra»aj¡c np. x jako funkcj¦ y
oraz z; wtedy prawie caªy równik b¦dzie podpadaª pod jedn¡ lub drug¡
gaª¡¹ funkcji x = ±

√
R2 − x2 − y2.

Jeszcze przedstawienie parametryczne:

x = R sin θ cosφ; y = R sin θ sinφ; z = R cos θ.

2. Sto»ek. Zadany jest on przez równanie: F (x, y, z) = x2 + y2 − z2 = 0.
F jest: [2x, 2y,−2z]; wszystkie trzy pochodne s¡ równe zeru w punkcie
(0, 0, 0); sprawia to, »e sto»ek nie jest powierzchni¡, natomiast stanie
si¦ ni¡, gdy wyrzucimy ze« punkt (0, 0, 0).

�atwo przej±¢ do 'wykresowej' postaci sto»ka: z = ±
√
x2 + y2.

3. Dwie hiperboloidy: jednopowªokowa i dwupowªokowa. Jak s¡ usytuowa-
ne wzgl¦dem sto»ka, który mo»na uwa»a¢ za ich przypadek graniczny.
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4. Helikoida. Jest to powierzchnia zadana parametrycznie: x = r cosφ,
y = r sinφ, z = aφ, gdzie r ­ 0, φ ­ 0 oraz a > 0. Macierz Jacobiego
jest: 

cosφ −r sinφ
sinφ r cosφ

0 a



2.2 Powierzchnie � wektory styczne, pªaszczyzna styczna

Przypomnijmy sobie, jak byª de�niowany wektor styczny v do krzywej γ w
R3:

γ : R ⊃ [a, b] 3 t→ γ(t) =


γ1(t)
γ2(t)
γ3(t)

 , v(t) = γ′(t) =


γ′1(t)
γ′2(t)
γ′3(t)

 . (30)

Zaªó»my teraz, »e mamy powierzchni¦ zadan¡ parametrycznie przez (28).
Rozpatrzmy dwa wektory tu, tv, b¦d¡cymi dwiema skªadowymi (kolumno-
wymi) macierzy Jacobiego odwzorowania p, tzn. s¡ one zde�niowane jako:

tu =


φu
ψu
χu

 , tv =


φv
ψv
χv

 (31)

Rozpinaj¡ one pªaszczyzn¦ styczn¡ do powierzchni. Wektor N prostopadªy
do pªaszczyzny stycznej jest proporcjonalny do iloczynu wektorowego tu, tv:

N = tu × tv

(przyda si¦ to nam za chwil¦).

2.3 Caªki powierzchniowe nieskierowane tzn. caªki skalarne

2.3.1 Pole powierzchni

2.3.2 Caªka pow. nieskierowana

Niech F (x, y, z) b¦dzie funkcj¡ okre±lon¡ na pªacie powierzchniowym regu-

larnym S, zadanym jako wykres:

z = f(x, y), gdzie (x, y) ∈ D. (32)

Podzielmy obszar D na n prostok¡tów, zadaj¡c tym samym podziaª πn =
{∆D1,∆D2, . . . ,∆Dn}. Przez δn oznaczmy ±rednic¦ podziaªu πn, tzn. dª.
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najdªu»szego boku spo±ród wszystkich prostok¡tów. Oznaczmy przez ∆S1,
∆S2, . . . , ∆Sn cz¦±ci pªata S odpowiadaj¡ce podziaªowi (tzn. b¦d¡ce wykre-
sami f nad obszarami ∆Di); pole powierzchni ∆Si oznaczymy |∆Si|. Przez
Ai oznaczmy dowolny punkt pªata ∆Si (tzn. Ai = (xi, yi, f(xi, yi)), gdzie
(xi, yi) ∈ Di). Utwórzmy sum¦

σn =
n∑
i=1

F (Ai)|∆Si| (33)

We¹my teraz jaki± ci¡g podziaªów {πn}, n ∈ N. O tym ci¡gu zakªadamy, »e
±rednica n−tego podziaªu d¡»y 0, gdy n→∞.

Def. Je»eli istnieje lim
n→∞σ i granica ta nie zale»y od wyboru ci¡gu podzia-

ªów ani od wyboru wypunktowania, to granic¦ t¦ oznaczamy przez∫ ∫
S

F (x, y, z)d2S (34)

i nazywamy caªk¡ powierzchniow¡ nieskierowan¡ funkcji F po pªacie S.
Podobnie jak dla caªek krzywoliniowych nieskierowanych dowodzi si¦ na-

st¦puj¡cego faktu i wzorów:
Tw. Je»eli funkcja F jest ci¡gªa na pªacie S, to caªka (35) istnieje i wyra»a

si¦ wzorem:∫ ∫
S

F (x, y, z)d2S =
∫ ∫
D

F (x, y, f(x, y))
√

1 + f 2x + f 2y dxdy (35)

w przypadku, gdy S jest zadana jako wykres z = f(x, y).
Szkic uzupeªnienia dowodu. Wi¦kszo±¢ rzeczy w dowodzie 'idzie' jak

w przypadku jednowymiarowym; uzasadnienia jednak»e wymaga wyra»e-
nie na 'pole powierzchni' d2S. Niech ~vx, ~vy b¦d¡ wektorami stycznymi do
powierzchni S RYS. Wektory te s¡ proporcjonalne do: ~vx ≈ [1, 0, fx]∆x,
~vy ≈ [0, 1, fy]∆y. Pole powierzchni ∆2S równolegªoboku, rozpi¦tego na wek-
torach ~vx, ~vy jest równe:

∆2S = ||~vx × ~vy|| = ||[fx, fy, 1]||∆x∆y =
√

1 + f 2x + f 2y∆x∆y

CBDO

Tw. Gdy mamy powierzchni¦ sparametryzowan¡ jako (28), to caªka z
funkci F po pªacie S ma posta¢∫ ∫

S

F (x, y, z)d2S =
∫ ∫
D

F (φ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v))
√
D2x +D2y +D2z dudv

(36)
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gdzie

Dx =

∣∣∣∣∣∣ ψu ψv
χu χv

∣∣∣∣∣∣ , Dy = −
∣∣∣∣∣∣ φu φv
χu χv

∣∣∣∣∣∣ , Dz =

∣∣∣∣∣∣ φu φv
ψu ψv

∣∣∣∣∣∣ .
Uzasadnienie. Musimy obliczy¢ 'element pola powierchni'. Maj¡c wektory
styczne jak w (31), liczymy ich iloczyn wektorowy i otrzymujemy:

tu × tv =


Dx

Dy

Dz


sk¡d otrzymujemy (36).

Przykª.

1. Pole powierzchni. Do wyliczenia pola powierzchni kªadziemy F (x, y, z) ≡
1 w caªce (35). Policzmy np. pole powierzchni A wykresu paraboloidy
f(x, y) = 1

2(x
2 + y2) nad koªem D : x2 + y2 ¬ 1. Mamy:

A =
∫ ∫
S

d2S =
∫ ∫
D

√
1 + x2 + y2 dxdy =

∫ 2π
0
dφ

∫ 1
0
dr
√

1 + r2 r

= 2π · 1
2
· 2

3
(1 + r2)

3
2

∣∣∣∣1
0

=
2π
3

(2
√

2− 1).

2. Pole powierzchni sfery. Parametryzacja sfery przez k¡ty θ, φ: x = R sin θ cosφ,
y = R sin θ sinφ, z = R cos θ. St¡d, bezpo±rednio wyliczaj¡c: Dx =
R2 cos θ sin θ, Dy = R2 sin2 θ sinφ, Dz = R2 sin θ sinφ, i dalej: d2S =√
D2x +D2y +D2zdθdφ = ... po skróceniach... = R2 sin θdθdφ. Pole pow.

sfery A jest wi¦c

A =
∫ 2π
0
dφ

∫ π
0
dθR2 sin θ = 4πR2

jak i nale»aªo oczekiwa¢.

3. Masa powªoki o zadanym rozkªadzie g¦sto±ci

4. Potencjaª pochodz¡cy od rozkªadu ªadunku na dwuwymiarowej powierzch-
ni

5. Wspóªrz¦dne ±rodka masy powierzchni dwuwymiarowej
Przykª. Znale¹¢ wspóªrz¦dn¡ z ±rodka masy póªsfery o z ­ 0, promie-
niu R i o jednorodnej g¦sto±ci masy ρ.
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Rozw. Mamy:

ZMC =

∫ ∫
S

ρzd2S
∫ ∫
S

ρd2S

Dolna caªka to 2πR2 (see above � obliczenie pola powierzchni sfery).
Górna caªka to:

Ig =
∫ 2π
0
dφ

∫ π/2
0

R cos θR2 sin θdθ = 2πR3
∫ π/2
0

sin θd(sin θ)

= 2πR3
∫ 1
0
dss = πR3.

2.4 Orientacja

2.4.1 Powierzchnie dwu- i jednostronne tzn. orientowalne i nie

2.4.2 Orientacja bazy przestrzeni wektorowej

We¹my dwie bazy f = {f1, f2, . . . , fn} oraz E = {E1,E2, . . . ,En} w prze-
strzeni wektorowej V . S¡ to bazy, zatem jedn¡ mo»na otrzyma¢ z drugiej
przez nieosobliwe przeksztaªcenie liniowe S: E = T f .

Def. Je»eli detT > 0, to mówimy, »e orientacja baz f i E jest zgodna.
Je±li detT < 0, to mówimy, »e orientacja baz f i E jest przeciwna.

Umawiamy si¦, »e orientacje baz w R3 porównujemy z baz¡ standardow¡
e = (e1, e2, e3).

Przykª. Inwersja bazy standardowej w przestrzeni R2 nie zmienia orien-
tacji. Inwersja bazy standardowej w R3 zmienia orientacj¦.

2.4.3 Orientacja powierzchni

Niech S b¦dzie powierzchni¡ orientowaln¡ zadan¡ wykresowo: z = f(x, y),
niech p = (x, y, f(x, y)) � punktem tej powierzchni. Niech tx, ty b¦d¡ dwoma
wektorami stycznymi do S w punkcie p. Wybierzmy trzeci wektor n, prosto-
padªy do S w punkcie p. Razem trzy wektory tx, ty,n tworz¡ baz¦. Orientacj¦
tej bazy nazywamy orientacj¡ powierzchni w punkcie p (mo»e wi¦c ona by¢
zgodna z orientacj¡ standardow¡ lub przeciwna do niej).

2.5 Caªki powierzchniowe skierowane tzn. caªki z 2-form

Niech S b¦dzie powierzchni¡ orientowaln¡, rzutowaln¡ we wszystkich trzech
kierunkach x, y, z. (Mówimy, »e S jest rzutowalna w kierunku z, je±li daje si¦
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przedstawi¢ jako wykres: z = f(x, y). W pozostaªych kierunkach analogicz-
nie.)

Niech na S wraz z pewnym otoczeniem b¦d¡ zadane trzy funkcje P (x, y, z),
Q(x, y, z), R(x, y, z). Rozwa»my formalne wyra»enie:

2
ω= Rdx ∧ dy +Qdz ∧ dx+ Pdy ∧ dz (37)

2.6 Tw. Gaussa-Ostrogradskiego

Niech b¦dzie dany w R3 obszar normalny V , ograniczony jedn¡ powierzchni¡
regularn¡ S. Zachodzi:

Tw. Gaussa � Ostrogradskiego Je»eli funkcje P , Q, R s¡ ci¡gªe wraz z
pochodnymi Px, Qy, Rz wewn¡trz obszaru V i na jego brzegu S, przy czym
brzeg jest powierzchni¡ regularn¡ o orientacji zewn¦trznej, to zachodzi rów-
no±¢∫ ∫ ∫

V

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dx∧dy∧dz =

∫ ∫
S

(Pdy∧dz+Qdy∧dx+Rdx∧dy)

=
∫ ∫
S

(P cosα +Q cos β +R cos γ)d2S (38)

(tu α jest k¡tem mi¦dzy wektorem normalnym n do powierzchni S a osi¡ x,
β � mi¦dzy n a osi¡ y, γ � mi¦dzy n a osi¡ z).

Dow.Obszar V , jako normalny wzgl¦dem pªaszczyzny xy, daje si¦ okre±li¢
nierówno±ciami

f1(x, y) ¬ z ¬ f2(x, y), gdzie (x, y) ∈ D

(tu D jest rzutem V na pªaszczyzn¦ xy).
Stosuj¡c wzór na zamian¦ caªki potrójnej na iterowan¡ i fakt, »e caªkujemy

pochodn¡, dostajemy∫ ∫ ∫
V

∂R

∂z
dxdydz =

∫ ∫
D

R(x, y, f2(x, y))dxdy −
∫ ∫
D

R(x, y, f1(x, y))dxdy

Oznaczmy przez S1 powierzchni¦ z = f1(x, y) (doln¡) zorientowan¡ w dóª, a
przez S2 � powierzchni¦ z = f2(x, y) (górn¡) zorientowan¡ ku górze. Wów-
czas, wykorzystuj¡c wzory o tym, jak si¦ wyra»a caªka powierzchniowa skiero-
wana przez caªk¦ podwójn¡, oraz fakt, »e przy zmianie orientacji powierzchni
caªka zmienia znak, mamy∫ ∫
D

R(x, y, f1(x, y))dxdy =
∫ ∫
−S1

R(x, y, z)dx∧ dy = −
∫ ∫
S1

R(x, y, z)dx∧ dy
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i analogicznie∫ ∫
D

R(x, y, f2(x, y))dxdy = +
∫ ∫
S2

R(x, y, z)dx ∧ dy

tak wi¦c

∫ ∫ ∫
V

∂R

∂z
dx ∧ dy ∧ dz =

∫ ∫
S1

R(x, y, z)dx ∧ dy +
∫ ∫
S2

R(x, y, z)dx ∧ dy

i ostatecznie∫ ∫ ∫
V

∂R

∂z
dx ∧ dy ∧ dz =

∫ ∫
S

Rdx ∧ dy =
∫ ∫
S

R cos γ d2S.

W analogiczny sposób (rzutuj¡c S na pozostaªe pªaszczyzny: xz oraz yz)
otrzymamy

∫ ∫ ∫
V

∂P

∂x
dxdydz =

∫ ∫
S

Pdy ∧ dz =
∫ ∫
S

P cosα d2S,

∫ ∫ ∫
V

∂Q

∂y
dxdydz =

∫ ∫
S

Qdz ∧ dx =
∫ ∫
S

Q cos β d2S,

Po zsumowaniu powy»szych trzech wzorów otrzymujemy (38).
CBDO

2.6.1 Interpretacja dywergencji

...
Przykª. Caªka po brzegu górnej póªkuli, tzn. K+(0, R) ≡ K(0, R); z ­ 0

zorientowanej zewn¦trznie.∫ ∫
S

zdx ∧ dy + dz ∧ dx =
∫ ∫ ∫
K+(0,R)

dx ∧ dy ∧ dz

2.7 Tw. Stokesa

Niech w R3 b¦dzie zadana orientowalna powierzchnia S z brzegiem ∂S. Niech
powierzchnia S b¦dzie rzutowalna na pªaszczyzn¦ xy (to zaªo»enie jest chwi-
lowe � zaraz zostanie usuni¦te). Niech S b¦dzie zorientowana tak, by dodatni
obieg na krzywej ∂S dookoªa prostej normalnej do powierzchni S byª taki
sam, jak obieg na pªaszczy¹nie xy dookoªa osi z. RYS.
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Niech w otoczeniu powierzchni S b¦d¡ okre±lone funkcje P,Q,R, ci¡gªe
wraz z pochodnymi.

Zachodzi
Tw. (Stokesa).∫

∂S

Pdx+Qdy+Rdz =
∫ ∫
S

(Ry−Qz)dy∧dz+(Pz−Rx)dz∧dx+(Qx−Py)dx∧dy.

(39)
Dow. Zaªó»my, »e S dana jest jako wykres funkcji f : z = f(x, y), gdzie
(x, y) ∈ D. Niech ∂D b¦dzie brzegiem obszaru D. Wówczas∫

∂S

P (x, y, z)dx =
∫
∂D

P (x, y, f(x, y))dx.

Caªk¦ po prawej stronie przeksztaª¢my, wykorzystuj¡c tw. Greena:

∫
∂D

P (x, y, f(x, y))dx = −
∫
D

(
∂P

∂y
+
∂P

∂z

∂z

∂y

)
dxdy = −

∫
S

∂P

∂y
dx∧dy−

∫
S

∂P

∂z
fydx∧dy,

a t¦ ostatni¡ caªk¦ zamieniamy na caªk¦ powierzchniow¡ nieskierowan¡:

I ≡
∫
S

∂P

∂z
fydx ∧ dy =

∫
S

∂P

∂z
fy cos γd2S,

gdzie γ jest k¡tem pomi¦dzy wektorem normalnym do powierzchni S a osi¡
z. Mamy jednak zale»no±¢ mi¦dzy k¡tami γ i β:

cos γ =
1√

1 + f 2x + f 2y
, cos β = − fy√

1 + f 2x + f 2y
=⇒ cos β = −fy cos γ,

tak wi¦c

I = −
∫
S

∂P

∂z
cos βd2S = −

∫
S

∂P

∂z
dz ∧ dx

i ostatecznie ∫
∂S

Pdx =
∫ ∫
S

∂P

∂z
dz ∧ dx− ∂P

∂y
dx ∧ dy.

Analogicznie mo»na przeksztaªci¢ caªki
∫
∂S

Qdy oraz
∫
∂S

Rdz. Przez dodanie

stronami tych wyra»e« otrzymamy wzór (39).
CBDO
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2.7.1 Interpretacja rotacji

Caªk¦ po lewej stronie równo±ci (39) mo»na zapisa¢ w postaci:
∫
∂S

~F ·~tds, gdzie

~t oznacza jednostkowy wektor styczny do krzywej ∂S, za± ~F = (P,Q,R).
(Byª taki wzór na przeksztaªcenie caªki krzywoliniowej skierowanej na nie-
skierowan¡).

Rotacj¡ pola wektorowego ~F = (Fx, Fy, Fz) nazywamy pole wektorowe o

skªadowych: rot ~F = (Fy,z − Fz,y, Fz,x − Fx,z, Fx,y − Fy,x). Wyra»enie pod-
caªkowe po prawej stronie równo±ci (39) mo»na, u»ywaj¡c symbolu rotacji,
zapisa¢ jako

rot ~F · ~n = (Ry −Qz) cosα + (Pz −Rx) cos β + (Qx − Py) cos γ.

(tu ~n jest wektorem normalnym do powierzchni S). Ostatecznie równo±¢ (39)
mo»na zapisa¢ jako ∫

∂S
~F · ~t ds =

∫ ∫
S

rot ~F · ~n d2S.

Caªk¦ po lewej stronie powy»szej równo±ci nazywamy kr¡»eniem pola wekto-
rowego ~F po krzywej ∂S. Po prawej stronie za± mamy strumie« pola wekto-
rowego rot ~F przez powierzchni¦ S.

2.7.2 Wielka Uni�kacja ∫
C
dω =

∫
∂C
ω (40)

(zwane tw. Stokesa � ogólna wersja). Jest to '3 w 1' (zawieraj¡ce � jako
szczególne przypadki � tw. Greena, G-0, Stokesa).

Te 3 tw. (tw. Greena, G-0, Stokesa) s¡ bardzo intuicyjne �zycznie, ale kiep-
sko poddaj¡ si¦ uogólnieniom (np. na wy»sze wymiary). Ogólne tw. Stokesa
(40), z kolei, jest sªuszne dla dowolnego wymiaru; ale jest mniej intuicyjne i
wymaga wprowadzenia szeregu poj¦¢.

1. Co to jest k−forma ró»niczkowa: Co±, co sie wsadza do caªki k−wymiarowej
i co zale»y od orientacji.

2. Formy na R3.

(a) 0−formy to funkcje:
0
ω= f , gdzie f jest funkcj¡ trzech zmiennych

x, y, z.
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(b) 1−formy s¡ postaci:
1
ω= Pdx+Qdy+Rdz, gdzie P,Q,R � funkcje

trzech zmiennych x, y, z.

(c) 2−formy s¡ postaci:
2
ω= Pdy ∧ dz + Qdz ∧ dx + Rdx ∧ dy, gdzie

znowu P,Q,R � funkcje trzech zmiennych x, y, z.

(d) 3− formy maj¡ posta¢:
3
ω= Fdx ∧ dy ∧ dz, gdzie F jest funkcj¡

trzech zmiennych x, y, z.

Formy stopnia wi¦kszego ni» 1 maj¡ wªasno±ci:

dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi (41)

co w szczególno±ci poci¡ga za sob¡ dxi ∧ dxi = 0.

Formom mo»na nada¢ bardziej wyraziste znaczenie geometryczne, ale
nie b¦dziemy tego tu robi¢ i poprzestaniemy na ich znaczeniu jako sym-
boli maj¡cych wªasno±ci (41).

3. Formy na Rn. Ogólna posta¢ k−formy na Rn jest:

k
ω=

∑
1¬i1<i2<···<ik¬n

ai1i2...ikdx
i1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik (42)

gdzie ai1i2...ik jest funkcj¡ n zmiennych: x1, x2, . . . , xn klasy C2.

4. Iloczyn zewn¦trzny. U»ywaj¡c znaku '∧' ('iloczyn zewn¦trzny') mo»na
tworzy¢ nie tylko iloczyny dxi ∧ dxj, ale te» ogólniejsze iloczyny ze-

wn¦trzne form: Np. je±li
1
ω= Pdx+Qdy+Rdz,

1
η= adx+ bdy+ cdz, to

1
ω ∧

1
η= (Pb−Qa)dx∧dy+(Ra−Pc)dz∧dx+(Qc−Rb)dydz; wykorzy-

stali±my tu rozdzielno±¢ mno»enia (zewn¦trznego) wzgl¦dem dodawania
i wªasno±ci antysymetrii iloczynów zewn¦trznych.

5. Przyporz¡dkowanie wektorowi z R3 1-formy i 2-formy. Wi¦kszo±¢ ra-
chunków na wektorach mo»na wyrazi¢ w j¦zyku form. Najsampierw jed-
nak zde�niujmy przyporz¡dkowanie wektorom form. Otó» w zale»no±ci
od zapotrzebowania, wektorowi ~F = (P,Q,R) przyporz¡dkowuje si¦ w
nast¦puj¡cy sposób jedno- albo dwuform¦:

~F = (P,Q,R) ↔ 1
ω ~F= Pdx+Qdy +Rdz; (43)

~F = (P,Q,R) ↔ 1
ω ~F= Pd ∧ ydz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy; (44)
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6. Wyra»enie il. skalarnego i wektorowego przez powy»sze formy. Niech
b¦d¡ zadane dwa wektory: ~a = (ax, ay, az) oraz ~b = (bx, by, bz). Bezpo-
±rednim rachunkiem mo»na przekona¢ si¦, »e:

1
ω~a ∧

1
ω~b=

2
ω
~a×~b (45)

(z tego wzoru od razu, dzi¦ki antysymetrii przy mno»eniu 1−form, wy-
nika antysymetria iloczynu wektorowego) oraz

1
ω~a ∧

2
ω~b= (~a ·~b)dx ∧ dy ∧ dz. (46)

7. Przypomnienie + uogólnienie: Caªkowanie k−formy tzn. sprowadzenie

jej do caªki k−wymiarowej.

Caªk¦ z k−formy (42) po k−wymiarowej powierzchni S okre±la si¦ na-
st¦puj¡co:

Niech powierzchnia S b¦dzie sparametryzowana przez y = (y1, y2, . . . , yk) ∈
D ⊂ Rk. Caªka z caªej k−formy (42) b¦dzie sum¡ caªek z jednomia-
nów k−formowych. Rozpatrzmy caªk¦ z jakiego± jednego jednomianu
k−formowego. De�niujemy caªk¦ z k−formy jako caªk¦ k−wymiarow¡:∫

S
ai1i2...ik(x

1, x2, . . . , xn)dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik =

Or
∫
D
ai1i2...ik(x

1(y1, . . . , yk), x2(y1, . . . , yk), . . . , xn(y1, . . . , yk))
∂(xi1, xi2, . . . , xik)
∂(y1, y2, . . . , yk)

dy1dy2 . . . dyk.

8. Ró»niczka zewn¦trzna d. Dla form mamy okre±lon¡ jeszcze jedn¡ ope-
racj¦, a mianowicie operacj¦ ró»niczki zewn¦trznej d, przeprowadzaj¡cej
k−form¦ w k + 1−form¦. Dziaªa ona nast¦puj¡co:

(a) Na 0− formach czyli funkcjach f ≡ f(x1, . . . , xn):

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn; (47)

(b) Na k−formach: We¹my jak¡± k−form¦ proporcjonaln¡ do której±
bazowej tzn. jednomian formowy:

k
η= Fdxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ xik;

tu ró»niczka zewn¦trzna dziaªa tak:

d
k
η= dF ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ xik;

gdzie dF oblicza si¦ zgodnie z wzorem (47)
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9. Gradient, dywergencja i rotacja. W ten sposób mo»na zde�niowa¢ ope-
racje ró»niczkowe: gradient, dywergencj¦ i rotacj¦:

(a) Gradient funkcji f :

df =
1
ωgrad f ;

(b) Rotacja: Dla pola wektorowego ~F :

d
1
ω ~F=

2
ωrot~F ;

(c) Dywergencja: Dla pola wektorowego ~F :

d
2
ω ~F= div ~Fdx ∧ dy ∧ dz

10. d ma wªasno±¢: d◦d = 0; sprawdzenie tego na 0−formach i 1−formach.

(a) 0−formy:
0
ω= f(x1, x2, x3),

df =
3∑
i=1

f,idxi;

d(df) =
3∑
i=1
d(f,i)dxi =

3∑
i=1

3∑
j=1

f,ijdxi∧dxj =
3∑
i<j

(f,ij−f,ji)dxi∧dxj = 0;

ostatnia równo±¢ wynika z faktu, »e pochodne mieszane drugiego
rz¦du s¡ równe.

W przeªo»eniu na j¦zyk wektorów oznacza to, »e rotacja gradientu

jest równa zeru.

(b) 1−formy:
1
ω=

∑3
i=1 aidx

i, gdzie a1, a2, a3 s¡ funkcjami x1, x2, x3;
we¹my pojedynczy jednomian 1−formowy aidxi i obliczmy jego po-
chodn¡ zewn¦trzn¡:

d(aidxi) = dai ∧ dxi =
3∑
j=1

ai,jdxj ∧ dxi

i licz¡c jeszcze raz ró»niczk¦ zewn¦trzn¡ otrzymanego wyra»enia,

d(d(aidxi)) = d
 3∑
j=1

ai,jdxj ∧ dxi
 =

3∑
j=1
dai,jdxj∧dxi =

 3∑
j=1

3∑
k=1

ai,kjdxk ∧ dxj
∧dxi

=
∑
k<j

(ai,kj − ai,jk)dxk ∧ dxj
 ∧ dxi = 0,
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znów ze wzgl¦du na to, »e drugie pochodne mieszane funkcji ai s¡
sobie równe.

W przeªo»eniu na j¦zyk wektorowy oznacza to, »e dywergencja ro-

tacji jest równa zeru.

W �zyce (przede wszystkim elektrodynamice, ale nie tylko) korzysta
si¦ z tego faktu, wprowadzaj¡c potencjaª wektorowy dla pola magne-
tycznego: Wiadomo, »e dywergencja pola magnetycznego jest równa
zeru (nieistnienie pojedynczych ªadunków magnetycznych). Skoro
tak, to pole magnetyczne ~B daje si¦ zapisa¢ jako rotacja pewne-
go pola wektorowego ~A, zwanego potencjaªem wektorowym dla pola

magnetycznego:
~B = rot ~A.

Podobnie jak wprowadzenie potencjaªu elektrostatycznego uprasz-
cza wiele rachunków dla pola elektrycznego, tak wprowadzenie po-
tencjaªu wektorowego upraszcza rachunki dla pola magnetycznego.

Uwaga. Wªasno±¢ d ◦ d = 0 jest prawdziwa dla dowolnych form w do-
wolnym wymiarze, natomiast wyra»enie tej wªasno±ci w j¦zyku wekto-
rowym, tzn. rot(gradf) ≡ 0 oraz div(rot~F ≡ 0) s¡ prawdziwe tylko w
R3.

11. Powierzchnia z brzegiem; orientacja przestrzeni i orientacja brzegu. By-
ªo omówione; agitacja, »e przenosi si¦ to na wy»sze wymiary.

12. Twierdzenie Stokesa.
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3 Zadania

3.1 Caªki krzywoliniowe nieskierowane

1. Obliczy¢ dªugo±¢ jednego ªuku cykloidy (tzn. krzywej danej parame-
trycznie przez: x = R(t− sin t), y = R(1− cos t)). Odp. 8R.

2. Obliczy¢ dªugo±¢ elipsy o póªosiach a i b. Odp. wyra»a si¦ przez caªk¦
eliptyczn¡.

3. Obliczy¢ dªugo±¢ ªuku paraboli y = ax2 pomi¦dzy punktami x1 i x2.

4. Obliczy¢ dªugo±¢ krzywej ªa«cuchowej, tzn. odcinka linii y = coshx
pomi¦dzy x = 0 a x = x∗.

5. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡
∫
γ
ds
x−y , gdzie γ jest odcinkiem ª¡cz¡cym

punkty A = (0,−2) i B = (4, 0).

6. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡
∫
γ xyds, gdzie γ jest prostok¡tem o wierz-

choªkach A = (0, 0), B = (6, 0), C = (6, 3) i D = (0, 3).

7. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡
∫
γ xyds, gdzie γ jest ¢wiartk¡ elipsy o póª-

osiach a i b, le»¡c¡ w pierwszej ¢wiartce. Odp. ab(a
2+ab+b2)
3(a+b) .

8. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡
∫
γ

√
2yds, gdzie γ jest ªukiem cykloidy

(je±li kto± nie wie co to jest to p. zad. 1) dla t ∈ [0, 2π]. Odp. 4π
√
R3.

9. Niech krzywa γ b¦dzie opisana parametrycznie we wspóªrz¦dnych bie-

gunowych: r = r(t), φ = φ(t) dla t ∈ [a, b]. Pokaza¢, »e caªka krzywoli-
niowa nieskierowana I =

∫
γ f(x, y)ds wyra»a si¦ wzorem:

I =
∫ b
a
f(r(t) cosφ(t), r(t) sinφ(t))

√
r(t)2φ′(t)2 + r′(t)2dt

gdzie primy oznaczaj¡ pochodne po t.

10. Pokaza¢, »e w przypadku, gdy opis krzywej jako: r = r(φ), to caªka
krzywoliniowa nieskierowana I =

∫
γ f(x, y)ds wyra»a si¦ wzorem:

I =
∫ b
a
f(r(φ) cosφ, r(φ) sinφ)

√
r(φ)2 + r′(φ)2dφ

gdzie prim oznaczaj¡ pochodn¡ po φ: r′ = dr
dφ .

Rozw. Liczymy element dªugo±ci, pami¦taj¡c, »e mamy tu funkcj¦ dwukrotnie zªo»on¡: x ≡ x(φ) =

V V V
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11. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡
∫
γ x
√
x2 − y2ds, gdzie γ jest poªówk¡ lem-

niskaty Bernoulliego: (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) dla x ­ 0.

12. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡
∫
γ arctg y

xds, gdzie γ jest kawaªkiem spirali
Archimedesa r = 2φ, poªo»onym wewn¡trz okr¦gu o promieniu R i
±rodku w punkcie (0, 0). Odp. 23 [(1 + R2

4 )3/2 − 1].

13. Obliczy¢ dªugo±¢ ªuku spirali Archimedesa w sytuacji z poprzedniego
zadania.

14. Obliczy¢ wspóªrz¦dne ±rodka ci¦»ko±ci poªówki okr¦gu o staªej liniowej
g¦sto±ci masy ρ i promieniu R, znajduj¡cego si¦ w górnej póªpªaszczy¹-
nie.
Rozw. Parametryzujemy okr¡g: x = R cosφ, y = R sinφ; ds =

√
x′2 + y′2dφ = Rdφ. Dªugo±¢

póªokr¦gu � a wi¦c i jego masa M � wtedy si¦ banalizuje:

M =
∫
∩
ρds = ρ

∫ π

0

√
x′2 + y′2dφ = ρR

∫ π

0
dφ = πρR;

teraz: Rami¦ dziaªania siªy Fy w kierunku y:

Fy =
∫
∩
yρds = ρ

∫ π

0
R sinφ

√
x′2 + y′2dφ = ρR2

∫ π

0
sinφdφ = 2ρR2;

tak wi¦c

YMC =
2ρR2

πρR
,

czyli

Odp. YMC = 2
πR.

15. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡ I =
∫
γ

z2ds
x2+y2 , gdzie γ jest fragmentem linii

±rubowej: x = R cos t, y = R sin t, z = Rt dla t ∈ [0, 2π].
Rozw. Mamy: x′ = −R sin t, y′ = R cos t, z′ = R; wi¦c: ds =

√
R2 sin2 t+R2 cos2 t+R2dt =√

2Rdt. Podstawiaj¡c do funkcji caªkowanej warto±ci wspóªrz¦dnych na krzywej γ, mamy:

I =
∫ 2π
0

R2t2

R2 cos2 t+R2 sin2 t

√
2Rdt =

√
2R
∫ 2π
0

t2dt,

wi¦c

Odp.13R
√

2(2π)3.

16. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡
∫
γ xyzds, gdzie γ jest ¢wiartk¡ okr¦gu da-

nego równaniami: x2 + y2 + z2 = R2, x2 + y2 = R2

4 dla x ­ 0, y ­ 0,
z ­ 0.

3.2 Caªki krzywoliniowe skierowane (tzn. z 1−form) & tw.
Greena

17. Obliczy¢ caªki krzywoliniowe I1 =
∫
γ xdy, I2 = − ∫

γ ydx po elipsie x2

a2 +
y2

b2 = 1, skierowanej dodatnio wzgl¦dem jej obszaru wewn¦trznego.
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Rozw. Parametryzujemy γ: x(t) = a cos t, y(t) = b sin t, dx = −a sin tdt, dy = b cos tdt, gdzie
t ∈ [0, 2π]. Wi¦c:

I1 =
∫ 2π
0

a cos tb cos tdt = ab
∫ 2π
0
cos2 tdt = πab;

I2 liczymy analogicznie. Then:

Odp. I1 = I2 = πab.

18. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡ I =
∫
γ xydx+ x2dy:

(a) po odcinku o pocz¡tku (a, 0) i ko«cu (0, b);

(b) po ªuku elipsy x2

a2 + y2

b2 = 1 o pocz¡tku (a, 0) i ko«cu (0, b).

Rozw.

a) Parametryzacja odcinka: y = − b
ax+ b, x ∈ [a, 0]; dy = −

b
adx . Mamy:

I =
∫ 0
a

x(− b
a
x+ b)dx+ x2(− b

a
)dx =

∫ a

0
(2
b

a
x2 − bx)dx = 2

3
b

a
a3 − 1

2
ba2 =

1
6
a2b.

b) Parametryzacja elipsy jak w poprzednim zadaniu; tu t ∈ [a, b]. Mamy:

I =
∫ π/2

0
a cos tb sin t(−)a sin tdt+ a2 cos2 tb cos tdt = +1

3
a2b.

Odp. (a) I = 1
6a
2b, (b) I = 1

3a
2b.

19. Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ(x2 − y2)dy, gdzie γ jest fragmentem paraboli y = x2

pomi¦dzy punktami (0, 0) a (3, 9).

20. Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ −x cos ydx+ y sinxdy, gdzie γ jest odcinkiem ª¡cz¡-

cym punkty (0, 0) oraz π, 2π.

21. Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ yzdx + zxdy + xydz, gdzie γ jest jednym zwitkiem

linii ±rubowej x = R cos t, y = R sin t, z = at
2π (tzn. t si¦ zmienia od 0

do 2π).

22. Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ y
2dx+ z2dy+x2dz, gdzie γ jest krzyw¡, b¦d¡c¡ prze-

ci¦ciem sfery x2 + y2 + z2 = R2 z cylindrem x2 + y2 = Rx (tu R > 0,
z ­ 0). (Jest to tzw. krzywa Vivianiego). Kierunek obiegu γ jest ta-
ki, »e startuj¡c z punktu (R, 0, 0) idzie si¦ najsampierw przez punkty o
wszystkich wspóªrz¦dnych dodatnich.

23. Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ
y2dx−x2dy
x2+y2 , gdzie γ jest póªokr¦giem x = R cos t, y =

R sin t, przebieganym od t = 0 do t = π.

24. Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ
y2dx−x2dy
x2+y2 , gdzie γ jest poªówk¡ elipsy: x = a cos t,

y = b sin t, przebiegan¡ od t = 0 do t = π.
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25. Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ xdy, gdzie γ jest brzegiem trójk¡ta utworzonego przez

osie wspóªrz¦dnych oraz prost¡: x
2 + y

3 = 1. Krzywa γ jest obiegana w
dodatnim (tzn. antyzegarowym) kierunku.

26. To samo ogólniej: Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ xdy, gdzie γ jest brzegiem trójk¡ta

utworzonego przez osie wspóªrz¦dnych oraz prost¡: xa + y
b = 1, a, b > 0.

Krzywa γ jest obiegana w dodatnim (tzn. antyzegarowym) kierunku.
Caªk¦ t¦ niezale»nie obliczy¢ z tw. Greena; zinterpretowa¢ wynik.

27. a) Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ xdx+ydy, gdzie γ jest fragmentem wykresu funkcji

y = ex, ª¡cz¡cym punkty A = (0, 1) i B = (2, e2). b) Obliczy¢ to samo
wzdªu» odcinka ª¡cz¡cego A i B. Zinterpretowa¢ wynik wykorzystuj¡c
tw. Greena.

28. a) Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ xdx+ydy, gdzie γ jest ¢wiartk¡ okr¦gu x = R cos t,

y = R sin t, przebiegan¡ od t = 0 do t = π
2 . b) Obliczy¢ to samo wzdªu»

odcinka ª¡cz¡cego (0, R) i (R, 0). Zinterpretowa¢ wynik wykorzystuj¡c
tw. Greena.

29. Obliczy¢ pole powierzchni �gury ograniczonej osi¡ y = 0 oraz jednym
ªukiem cykloidy. Wsk. U»y¢ tw. Greena.

3.3 Szukanie funkcji pierwotnych dla 1−form

30. Sprawdzi¢, »e caªki po krzywych zamkni¦tych γ s¡ równe zeru nieza-
le»nie od postaci funkcji, które wyst¦puj¡ w caªkowanych 1−formach.
(Oczywi±cie je±li s¡ speªnione zaªo»enia nt. ró»niczkowalno±ci tych»e
funkcji). Znale¹¢ funkcje pierwotne dla caªkowanych poni»ej 1−form.

(a)
∫
γ ϕ(x)dx+ ψ(y)dy.

(b)
∫
γ f(xy)(ydx+ xdy).

(c)
∫
γ f(xy )xdy−ydxx2 .

(d)
∫
γ[f(x+ y) + f(x− y)]dx+ [f(x+ y)− f(x− y)]dy.

(e)
∫
γ f(x2 + y2 + z2)(xdx+ ydy + zdz).

31. Sprawdzi¢, »e caªkowane poni»ej formy s¡ ró»niczkami, i obliczy¢ caªki z
tych jednoform po (dowolnych) krzywych ª¡cz¡cych punkt pocz¡tkowy
A z punktem ko«cowym B.

(a)
∫B
A ydx+ xdy, A = (−1, 2), B = (2, 3).
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(b)
∫B
A 3x2ydx+ x3dy, A = (0, 0), B = (2, 3).

(c)
∫B
A

xdx+ydy
x2+y2 , A = (3, 4), B = (5, 12); zakªadamy, »e kontur caªkowa-

nia nie przechodzi przez punkt (0, 0) oraz, »e si¦ nie nawija wokóª
tego punktu.

(d)
∫B
A

xdx+ydy√
x2+y2

, A = (4, 3), B = (12, 5); zakªadamy, »e kontur caªkowa-

nia nie przechodzi przez punkt (0, 0) oraz, »e si¦ nie nawija wokóª
tego punktu.

(e)
∫B
A yzdx+ zxdy + xydz; A = (1, 2, 3), B = (3, 2, 1).

(f)
∫B
A

zxdy+xydz−yzdx
(x−yz)2 , A = (7, 2, 3), B = (5, 3, 1); zakªadamy, »e kontur

caªkowania nie przechodzi przez powierzchni¦ z = x
y .

32. W poni»szych zadaniach znale¹¢ funkcj¦ pierwotn¡ dla podanych 1−form,
sprawdziwszy uprzednio, »e taka funkcja istnieje.

(a)
1
ω= x2dx+ y2dy.

(b)
1
ω= (x2 − y2)(xdx− yd).

(c)
1
ω= (x+2y)dx+ydy

(x+y)2 .

(d)
1
ω= (2x cos y − y2 sinx)dx+ (2y cosx− x2 sin y)dy.

(e)
1
ω= 2x(1−ey)

(1+x2)2 dx+
(

ey

1+x2 + 1
)
dy

33. Znale¹¢ liczb¦ n tak¡, aby poni»sza 1−forma
1
ω byªa ró»niczk¡. Znale¹¢

dla tego przypadku funkcj¦ pierwotn¡ dla 1−formy.

1
ω=

(x− y)dx+ (x+ y)dy
(x2 + y2)n

.

34. W poni»szych zadaniach znale¹¢ funkcj¦ pierwotn¡ dla podanych 1−form,
sprawdziwszy uprzednio, »e taka funkcja istnieje.

(a)
1
ω= dx+dy+dz

x+y+z .

(b)
1
ω= xdx+ydy+zdz√

x2+y2+z2

(c)
1
ω= yzdx+xzdy+xydz

1+x2y2z2 .

(d)
1
ω= zxdy+xydz−yzdx

(x−yz)2 .

(e)
1
ω= dx−3dy

z + 3y−x+z3
z2 dz.
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3.4 Caªki powierzchniowe nieskierowane

1. Znale¹¢ pole powierzchni wyci¦tej:

(a) walcem x2 + y2 = R2 z paraboloidy hiperbolicznej z = xy;

(b) walcem x2

a2 + y2b2 = c2 z paraboloidy eliptycznej z = x2

2a + y2

2b ;

(c) 'walcem' (x2+ y2)2 = 2a2xy z paraboloidy hiperbolicznej z = 1
axy;

(d) walcem x2 + y2 = ρ2 ze sfery x2 + y2 + z2 = R2 (zakªadamy, »e
R > ρ).

2. Znale¹¢ pole powierzchni cz¦±ci sfery x2 + y2 + z2 = R2 wyci¦tej przez
walec x2 + y2 = Rx (tzw. powierzchnia Vivianiego).

3. Znale¹¢ pole powierzchni walca x2 + y2 = Rx zawartej wewn¡trz kuli
x2 + y2 + z2 = R2 (tzn. powierzchni bocznej bryªy Vivianiego).

4. Znale¹¢ pole powierzchni utworzonej przez obrót krzywej y = f(x) wo-
kóª osi x. Zakªadamy, »e f(x) ­ 0, x ∈ [a, b].

5. Niech powierzchnia b¦dzie zadana we wspóªrz¦dnych sferycznych jako:

r = r(θ, φ).

Znale¹¢ wyra»enie na pole tej powierzchni.

6. Wykorzystuj¡c otrzymany wy»ej wzór, obliczy¢ pole powierzchni: x2 +
y2 + z2 = 2a2xy.

7. Rozwa»my powierzchni¦ kuli: x2+ y2+ z2 = Rz. Znale¹¢ pole cz¦±ci tej
sfery zawartej wewn¡trz sto»ka z2 = Ax2 +By2; zakªadamy, »e z ­ 0.

3.5 Caªki powierzchniowe skierowane tzn. z 2−form

8. Obliczy¢ caªk¦:
∫ ∫
S

(x2 + y2)dx ∧ dy, gdzie S jest koªem x2 + y2 = R2,

zorientowanym przez wektor normalny skierowany w dóª.

9. Obliczy¢ caªk¦: Σ =
∫ ∫
S

zdx∧dy, gdzie S jest górn¡ poªówk¡ sfery x2+

y2 + z2 = R2, zorientowan¡ przez wektor ~n = (−1,−1,−1) zaczepiony
w punkcie R√

3
(1, 1, 1). Odp. Σ = −2πR3/3.
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10. Obliczy¢ caªk¦:
∫ ∫
S

x2y2zdx∧dy, gdzie S jest doln¡ poªówk¡ sfery x2+

y2 + z2 = R2, zorientowan¡ przez wektor ~n = (0, 0, 1) zaczepiony w
punkcie (0, 0,−R). Odp. − 2π105R

7.

11. Obliczy¢ caªki:

(a) I0 =
∫ ∫
S

dx ∧ dy,

(b) I1 =
∫ ∫
S

zdx ∧ dy,

(c) I2 =
∫ ∫
S

z2dx ∧ dy

gdzie S jest elipsoid¡ o póªosiach a, b, c, zorientowan¡ na zewn¡trz.Odp.
a) I0 = 0, b) I1 = 4

3πabc, c) I2 = 0.

12. Obliczy¢ caªki

(a) Ia =
∫ ∫
S

x3dy ∧ dz,

(b) Ib =
∫ ∫
S

yzdz ∧ dx

po górnej poªowie tej»e elipsoidy, zorientowanej przez wektor normalny
~n = (0, 0, 1) zaczepiony w punkcie (0, 0, c). Odp. a) Ia = 2

5πa
3bc, b)

Ib = 1
4πabc

2.

13. Znale¹¢ strumie« pola wektorowego ~a = (0, yz, 0) przez powierzchni¦ S,
ograniczaj¡c¡ obszar zadany nierówno±ciami: z ­ 1 − x2 − y2, z ­ 0,
y ­ 0. Orientacja S jest zadana przez wektor normalny skierowany
na zewn¡trz. Strumie« policzy¢: a) bezpo±rednio, b) z tw. Gaussa �
Ostrogradskiego. Odp. π

12 .

14. Sprawdzi¢ tw. Stokesa dla:
1
ω= x2y3dx + dy + zdz. Konturem γ, po

którym ta forma jest caªkowana, jest okr¡g x2 + y2 = a2 zorientowany
dodatnio.

15. Sprawdzi¢ tw. Stokesa dla:
1
ω= ydx+ zdy+xdz, caªkowanej po krzywej

γ = (x(t), y(t), z(t)): x(t) = a sin2 t, y(t) =
√

2a sin t cos t, z(t) =

a cos2 t, gdzie t zmienia si¦ od 0 do π.Odp.
∫ ∫

Int γ
d
1
ω=

∫
γ

1
ω=

1√
2
a2π.
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16. Sprawdzi¢ tw. Stokesa dla:
2
ω= xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy, caªko-

wanej po brzegu sze±cianu o dªugo±ci boku 1, którego wierzchoªki s¡ w
punktach: (0, 0, 0, (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0) itd.
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