1 Calki krzywoliniowe

Dotad caltkowaliSmy po n— wymiarowych podzbiorach R"™ — w praktyce, po
dwuwymiarowych podzbiorach R? oraz tréjwymiarowych podzbiorach R3.
Zapotrzebowanie ze strony fizyki, a takze matematyki stymulowato mody-
fikacje 1 rozszerzenie dotad uzywanych pojeé¢ tak, aby moc catkowaé takze
po innych obiektach — po powierzchniach w R". Pozostajac na razie na intu-
icyjnym poziomie (doktadniejsze definicje podamy poézniej), bedziemy mieli
do czynienia z catkowaniem po krzywych (zbiorach jednowymiarowych) w R?
lub R3, oraz powierzchniach dwuwymiarowych w R3. Zanim jednak przej-
dziemy do catkowania, przypomnimy, rozszerzymy znane oraz podamy nowe
pojecia dotyczace krzywych i powierzchni: wektorow stycznych i normalnych
oraz prostych i1 ptaszczyzn stycznych i normalnych.

1.1 Krzywe plaskie — podstawy opisu

Def. Krzywq ptaskq nazywamy odwzorowanie v : R 3 [a, b] — R? klasy C1.
Uwaga. Czasem te postac¢ krzywej nazywamy krzywqg sparametryzowang.

(Inne postaci, ktore — by¢ moze — Czytelnik pamieta: y = f(x) — postaé nie-

uwiktana, nazywana tez czasem wykresowq; F(x,y) = 0 — postac¢ vwiktana).
Czesto trzeba krzywa v zapisa¢ w skltadowych:

r = x(t)
{ y = y(t)
Przykt. Okrag; elipsa; 1is¢ Kartezjusza; cykloida.
Def. Wektorem stycznym v do krzywej v(t) nazywamy pochodng od-

wzorowania y:
i=it) =0 | 40 ()

RYS. Interpretacja fizyczna: Jesli s(t) jest trajektoria punktu materialnego
w R3, to pochodna s(t) jest predkoscig punktu.
Z wzoru (1 wida¢, ze dlugosé¢ wektora stycznego wynosi

1Vl = a2 + g2

Latwo znalezé tez katy, jakie tworzy styczny wektor z osiami uktadu wspot-
rzednych: Oznaczajac przez o kat tworzony przez v z osia x, zas przez 5 — z
osla ¥, mamy

T Y

—_— cos = —————=,

COS ¥ =



Tu pominiemy szereg interesujacych wielkosci geometrycznych takich jak plaszczyzna normalna, krzywizna i skrecenie krzywej, trojscian

Freneta.

1.2 Dlugos$é krzywej

Niech bedzie dana na ptlaszczyznie krzywa ~ pomiedzy punktami A i1 B,
zadana parametrycznie réwnaniami

r=ux(t), y=vy(t), gdzie a<t<b (2)

(mamy wiec y(a) = A,v(b) = B). RYS.

Podzielmy przedzial [a,b] punktami: a = t) < t; < --- < t,_1 <t, =b
na n dowolnych czesci. Oznaczmy przez 9, Srednice podziatu, tzn. najwiek-
sza 7z roznic At; = t; —t;-1 (1 = 1,...,n). Bedziemy rozpatrywac takie
podzialy, ze lim 4, = 0. Niech punktom podzialu odcinka [a,b] odpowia-
daja na krzywej punkty A = Ay = v(a), A1 = y(t1), ..., 4, = (b)) =
B. Lamang AA; ... A, 1B nazywamy tamang wpisang w krzywg, a punkty
A Ay, ..., A1, B —jej wierzchotkami. Oznaczmy przez d,, dtugosé tamanej,
tzn. sume dlugosci odcinkéw tworzacych te tamang

dp = > [Ai-14] (3)
=1

Def. Jesli istnieje granica lim d,, oraz jesli granica ta nie zalezy od po-
dzialu, to krzywa AB nazywamy krzywg prostowalng, a granice d = lim d,
nazywamy dtugoscig krzywej .

Analogicznie definiujemy dtugosé krzywej przestrzennej, zadanej réwna-
niami

r=uxz(t), y=yt), ,z=2z2(t), gdze a<t<b (4)

Uwaga. Nie kazda krzywa jest prostowalna; ale z takimi raczej sie w fizyce
nie spotkamy.

Def. Krzywa sparametryzowana (2) czy (4) nazywamy fukiem zwyktym
(lub tukiem Jordana), jesli nie ma punktow wielokrotnych, tzn jesli roznym
wartosciom parametru ¢t odpowiadaja rézne punkty na krzywej. RY'S.

Def. Luk zwykly nazywamy regularnym, jesli funkcje x(t), y(t), z(t) wy-
stepujace w (2) badz (4) maja ciaglte pochodne i spelniaja z'? + y? > 0
(d=2), badz 2 +y* + 2 > 0 (d = 3)

Def. Krzywa sparametryzowana (2) czy (4) nazywamy krzywaq regularng,
jesli daje sie podzielié¢ na skoriczona ilos¢ czesci bedacych tukami regularnymi.
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Uwaga. Moze si¢ zdarzy¢, ze krzywa nieregularna nie ma w jakichs punk-
tach stycznej; ma jednak styczng lewo- i prawostronna.

Wykazemy teraz, ze

Tw. Jezeli krzywa 2) jest tukiem regularnym, to jest prostowalna i jej
dtugosé d wyraza sie wzorem

b
d= /a a2 + y2dt (5)

Dow. (Zasadniczo polega na zsumowaniu dtugosci kawateczkéw tamanej, ko-
rzystajac z tw. Pitagorasa RYS. i nastepnie uzasadnieniu ze przy przechodzeniu
do coraz drobniejszych podziatéw, dtugos¢ dazy do (5).

Dhugos¢ tamanej jest réwna

dp _Z\/ i—ri1)? 4+ (Y — yio1)?

gdzie x; = x(t;), yi = y(t;). Z twierdzenia o wartosci §redniej dla funkcji
jednej zmiennej (sem. I) mamy

v — i =2 (0) A,y — i =y (0;) At

gdzie 0; oraz 0; naleza do przedzialu t;_;, ti], tak wiec

Z \/ ' (0,)]2At;.

Zastapmy w powyzszej sumie 0; przez 0;. Otrzymamy nadwezas sume przy-
blizona dla calki (5):

=é¢W@W+W@WNa

gdy n — oo, to 6, — 0 oraz 0, — d. Do tej samej granicy dazy tez ciag
{d,} , gdyz sumy d,, i S, roznig sie dowolnie malo, gdy Srednica d, jest
dostatecznie mala; jest tak, gdyz pochodna /(t) jest jednostajnie ciagla w
przedziale [a, b]. Wobec tego, dtugosé tamanej d,, dazy do catki (5).
CBDO

Gdy krzywa (2) jest krzywa regularna, to powyzsze twierdzenie i wzor (5)
pozostaja prawdziwe, gdyz dang krzywa mozna podzieli¢ na skonczona ilosé
tukow regularnych.

Whiosek. Krzywa y = f(z), gdzie x € [a,b] oraz funkcja f jest klasy C?
na [a, b], jest prostowalna i jej dlugosé wynosi

d=[ Vit PP (6)
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Dow. Wynika to natychmiast z powyzszego twierdzenia, bowiem krzywa y =
f(x) mozna przedstawi¢ rownaniami parametrycznymi x = ¢, y = f(t), gdzie
t € la,b].
CBDO
Tw. Jezeli krzywa w trzech wymiarach: (4) jest regularna, to jej dtugosc
wyraza sie wzorem

d= [V OP + W OF + [0 (7)

Dow. jest analogiczny jak w przypadku krzywych ptaskich.
CBDO
Przykt. Diugosé cykloidy; dt. tuku elipsy.

1.3 Calki krzywoliniowe nieskierowane

Niech krzywa v, zadana rownaniem (2), bedzie tukiem regularnym; tak wiec
— jak to zobaczylisSmy przed chwilg — ma okreslona dtugo$é d. Na krzywej v
niech bedzie okreslona funkcja f(x,y). Podzielmy przedziat [a,b] punktami
a =1ty <t < - <t, =>bnan czesci. O tym podziale zaktadamy (jak
zwykle), ze jego $rednica 6§, dazy do 0, gdy n — oo. Oznaczmy przez Asy,
Ass, ..., As, dtugosci tukéw czesciowych, tzn.

Asi= [ W@+ O (=1.2.....m), (®

a przez f(A;) — wartos¢ funkeji f(z,y) w dowolnym punkcie A; = (x;,y;)
tuku As;. Utworzmy teraz sume:

n

kn = > f(Ai)Asi. (9)
i=1
Def. Jezeli istnieje lim rkp, przy czym granica ta nie zalezy od wyboru punk-
tow podzialu t; oraz punktéw A; na tukach As;, to granice te oznaczamy
jako
| £ y)ds (10)

i nazywamy catkq krzywoliniowq nieskierowang funkcji f(z,y) po krzywej .
Wykazemy, ze:
Tw. Jezeli funkcja f(z,y) jest ciagta na krzywej v, to calka (10) istnieje
1 jest rowna zwyklej calce z funkeji jednej zmienne;j

[ 1),y OP + [ (OFd. )
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Dow. W sumie (9) niech punkt A; ma wspolrzedne x(6;),y(6;), gdzie 0; €
[ti—1,t;]. Oznaczajac At; = t; — t;—1 mozemy, wykorzystujac tw. o wartosci
sredniej, wyrazi¢ catke (8) wzorem

Asi =o' (w)2 + [V (w) 2D, wi € [t ty),

wiec

o = éf(an, y(0))/[2 (w)? + [y (w)PAt;.

Gdy n jest dostatecznie duze, to suma ta rézni sie dowolnie mato od sum
wypunktowanych dla catki (11); tak wiec sumy (9) daza do catki (11.
CBDO

Przykt.
1. Dlugosé tuku krzywej dana jest przez catke (11), gdy f(z,y) = 1.
2. Masa tuku o cigglym rozkltadzie gestosci

3. Potencjal pochodzacy od rozktadu tadunku na krzywe;j

1.4 Calki krzywoliniowe skierowane

1.4.1 Definicja

Rozwazmy krzywa v dana przez (2); niech na tej krzywej beda okreslone dwie
funkcje P(z,y) 1 Q(z,y). Jak uprzednio, podzielmy przedziat [a, b] punktami:
a =1t <t < -+ < t, 1 <t, =0bnan dowolnych czesci. Oznaczmy
przez §, Srednice podziatu, tzn. najwieksza z roznic At; = t; — ;-1 (i =
1,...,n). Bedziemy rozpatrywac takie podziaty, ze nh_%loén = 0. W kazdym z
przedziatow [t;_1,t;] wybierzmy dowolny punkt 6;. Utworzmy sume:

Sn = 2[]3(3’(9@')’ y(0:)(x(t:) — x(tiz1)) + Q(x(0:), y(0:)) (y(t:) — y(ti-1))]
(12)
RYS. Niech teraz n — oco. (Mamy wtedy 6§, — 0).
Def. Jesli dla n — oo sumy w (12) daza do granicy niezaleznej od wyboru
punktow ¢; oraz 6;, to granice te oznaczamy przez

/7de + Qdy = /VP(x, y)dz + Q(x, y)dy (13)

i nazywamy catkq krzywoliniowq* z jednoformy Pdx + Qdy po krzywej .

'W jez. niemieckim nazywa sie ona Kurvenintegral
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Analogicznie, jesli mamy krzywa v w trzech wymiarach, dang przez (4),
oraz trzy funkcje: P(x,y, 2), Q(z,y, z), R(x,y, z) okreslone na krzywej v, to
definiujemy catke krzywoliniowa

[/de + Qdy + Rdz = AP(Z’, y,z)dx + Q(z,y, 2)dy + R(z,y,z)dz (14)

Takie catki z jednoform pojawiaja sie w sposob naturalny w réznych proble-
mach z fizyki (i matematyki).

1.4.2 Zamiana calki krzywoliniowej na calke zwyklag

Catke krzywoliniows skierowana mozna zamieni¢ na catke zwykta w naste-
pujacy sposob.
Tw. Niech P(x,y) bedzie funkcjaciagta na krzywej v danej rownaniem

y=1y(x), dlaa<z<.b

Wowczas pierwsza 7z calek (13) istnieje i jest rowna calce zwyklej

[ Pl y)dz = [ Pla,y(x))dz. (15)

Dow. W takiej sytuacji suma (12) definiujaca caltke (13) sprowadza sie do su-
my

PP y(&)) (e — xim1), gdzie a = 29 < 17 < x9--- < x, = b oraz

zi—1 < & < x;, tak wiec suma (12) jest suma przyblizona dla calki po prawe;j

stronie rownosci (15); catka ta za$ istnieje, bo funkcja podcatkowa jest ciagta.

CBDO

Tw. Jezeli funkcje P(x,y) i Q(x,y) sa ciagle na tuku regularnym ~ | to
catka (13) istnieje i jest rowna calce oznaczonej

[ Pde +Qdy = [ IP((t), y()2' () + Q) yO)y ()t (16)

Dow. Sume przyblizona (12) mozna zapisa¢ w postaci

n

Sn = 2 [P(x(0:), y(0(0)]2 (i) + Q(x(0:), y(0(d)]y' (vi)] AL,
i=1
gdzie At; = t; — t;_1, zas u;, v; sa punktami przedziatu [¢;_1,¢;],— do réznic
x(t;)—x(ti—1), y(t;) —y(ti—s) mozna zastosowac tw. o wartosci sredniej. Catka
po prawej stronie rownosci (16) istnieje (bo funkcja podcatkowa jest ciagla)
i jest granica ciagu sum wypunktowanych {o,}, gdzie

n

on = Y_[P(@(0:), y(0(i)]x"(0;) + Q(x(6:), y(0(3)]y'(0:)] Aty

1=1



Dalej: Roznice |2'(60;) — 2'(u;)| oraz |y'(6;) — v'(v;) sa dowolnie male przy
dostatecznie duzym n, co wynika z jednostajnej ciggtosci pochodnych x'(t),
y'(t). A stad wynika, ze umy s, i 0, roznia sie dowolnie malo przy dosta-
tecznie duzych n,

1.4.3 Kanoniczny przyklad skierowanej calki krzywoliniowej: Praca w polu
sil.

Zalozmy, ze mamy w przestrzeni pole wektorowe sit: F= (Fy, Fy, F). Zatoz-
my, ze przesuwamy w polu sit po krzywej v punkt materialny. Przesuwamy
od p. A do p. B, co odpowiada zmianie parametru t od t4 = a do tg = b Na-
owczas praca wykonana jest rowna: W = [? ﬁ-d§, co mozna tez zapisac jako:
W =/> F- Uﬁdl, gdzie ¥ jest wektorem stycznym do v. W tej ostatniej po-
staci wyrazenie podcatkowe to: ﬁ(vam + F,v, + F.v,). Wezmy jakis wyraz

-  mamy: Fode — F.dd] — (1) _
7 bej sumny, np- Fys mamy: Fado = Fagrdl = e o wr

F, cos(z,v)dl, (co mozna symbolicznie zapisa¢ jako dz = cos(x,v)dl). Tak
wiec Fyv,dl = F,dz, i razem: W = [° F,dx + Fydy + F.dz, czyli praca jest
doktadnie catka postaci (14).

Moze sie pojawié pytanie: Skoro catke (14) mozna zapisa¢ w postaci (11),
to moze te caltki sa tym samym? Oto6z, jako pojecia — nie sg tym samym:
Okazuje sie, ze catka nieskierowana (11) nie zalezy od kierunku, w jakim

przebiegamy krzywa -y, natomiast catka skierowana (14) zmienia znak, gdy
zmieni sie kierunek przebiegu krzywe;.

Przykt.

Moral. Catki nieskierowane zachowuja sie jak dtugosé krzywej — nie za-
lezy ona od tego, czy liczy sie ja od poczatku do konca, czy od korica do
poczatku. Z praca jest inaczej: Gdy wnosimy ciezar na gore, to wykonujemy
prace dodatnig, a gdy znosimy go na dot — to prace ujemng.

1.5 Twierdzenie Greena na plaszczyznie

1.5.1 Krzywe zamkniete. Obszary jedno- i wielosp6jne. Orientacja brzegu

Def. Krzywa sparametryzowana (2) lub (4) nazywamy zamknietq, jesli jej
poczatek pokrywa sie z koncem. Jesli ponadto punkty krzywej znajduja sie
we wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci z punktami odcinka parametry-
zujacego krzywa, to mowimy, ze taka krzywa nazywa sie krzywq Jordana.
Tw. Krzywa Jordana na ptaszczyznie dzieli ptaszczyzne na dwa obszary:



jeden jest ograniczony (nazywa sie go wnetrzem krzywej), a drugi — nieogra-
niczony — jest zewnetrzem krzywej.

(bez dowodu. Twierdzenie wydaje sie oczywiste, ale dowdd nie jest trywialny!)

Def. Obszar ptaski ograniczony jedng krzywa Jordana nazywamy jedno-
spajnym, obszar zas ograniczony n nie przecinajacymi sie krzywymi Jordana
nazywamy n—spojnym. RY'S.

Okaze sie pozyteczne pewne uogoblnienie powyzszego pojecia: Za obszary
jedno/ wielospojne bedziemy tez uwazaé takie, dla ktorych pewne krzywe
brzegowe redukuja sie do tukow zwyklych lub punktow.

Def. Niech D bedzie obszarem ptaskim ograniczonym jedna lub kilkoma,
krzywymi Jordana. Mowimy, ze brzeg D (ozn. 0D) jest zorientowany dodat-
nio (wzgledem obszaru D), jesli w czasie obiegu po krzywej 0D w danym
kierunku (jednym z dwu mozliwych) mamy obszar D po lewej stronie. RYS.

1.6 Twierdzenie Greena

Rozwazmy catke (13) po krzywej zamknietej. Okazuje sie, ze mozna ja za-
mieni¢ na mocy nastepujacego twierdzenia Greena:

Tw. (Greena). Jezeli funkcje P(x,y)iQ(z,y) sa ciagte wraz z pochodnymi
P, oraz (), wewnatrz i na brzegu obszaru normalnego D, przy czym brzeg
0D obszaru D jest zorientowany dodatnio, to zachodzi rownos¢:

_ (9@ 9Py .
/,YP(x,y)dx+Q(:v,y)dy— /D/<ax 8y> dzdy (17)

Dow. Jesli pokazemy, ze
oP Q)
/D/ oy 97 /V (z,y)dz, /D/ 5, dzdy /VQ(%?/)dy, (18)

to twierdzenie bedzie udowodnione, bo dodajac powyzsze rownosci stronami,
dostaniemy (17).

Obszar D, jako normalny wzgledem osi x, da sie zdefiniowaé¢ przez nie-
rownosci:

D: a<z<b wyl(r) <y<y(n),

gdzie funkcja y = y1(x) definiuje pewien tuk AM B, funkcja y = yo(x) defi-
niuje pewien tuk ANB oraz 0D = AMB U BNA (RYS.; piszac kolejnos¢
literek w definicji tuku, zdefiniowalismy tym samym orientacje 0D). Zamie-
niajac catke podwojna na iterowana i uwzgledniajac (15), otrzymamy

oP 2(z) OP
/D/ayd:cdy = /ab dx /;lj(x) a—ydy
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_ /ab[P(:U,yz(x)) — P(z,y1(z))]dz = /ANB P(z,y)dx — /AMB P(x,y)dx

= — P(z,y)dr — P(x,y)dx = —AP(x,y)dx.

AMB BNA

Dla drugiej catki dowod jest analogiczny: Obszar D mozna okresli¢ nierow-
nosciami:

c<y<d, zi(y) <z <za(y),
gdzie funkcja © = z1(y) definiuje tuk M AN, zas§ x = x2(y) — tuk MBN

RYS.; tak wiec 50
/D/axdxdy = [ /xl W

= /cd[Q(-Tz(y)? ) Q(azl( ) dy = /MBNQ T y y_/MANQ(l’,y)dy
- /MBN Q(z,y)dy + /NAMQ T, y)dy = AQ(x,y)dy,

CBDO
Obszary wielosp6jne

1.7 Niezalezno$é calki krzywoliniowej od drogi calkowania

Wezmy dwa punkty A i B na ptaszczyznie. Rozpatrzmy catke krzywoliniows
skierowang

B
Lip = Ade + Qdy = fpdx + Qdy (19)
A

po krzywej v. (W wyrazeniu konicowym jawniej zaznaczylismy, ze droga cal-
kowania jest skierowana od A do B; symbol  jest niestandardowy i zostal
przyjety na uzytek niniejszego podrozdziatlu). Calka ta na ogot zalezy od
krzywej v, po ktorej sie catkuje. Czasem jednak okazuje sie, ze I4p skiero-
wana nie zalezy od drogi catkowania. (Jako przyklad: Byé¢ moze Czytelnik
mial do czynienia w fizyce z sytuacja pracy w polu tzw. sit potencjalnych):
Jesli pole sit jest potencjalne, to praca nie zalezy od drogi, a jedynie od
punktu poczatkowego i konicowego). Ponizsze twierdzenie mowi, kiedy catka
krzywoliniowa nie zalezy od drogi catkowania.

Tw. Niech funkcje P(z,y) 1 Q(z,y) beda ciagle wraz z pochodnymi P,
oraz (), w obszarze jednospojnym D. Rozwazmy caltke (19) po krzywej
zawarte] w D. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby catka (19)



nie zalezata od drogi catkowania v jest, aby w calym obszarze D spelniony
byl warunek

0Q 0P
or oy (20)
Dow. e Warunek (20) jest konieczny: Zalozmy, ze catka (19) nie zalezy
od drogi. Niech punkt A bedzie ustalony, a zmieniajmy punkt B = (zp,yp).
Wowezas caltka (19) bedzie pewna funkcja wspotrzednych x5, yp punktu B;

oznaczmy te funkcje jako F(xp,yp):

B (zB.yB)
F(zp,yp) = dea: + Qdy = f Pdx 4 Qdy (21)
A A
Niech C' = (zp + h,yp) bedzie punktem obszaru D. RYS. Wowczas
(a:B+h,yB)
F(zp+ h,yp) 7L+7L F(zp,yp) + 7L Pdz + Qdy (22)
(zB,yB)

Gdy h jest dostatecznie mate, odcinek BC nalezy do obszaru D; mozna wiec
catkowa¢ po nim. BC jest poziomy, tzn. na nim wspotrzedna y jest stata,
wiec ostatnia catka redukuje sie do zwyklej catki fPfg*hdx, a ona, w mysl
tw. o wartosci sredniej dla calek gdzie$ z poczatku drugiego semestru redukuje
sie do P(xp + 0h,yp) - h dla pewnego 0 < 6 < 1; stad mamy

F(xp+ h,yp) — F(zp,yB)
h

Wynika stad, ze F, = P, gdy h — 0. Argumentujac analogicznie otrzymuje-

= P(zp + 0h,yp), gdzie 0<6<]1.

my blizniacza réwnosé F, = (). Zatem funkcja F' okreslona przez (21) ma w
obszarze D obie pochodne czgstkowe, wyrazone wzorami

F,=P(z,y), F,=Q(z,y). (23)

Rozniczkujac te rownosci, otrzymamy F,, = P, F,, = @Q,; a ze drugie
pochodne mieszane sa réwne, to wynika stad rownosé (20).

e o Teraz w druga strone: Niech funkcje P oraz @ spelniaja warunek (20).
Potaczmy punkty A i B dwiema krzywymi K; = AMB oraz Ky = ANB
(rys.). Rozpatrzmy catke po krzywej zamknietej AM BN A. Z tw. Greena,
catka po krzywej jest rowna catce powierzchniowej, a ta jest rowa zeru. To
znaczy, ze [k, = Ir,.

Moze sie zdarzy¢ sytuacja, gdy krzywa Ky przecina sie z krzywa K (rys.).
Wtedy tw. Greena stosujemy do kilku obszaréw, ograniczanych przez przecie-
cia odpowiednich segmentéw krzywych, 1 otrzymujemy ten wniosek co wyzej.

10



CBDO
Uwaga. Koniecznos¢ zatozenia o jednospéjnosci obszaru D

1.8 Sytuacja w 3 wymiarach

W tym: e Analogony warunkéw na niezaleznosé catki krzywoliniowej w 3d

od drogi catkowania; Aby dla 1-formy w= Pdz + Qdy + Rdz catka byta
niezalezna od drogi, musza by¢ spetnione warunki

OR 0Q OP OR 0Q 0P
oy 0z 0z 0z’ Or Oy

(24)

Bo: (implikacja: Caltka jest niezalezna od drogi = spelnione sa warun-
ki (24): Pokazujemy analogicznie jak poprzednio istnienie funkeji F'(z,y, 2)
spetniajacej warunki: F, = P; F, = @); F, = R. Warunek réwnosci drugich
pochodnych mieszanych (mamy ich tutaj trzy) implikuje warunki (24); np.
Fpy= P, =F, =Q, itd.

Implikacja w druga strone pojawi sie niedtugo — jako jedna z konsekwencji
tw. Stokesa (analogon 3d tw. Greena).

e Co to jest rotacja pola wekt.; @ oraz ze warunek na pochodne sktadowych
oznacza bezrotacyjnosé pola; na razie nie ma nic o interpretacji rotacji —
bedzie to przy catkach powierzchniowych

1.9 Calka z r6zniczki zupelnej — potencjal

Niech funkcje P(z,y) i Q(x,y) spelniaja w obszarze jednospojnym D za-
lozenia jak poprzednio (tzn. beda w D ciagle wraz z pochodnymi P, oraz

Qa).

Def. Moéwimy, ze okreslone na D wyrazenie:
w= Pdz + Qdy (25)

(zwane jedno-formaq) jest rézniczkq zupetng, jesli w obszarze D istnieje funk-
cja F(x,y) taka, ze dF = Pdx + Qdy (tzn. F, = P, F, = ()). Funkcje taka
nazywamy naowczas funkcjg pierwotng dla 1-formy W (25).
Zachodzi
Tw. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by 1-forma (25) byta
rozniczka zupetna w obszarze D, jest, aby w calym obszarze D zachodzita
rownosc
9@ _ 9ok (26)
or 0Oy
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Dow. Powyzszy warunek jest konieczny, gdyz jesli zachodzi réwnosé: dF =
Pdx + Qdy, to znaczy to, ze F, = P, I, = @, skad Q, = I,y = F,, = P,.
I na odwrot: Jesli spetniony jest warunek (26), to funkcja F' okreslona przez
catke (21) ma pochodne czastkowe wyrazone wzorami (23), co jest innym
zapisem tego, ze dF = Pdx + QQdy.

CBDO

Uwaga. Jezeli F(x,y) jest funkcja pierwotng dla 1-formy Pdz + Qdy, to
funkcja, pierwotna jest tez funkcja rozniaca sie o stata: F(x,y) + C. Jest tez
na odwrot: Dwie funkcje pierwotne F i F dla 1-formy Pdx + Qdy roznia sie
co najwyzej o stata, tak wiec F' = F + C.

Przykt. Wezmy P = 3z% + 4%, Q = 2xy — y; spelniaja one warunek (26).
Poszukajmy dla 1-formy Pdx 4+ Qdy funkcji pierwotne;.

Odp: F = 23 + 29% — %yQ +C.

Jak jest w trzech wymiarach? Pokazujemy analogicznie jak powyzej, ze:
Aby 1-forma Pdxz + Qdy + Rdz byta rozniczka zupelng, musza by¢ spetnione
rownosci (24).

Uwaga terminologiczna. Kilka stron wezesniej pokazywaliSmy, ze catka,
z 1-formy F,dx + F,dy + F.dz to to samo, co calka [, F- d_é; mozna wiec
1-forme F,dz + F,dy + F.dz Eal}ﬁ utozsamia¢ z wektorem F = (Fy, Fy, F).
Jesli sa spelnione warunki, bedace przepisaniem warunkow (24) dla powyz-
szej postaci 1-formy: F,, = F,,; I, = F..; F,. = F,, oznaczajace, ze
pole F ma znikajgceqg rotacje, to 1-forma ma funkcje pierwotna; oznaczmy ja
jako @ i nazwijmy potencjatem. Zespot pochodnych czastkowych funkcji @,
czyli (@, Dy, @), czyli gradient funkeji ®, to wlasnie wektor F. Mamy wiec:
Aby pole wektorowe byto potencjalne, jego rotacja musi byé rowna zeru. Czy
Czytelnicy pamietaja ten warunek z elektrostatyki?

2 Calki powierzchniowe

2.1 Opis powierzchni: wykresowy, parametryczny,uwiklany

Czytelnik zapewne ma jakas intuicje na temat co to jest powierzchnia — zbiér
dwuwymiarowy. Powierzchnie mozna zadawac¢ na roézne sposoby; najpopular-
niejsze z nich to:

1. Sposob najprostszy — zadawanie powierzchni jako wykresu:

Def. Niech D bedzie otwartym podzbiorem R? oraz niech f bedzie funk-
cja okreslong na D. Zbior punktow S € R3 : S = {z,y, f(z,y)}, gdzie
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(z,y) € D, nazywamy powierzchnia (zanurzong w R?), zadana jako wy-
kres funkcji f. O funkcji f zakladamy, zZe jest klasy C! (tzn. istnieja
pochodne czastkowe f i sa one ciagte).

. Posta¢ uunktana. Zdarza sie czesto, ze powierzchnia jest przedstawiona
rOwnaniem postaci

F(x,y,z)=0. (27)

Wezmy jakis punkt py = (0, yo, 20), spelniajacy rownanie (27). Zaloz-
my, ze cho¢ jedna z pochodnych czastkowych F,.(po), F,(po), F=(po) jest
rozna od zera; taki punkt py nazywamy nieosobliwym. Niech zachodzi
np. F.(pg) # 0. Wowezas z twierdzenia o funkcji uwiktanej wynika, ze w
pewnym otoczeniu py rownanie (27) okresla z jako jednoznaczna funkeje
z = f(z,y), ciagla i rézniczkowalng wzgledem obu argumentow.

Mozna zada¢ pytanie: Co sie dzieje, gdy wszystkie pochodne czastkowe
F' 7znikaja w jakim$ punkcie? Dzia¢ moga sie rézne rzeczy: Moze tam
by¢ punkt samoprzeciecia, moze by¢ niegtadko$é, moze tam wreszcie
wszystko byé dobrze.

. Posta¢ parametryczna. Okreslenie potozenia punktu p = (x,y,2) na
powierzchni wymaga dwoch parametréw; nazwijmy je u, v. Przypusémy,
ze dane sa rownania

r = ¢(u,v)
p= p(“? U) =\ Y = w(uv U) (28)
= X(U, U)

zatozmy ponadto, ze macierz pochodnych czastkowych

Pu Du
Dp = 7/}u ¢v (29)
Xu  Xv

jest nieosobliwa, tzn. w jakim§ punkcie (ug,vy) przynajmniej jeden z
podwyznacznikéw tej macierzy jest rézny od zera. Niech zachodzi np.

Pu v
(T

Napiszmy teraz dwa pierwsze rownania sposrod (28) jako

QS(U,'U)—I':O, ¢(uvv)_y:0

£ 0.

13



Z tw. o funkeji uwiktanej wynika teraz, ze w otoczeniu punktu (ug, vp)
mozna wyznaczy¢ u, v jako jednoznaczne funkcje x, y:

u:g(l‘,y); U:h(l',y).

Podstawiajac tak wyznaczone u i v do trzeciego z rownan (28) otrzy-
mujemy zwykte (wykresowe) przedstawienie powierzchni:

z=x(9(z,y), bz, y)) = f(z,y);
funkcja f jest przy tym ciggta i rézniczkowalna.

Moral: W otoczeniu punktu nieosobliwego, wszystkie trzy przedstawie-
nia: ‘'wykresowe’, 'uwiklane’ i 'parametryczne’ s rownowazne.

Przykt.

1. Sfera. Najczesciej mamy do czynienia z rownaniem uwiktanym: F'(x,y, z) =
2?2 +y* + 22 — R? = 0, gdzie R — promien sfery. Pochodna F jest:
[2x,2y,22] i nigdzie na sferze nie moga by¢ rowne zeru jednoczesnie
wszystkie trzy pochodne czastkowe. Tak wiec sfera jest powierzchnia.

Latwo przejs¢ do postaci wykresowej: z = £/ R? — 22 — y?; kazdy z
tych opiséw jest dobry dla gérnej lub dolnej potowki sfery. A co z rowni-
kiem? Na rowniku F, = 0; pokazuje to, ze cos ztego dzieje sie na réwniku
— w otoczeniu zadnego punktu z réwnika z nie moze by¢ wyrazone jako
funkcja x,y. Ale tatwo temu zaradzi¢, wyrazajac np. x jako funkcje y
oraz z; wtedy prawie caly réwnik bedzie podpadal pod jedna lub druga
galaz funkcji x = £/ R? — 22 — 2.

Jeszcze przedstawienie parametryczne:

xr = Rsinfcos¢; y= Rsinfsing; 2z = Rcosé.

2. Stozek. Zadany jest on przez réwnanie: F(x,y,z) = 22 +y? — 22 = 0.
F jest: [2x, 2y, —2z]; wszystkie trzy pochodne sg rowne zeru w punkcie
(0,0,0); sprawia to, ze stozek nie jest powierzchnig, natomiast stanie
sie nia, gdy wyrzucimy zen punkt (0,0, 0).

Latwo przejsé do 'wykresowej’ postaci stozka: z = £+/22 + 2.

3. Dwie hiperboloidy: jednopowtokowa i dwupowtokowa. Jak sa usytuowa-
ne wzgledem stozka, ktory mozna uwazac za ich przypadek graniczny.
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4. Helikoida. Jest to powierzchnia zadana parametrycznie: x = r cos ¢,
y =rsing, z = ag, gdzie r > 0, ¢ > 0 oraz a > 0. Macierz Jacobiego
jest:

cos¢ —rsing
sing rcoso
0 a

2.2 Powierzchnie — wektory styczne, plaszczyzna styczna

Przypomnijmy sobie, jak byl definiowany wektor styczny v do krzywej v w
R3:

() 7i(t)
VRO [a,b] 3t = () = | 2et) |, vE) =)= |n)|. (30)
73(t) 75(t)

Zalozmy teraz, ze mamy powierzchnie zadana parametrycznie przez (28).
Rozpatrzmy dwa wektory t,, t,, bedacymi dwiema sktadowymi (kolumno-
wymi) macierzy Jacobiego odwzorowania p, tzn. sa one zdefiniowane jako:

Du b
ty= |ty |, to=|y (31)
Xu Xv

Rozpinaja one plaszczyzne styczng do powierzchni. Wektor N prostopadty
do plaszczyzny stycznej jest proporcjonalny do iloczynu wektorowego t,, t,:

N=t,xt,

(przyda sie to nam za chwile).

2.3 Calki powierzchniowe nieskierowane tzn. calki skalarne
2.3.1 Pole powierzchni

2.3.2 Calka pow. nieskierowana

Niech F(x,y, z) bedzie funkcja okreslona na placie powierzchniowym regu-
larnym S, zadanym jako wykres:

z= f(z,y), egdzie (z,y) € D. (32)

Podzielmy obszar D na n prostokatow, zadajac tym samym podziat m, =
{AD1,ADs, ... ,AD,}. Przez 6, oznaczmy Srednice podzialu m,, tzn. di.
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najdtuzszego boku sposrod wszystkich prostokatow. Oznaczmy przez ASj,
ASy, ..., AS, czesci plata S odpowiadajace podzialowi (tzn. bedace wykre-
sami f nad obszarami AD;); pole powierzchni AS; oznaczymy |AS;|. Przez
A; oznaczmy dowolny punkt plata AS; (tzn. A; = (zi,vi, f(x4,y:)), gdzie
(xi,yi) € D;). Utworzmy sume

O = éF(Ai)!ASiI (33)

Wezmy teraz jakis cigg podziatow {m,}, n € N. O tym ciggu zakladamy, ze
srednica n—tego podziatu dazy 0, gdy n — oo.

Def. Jezeli istnieje lim o 1 granica ta nie zalezy od wyboru ciagu podzia-
low ani od wyboru wypunktowania, to granice te oznaczamy przez

//F(w,y,z)dQS (34)
s

1 nazywamy catkq powierzchniowq nieskierowang funkcji F' po placie S.
Podobnie jak dla catek krzywoliniowych nieskierowanych dowodzi sie na-
stepujacego faktu i wzorow:
Tw. Jezeli funkcja F jest ciaglta na ptacie S, to catka (35) istnieje i wyraza,
sie wzorem:

[ [ F,y.2)d®S = [ [ F(a,y, f(a,y)\[1+ £2+ f2dedy  (35)
S D

w przypadku, gdy S jest zadana jako wykres z = f(x,y).

Szkic uzupelnienia dowodu. Wickszos¢ rzeczy w dowodzie 'idzie’ jak
w przypadku jednowymiarowym; uzasadnienia jednakze wymaga wyraze-
nie na 'pole powierzchni’ d%S. Niech @, 7, beda wektorami stycznymi do
powierzchni S RYS. Wektory te sa proporcjonalne do: 4, =~ [1,0, f,|Axz,
o, ~ [0, 1, f,]Ay. Pole powierzchni A%S réwnolegloboku, rozpigtego na wek-
torach v, U, jest rowne:

A28 =[5, x By|| = [|[for Sy Dl A2y = \[L+ 2+ A2y

CBDO
Tw. Gdy mamy powierzchnie sparametryzowana jako (28), to catka z
funkci F' po ptacie S ma postac

[ [ Fy,2)dS = [ [ F(o(u.v),(u.v), x(w,0)y/D? + D3 + D? dudv
S D
(36)
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gdzie

Dx: wu ¢U
Xu  Xv

D__ Qbu va

Yy = Dz — qu ¢U
Xu  Xv

Yu Py

Uzasadnienie. Musimy obliczy¢ 'element pola powierchni’. Majac wektory

Y Y

styczne jak w (31), liczymy ich iloczyn wektorowy i otrzymujemy:

skad otrzymujemy (36).
Przykt.

1. Pole powierzchni. Do wyliczenia pola powierzchni ktadziemy F'(z,y, z) =
1 w calce (35). Policzmy np. pole powierzchni A wykresu paraboloidy
f(z,y) = (2* + ¢?) nad kolem D : 2% + y* < 1. Mamy:

A://dQS://\/1—|—x2—|—y2dxdy:/O%d(b/oldr\/l—l—r%“
S D

1 2 9 3|1
_27755(1+7° )2
2. Pole powierzchni sfery. Parametryzacja sfery przez katy 6, ¢: x = Rsin 6 cos ¢,
y = Rsinfsing, z = Rcosf. Stad, bezposrednio wyliczajac: D, =
R?cosfsin®, D, = R? sin?@sin¢, D, = R?sinfsin ¢, i dalej: d?S =
VD2 + D2+ D2dfd¢ = ... po skroceniach... = R*sin §dfd¢. Pole pow.
sfery A jest wiec

= 23”(2\/5 —1).

0

B 2w ™ 9 . o 9
A= ["de [ dOR’sin6 = 4R
jak 1 nalezato oczekiwac.
3. Masa powloki o zadanym rozktadzie gestosci

4. Potencjat pochodzacy od rozktadu tadunku na dwuwymiarowej powierzch-
ni

5. Wspoltrzedne srodka masy powierzchni dwuwymiarowe;j
Przykl. Znalez¢ wspotrzedng z srodka masy potstery o z > 0, promie-
niu R i o jednorodnej gesto$ci masy p.
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Rozw. Mamy:

//pdeS
Zyc = —2——
[ [ pd’s

S

Dolna calka to 2mR? (see above — obliczenie pola powierzchni sfery).
Gorna catka to:
2m /2 9 . 3 [7/2 . :
Iy= [~ do [ ReosORsin6dg = 2w R* [ sin 6d(sin )
= 21 R? /1 dss = TR
0

2.4 Orientacja
2.4.1 Powierzchnie dwu- i jednostronne tzn. orientowalne i nie

2.4.2 Orientacja bazy przestrzeni wektorowej

Wezmy dwie bazy f = {f;,f,... £} oraz E = {E1,Es,... . E,} w prze-
strzeni wektorowej V. Sa to bazy, zatem jedna mozna otrzymac¢ z drugiej
przez nieosobliwe przeksztalcenie liniowe S: E = T'f.

Def. Jezeli detT" > 0, to mowimy, ze orientacja baz f 1 E jest zgodna.
Jesli det T < 0, to méwimy, ze orientacja baz f 1 E jest przeciwna.

Umawiamy sie, ze orientacje baz w R? poréwnujemy z baza standardows
e — (el, €9, 63>.

Przykl. Inwersja bazy standardowej w przestrzeni R? nie zmienia orien-
tacji. Inwersja bazy standardowej w R3 zmienia orientacje.

2.4.3 Orientacja powierzchni

Niech S bedzie powierzchnia orientowalng zadana wykresowo: z = f(x,y),
niech p = (z,vy, f(z,y)) — punktem tej powierzchni. Niech t,, t, beda dwoma
wektorami stycznymi do S w punkcie p. Wybierzmy trzeci wektor n, prosto-
padty do S w punkcie p. Razem trzy wektory t,, t,, n tworza baz¢. Orientacje
tej bazy nazywamy orientacja powierzchni w punkcie p (moze wiec ona by¢
zgodna z orientacja standardowa lub przeciwna do niej).

2.5 Calki powierzchniowe skierowane tzn. calki z 2-form

Niech S bedzie powierzchnia orientowalna, rzutowalna we wszystkich trzech
kierunkach x,y, z. (Mowimy, ze S jest rzutowalna w kierunku z, jesli daje sie
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przedstawié jako wykres: z = f(x,y). W pozostatych kierunkach analogicz-
nie.)

Niech na S wraz z pewnym otoczeniem beda zadane trzy funkcje P(x, y, z),
Q(z,y, z), R(z,y, z). Rozwazmy formalne wyrazenie:

&= Rdr Ady + Qdz A dz + Pdy A dz (37)

2.6 Tw. Gaussa-Ostrogradskiego

Niech bedzie dany w R? obszar normalny V', ograniczony jedna powierzchnia
regularng S. Zachodzi:

Tw. Gaussa — Ostrogradskiego Jezeli funkcje P, ), R sa ciagle wraz z
pochodnymi P,, (),, R, wewnatrz obszaru V' i na jego brzegu S, przy czym
brzeg jest powierzchnia regularng o orientacji zewnetrznej, to zachodzi row-

nos¢
///(81) 06 aR) da:/\dy/\dz—// PdyAdz+QdyAdz+ Rdz Ady)
0z
://(Pcosoz—l—@cosﬁ—l—Rcosv)&S (38)
S

(tu a jest katem miedzy wektorem normalnym n do powierzchni S a osia x,
£ — miedzy n a osia y, v — miedzy n a osia 2).

Dow. Obszar V', jako normalny wzgledem plaszczyzny xy, daje sie okresli¢
nieréwnosciami

filz,y) < 2 < fo(z,y), gdzie (x,y) € D

(tu D jest rzutem V na plaszezyzne zy).
Stosujac wzor na zamiane catki potrojnej na iterowang, i fakt, ze catkujemy
pochodn@, dostajemy

/// O drdydz = //R ,y, fa(, y))dady — //R z,y, fi(z,y))dzdy

Oznaczmy przez S; powierzchnie z = fi(z,y) (dolna) zorientowana w dot, a
przez Sy — powierzchnie z = fo(z,y) (gorna) zorientowana ku gorze. Wow-
czas, wykorzystujac wzory o tym, jak sie wyraza catka powierzchniowa skiero-
wana przez catke podwojng, oraz fakt, ze przy zmianie orientacji powierzchni
catka zmienia znak, mamy

//R(az,y, fi(z,y))daxdy = //R(az,y, z)dx Ady = —//R(x,y,z)dx/\dy
D -5 S1
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1 analogicznie

D " S,
tak wiec

/// df’:/\dy/\dz—//Rﬂfy, )dx/\der//ny, z)dz A dy

1 ostatecznie

/// d:L‘/\dy/\dz—//Rdaj/\dy—//RcosydS

W analogiczny sposob (rzutujac S na pozostale plaszczyzny: xz oraz yz)
otrzymamy

/// dxdydz—//de/\dZ—//Pcosozd S,
/// dxdydz—//de/\dm_//Qcosﬁd5

Po zsumowaniu powyzszych trzech wzorow otrzymujemy (38).
CBDO

2.6.1 Interpretacja dywergencji

Przykt. Catka po brzegu gornej potkuli, tzn. K (0, R) = K(0,R); 2> 0

zorientowane] zewnetrznie.

//zdx/\dy—l—dz/\dx—///dx/\dy/\dz
K. (0,R)

2.7 Tw. Stokesa

Niech w R? bedzie zadana orientowalna powierzchnia S z brzegiem 9.S. Niech
powierzchnia S bedzie rzutowalna na plaszczyzne xy (to zalozenie jest chwi-
lowe — zaraz zostanie usuniete). Niech S bedzie zorientowana tak, by dodatni
obieg na krzywej 0S dookota prostej normalnej do powierzchni S byt taki
sam, jak obieg na ptaszczyznie xy dookota osi z. RY'S.
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Niech w otoczeniu powierzchni S beda okreslone funkcje P, Q, R, ciagte
wraz z pochodnymi.

Zachodzi

Tw. (Stokesa).

/ Pdz+Qdy+Rdz = / / (R,—Q.)dyAdz+(P.— R, )dzAdz+(Q,— P,)dzAdy.
oS S

(39)
Dow. Zalozmy, ze S dana jest jako wykres funkcji f: z = f(z,y), gdzie
(x,y) € D. Niech 9D bedzie brzegiem obszaru D. Wowczas

/P(x,y, z)dz = /P(w,y,f(x,y))dx
ds oD

Catke po prawej stronie przeksztalémy, wykorzystujac tw. Greena:

__/<ap OP 9z oP

/Pa:yfxy azay>dxdy—— 9y —dxAdy— /6 fydxAdy,

a te ostatnig catke zamieniamy na catke powierzchniowa nieskierowana:
I = fyda:/\dy —/ — Iy cos vd?S,

gdzie v jest katem pomiedzy wektorem normalnym do powierzchni S a osia
z. Mamy jednak zaleznosé¢ miedzy katami v i f3:

1 f,
cosy = , cosf3=— —> cosf3 = —f,cos",
LNy ey g ST J2 b= —Jycosy

tak wiec

I =— a—PcosﬁdQS—— 8—sz/\dx
82 82

1 ostatecznie

/de_// dz/\daz—gpdx/\dy

Analogicznie mozna przeksztalcié catki /Qdy oraz /Rdz. Przez dodanie

stronami tych wyrazeii otrzymamy wzor (39).
CBDO
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2.7.1 Interpretacja rotacji

Calke po lewej stronie rownosci (39) mozna zapisa¢ w postaci: / ﬁ-fds, gdzie
08
t oznacza jednostkowy wektor styczny do krzywej 9S, zag F = (P,Q, R).

(Byt taki wzor na przeksztalcenie catki krzywoliniowej skierowanej na nie-
skierowana,).

Rotacjq pola wektorowego F= (Fy, Fy, F,) nazywamy pole wektorowe o
sktadowych: rot F = (Fy.—F.y, F.p — Fy ., Fuy — Fy ). Wyrazenie pod-
catkowe po prawej stronie réwnosci (39) mozna, uzywajac symbolu rotacji,
zapisa¢ jako

rot F-ii = (R, — Q.)cosa + (P. — R,) cos 3+ (Q, — P,) cos~.

(tu 7 jest wektorem normalnym do powierzchni S). Ostatecznie rownosé (39)
mozna zapisaé jako

/é)Sﬁ-fds://rotﬁ-ﬁdQS.
S

Catke po lewej stronie powyzszej rownosci nazywamy krgzeniem pola wekto-
rowego I’ po krzywej 0S. Po prawej stronie za§ mamy strumien pola wekto-
rowego rot F' przez powierzchnie S.

2.7.2 Wielka Unifikacja

/de: e (40)

(zwane tw. Stokesa — ogélna wersja). Jest to '3 w 1’ (zawierajace — jako
szczegolne przypadki — tw. Greena, G-0, Stokesa).

Te 3 tw. (tw. Greena, G-0, Stokesa) sa bardzo intuicyjne fizycznie, ale kiep-
sko poddaja sie uogdlnieniom (np. na wyzsze wymiary). Ogolne tw. Stokesa
(40), 7 kolei, jest stuszne dla dowolnego wymiaru; ale jest mniej intuicyjne i
wymaga wprowadzenia szeregu pojec.

1. Co to jest k—forma rdzniczkowa: Cos, co sie wsadza do calki k—wymiarowe;j
1 co zalezy od orientacji.

2. Formy na R3.

(a) O—formy to funkcje: W= f, gdzie f jest funkcja trzech zmiennych
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(b) 1—formy sa postaci: w= Pdz + Qdy + Rdz, gdzie P, @, R — funkcje
trzech zmiennych x,y, z.

(c) 2—formy sa postaci: = Pdy ANdz 4+ Qdz A dx + Rdx A dy, gdzie
rmowu P, (), R — funkcje trzech zmiennych x, y, 2.

(d) 3— formy maja postac: &= Fdr A dy A dz, gdzie F jest funkcja
trzech zmiennych x,y, 2.
Formy stopnia wiekszego niz 1 maja wtasnosci:

dz’ A dz/ = —da’ A d2’ (41)

co w szczegolnosci pocigga za soba dz’ A dat = 0.

Formom mozna nada¢ bardziej wyraziste znaczenie geometryczne, ale
nie bedziemy tego tu robi¢ i poprzestaniemy na ich znaczeniu jako sym-
boli majacych wlasnosci (41).

. Formy na R". Ogoélna posta¢ k—formy na R" jest:

k

w= > iy i, T A dT2 A - A dt (42)
1< <ig < <ip<n
gdzie a;;,. ., jest funkcja n zmiennych: o', 2%, ..., 2" klasy C2.

. Lloczyn zewnetrzny. Uzywajac znaku 'A” ('iloczyn zewnetrzny’) mozna

tworzy¢ nie tylko iloczyny da’ A da’, ale tez ogolniejsze iloczyny ze-
1

wnetrzne form: Np. jesli w= Pdx + Qdy + Rdz, 1= adx 4 bdy + cdz, to

1

WA = (Pb—Qa)dx Ady+ (Ra— Pc)dz Adz+(Qc— Rb)dydz; wykorzy-

staliSmy tu rozdzielno$¢ mnozenia (zewnetrznego) wzgledem dodawania,

1 wlasnosci antysymetrii iloczynéw zewnetrznych.

. Przyporzqgdkowanie wektorowi z R3 1-formy i 2-formy. Wiekszosé ra-
chunkow na wektorach mozna wyrazi¢ w jezyku form. Najsampierw jed-
nak zdefiniujmy przyporzadkowanie wektorom form. Ot6z w zaleznosci
od zapotrzebowania, wektorowi F = (P, Q, R) przyporzadkowuje sie w
nastepujacy sposob jedno- albo dwuforme:

F=(P,QR) < ws=Pdz+ Qdy + Rdz; (43)

F=(P,QR) < ws=PdAydz+Qdz Adz + Rdz Ady;  (44)
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6. Wyrazenie il. skalarnego 1 wektorowego przez powyzsze formy. Niech
beda zadane dwa wektory: @ = (ay, ay, a,) oraz b = (by, by, b.). Bezpo-
srednim rachunkiem mozna przekonac sie, ze:

(45)

(z tego wzoru od razu, dzieki antysymetrii przy mnozeniu 1—form, wy-
nika antysymetria iloczynu wektorowego) oraz
wa A u%g: (@- b)dz A dy Adz. (46)

7. Przypomnienie + wogolnienie: Catkowanie k—formy tzn. sprowadzenie
jej do catki k—wymiarowe;.
Calke z k—formy (42) po k—wymiarowej powierzchni S okresla si¢ na-
stepujaco:
Niech powierzchnia S bedzie sparametryzowana przez y = (y*, %, ..., y%) €
D C R*. Calka z calej k—formy (42) bedzie suma calek z jednomia-

now k—formowych. Rozpatrzmy catke z jakiegos jednego jednomianu
k—formowego. Definiujemy catke z k—formy jako catke k—wymiarowsa:

/S ailig...ik(l'l, 2, ... ,asn)da:i1 Adz2 A - Adrt =
O(x, x%2 ... x)
a(y17y27 ¢t 7yk)

8. Rozniczka zewnetrzna d. Dla form mamy okreslong jeszcze jedna ope-

Or /D ailiz_._ik(xl(yl, . ,yk), x2(y1, o ,yk), . ,x”(yl, . ,yk))

racje, a mianowicie operacje rozniczki zewnetrznej d, przeprowadzajacej
k—forme w k + 1—forme. Dzialta ona nastepujaco:

a) Na 0— formach czyli funkcjach f = f(2!, ..., 2"):
(a) y j o

df = fd1+6fd + - +§jd” (47)

(b) Na k—formach: Wezmy jaka$ k—forme proporcjonalna do ktorejs
bazowej tzn. jednomian formowy:

7]%: Fdz" Adz2 A - A 2
tu rozniczka zewnetrzna dziata tak:
d 1= dF Adz Adz2 A - Az
gdzie dF' oblicza sie zgodnie z wzorem (47)
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9. Gradient, dywergencja 1 rotacja. W ten sposéb mozna zdefiniowaé ope-
racje rozniczkowe: gradient, dywergencje i rotacje:

(a) Gradient funkeji f:
1
df =Wgrad f;

(b) Rotacja: Dla pola wektorowego F:
d &=, 5
(c¢) Dywergencja: Dla pola wektorowego F:
d &= div Fdz Ady A dz
10. d ma wtasnosé: dod = 0; sprawdzenie tego na 0—formach i 1—formach.

(a) O—formy: W= fat, 2% 2?),

3 |
df = fida";
=1

3 ) 3 3 . . 3 ) .
d(df) = Z d(fﬂ)dl'l = Z Z fﬂ-jdx’/\dxj = Z(f7ij—f,ji)dl'l/\d$j = 0;
1=1 1=1j=1 1<j

ostatnia réwnos¢ wynika z faktu, ze pochodne mieszane drugiego
rzedu sa rowne.

W przetozeniu na jezyk wektoréw oznacza to, ze rotacja gradientu
jest rowna zeru.

1 ’ . .
(b) 1—formy: w= >3, a;dx’, gdzie ai,as,as sy funkcjami !, 22, 23,

wezmy pojedynczy jednomian 1—formowy a;dz’ i obliczmy jego po-
chodna zewnetrzna:

‘ . 3 . .
d(a;dz") = da; Adz' = ) a; jdz’ Ada’
j=1

1 liczac jeszcze raz rozniczke zewnetrzna otrzymanego wyrazenia,

3 . . 3 ) ) 3 3
a; jdz’ A dxz) = Y da, jdz/Adx" = (Z > ai,kjd:z:k A C
=1 ' j=1k=1

J=1

J

d(d(a;dz’)) = d (

= (Z (ainj — aijx)dz” A d:z:j) Ada’ =0,

k<j
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11.

znow ze wzgledu na to, ze drugie pochodne mieszane funkcji a; sa
sobie rowne.

W przetozeniu na jezyk wektorowy oznacza to, ze dywergencja ro-
tacy jest rowna zeru.

W fizyce (przede wszystkim elektrodynamice, ale nie tylko) korzysta
sie 7 tego faktu, wprowadzajac potencjat wektorowy dla pola magne-
tycznego: Wiadomo, ze dywergencja pola magnetycznego jest réwna
zeru (nieistnienie pojedynczych tadunkoéw magnetycznych). Skoro
tak, to pole magnetyczne B daje sie zapisac¢ jako rotacja pewne-
go pola wektorowego ff, zwanego potencjatem wektorowym dla pola
magnetyczneqo:

B = 1ot A.

Podobnie jak wprowadzenie potencjatu elektrostatycznego uprasz-
cza wiele rachunkéw dla pola elektrycznego, tak wprowadzenie po-
tencjalu wektorowego upraszcza rachunki dla pola magnetycznego.

Uwaga. Wtasnosé d od = 0 jest prawdziwa dla dowolnych form w do-
wolnym wymiarze, natomiast wyrazenie tej wlasnosci w jezyku wekto-
rowym, tzn. rot(gradf) = 0 oraz div(rotF' = 0) sa prawdziwe tylko w

Powrerzchnia z brzegiem; orientacja przestrzeni 1 orientacja brzegu. By-
lo omowione; agitacja, ze przenosi sie to na wyzsze wymiary.

12. Twierdzenie Stokesa.
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3.1

10.

Zadania

Calki krzywoliniowe nieskierowane

. Obliczy¢ dtugosé jednego tuku cykloidy (tzn. krzywej danej parame-

trycznie przez: x = R(t —sint), y = R(1 — cost)). Odp. 8R.

. Obliczy¢ dtugosé elipsy o potosiach a i b. Odp. wyraza sie przez catke

eliptyczna.

. Obliczy¢ dhugosé tuku paraboli y = ax? pomiedzy punktami x; i ».

Obliczy¢ dtugosé krzywej tancuchowej, tzn. odcinka linii y = coshx
pomiedzy r =0 a x = z*.

. Obliczy¢ catke krzywoliniowsa, f7 gdme v jest odcinkiem taczacym

punkty A = (0,—2)1 B = (4,0).

. Obliczy¢ calke krzywoliniows [, xyds, gdzie 7 jest prostokatem o wierz-

chotkach A = (0,0), B = (6,0), C = (6,3) i D = (0, 3).

Obliczy¢ caltke krzywoliniows [, zyds, gdzie v jest ¢wiartka elipsy o po6i-
ab(a®+ab+b?)

osiach a i b, lezaca w pierwszej ¢wiartce. Odp. 3(atd)

. Obliczy¢ catke krzywoliniows [, \/2yds, gdzie « jest lukiem cykloidy

(jesli ktos nie wie co to jest to p. zad. 1) dla ¢t € [0,27]. Odp. 47V R3.

. Niech krzywa ~ bedzie opisana parametrycznie we wspotrzednych bie-

gunowych: r = r(t), ¢ = ¢(t) dla t € [a,b]. Pokaza¢, ze caltka krzywoli-
niowa nieskierowana I = [, f(z,y)ds wyraza si¢ wzorem:

I —/ F(r(t) cos o(t), r(t) sin ¢())/r(t)2' (t)2 + 7/(t)2dt
gdzie primy oznaczaja pochodne po .

Pokazaé, ze w przypadku, gdy opis krzywej jako: r = r(¢), to catka
krzywoliniowa nieskierowana I = [, f(z, y)ds wyraza si¢ wzorem:

I= [ £(r(8) cos 6. 7(6) sin ) ()7 + ' (6)do

gdzie prim oznaczaja pochodna po ¢: 1’ j;

Rozw. Liczymy element dtugosci, pamietajac, ze mamy tu funkcje dwukrotnie zlozona: = z(¢) =

VvV
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Obliczy¢ catke krzywoliniowa [, xv/2? — y*ds, gdzie 7y jest potowka lem-
niskaty Bernoulliego: (22 + y?)? = a?(2? — y?) dla 2 > 0.

Obliczy¢ caltke krzywoliniows [, arctg 2ds, gdzie v jest kawaltkiem spirali
Archimedesa r = 2¢, poloZonym Wewnqtrz okregu o promieniu R i
srodku w punkcie (0,0). Odp. 3[(1 + £ B3z ),

Obliczy¢ dtugosé tuku spirali Archimedesa w sytuacji z poprzedniego
zadania.

Obliczy¢ wspoirzedne srodka cigzkosci potowki oergu o stalej liniowej
gestosci masy p 1 promieniu R, znajdujacego si¢ w gornej potplaszezyz-
nie.

Rozw. Parametryzujemy okrag: * = Rcos¢,y = Rsing; ds = /2’2 + y'2d¢ = Rd¢. Diugosé
poétokregu — a wiec i jego masa M — wtedy sie banalizuje:

M:/pds:p/ \/x’2+y’2d¢:pR/ d¢ = mpR,
n 0 0

teraz: Ramie dzialania sity F, w kierunku y:

F, = / ypds:p/ Rsin¢\/z’2+y’2d¢:pR2/ sin ¢pdp = 2pR?;
N 0 0

tak wiec
B 2pR?
MC — ﬂ_pRv
czyli
— 2
Odp. Yy = 2R.

. , . 2 . . . e
Obliczy¢ catke krzywoliniowg I = [, %, gdzie v jest fragmentem linii
srubowej: © = Rcost, y = Rsint, z = Rt dla t € [0, 27].

Rozw. Mamy: 2/ = —Rsint,y’ = Rcost,z’ = R; wiec: ds = VR2sin?t + R2 cos?t + R2dt =
V2Rdt. Podstawiajac do funkcji catkowanej wartogci wspotrzednych na krzywej v, mamy:

o R2¢42 27
I= / V2Rdt = V2R / 2dt,
0 0

R2cos?t + R2sin’ ¢t
wiec
Odp.%R\/ﬁ(Zﬂ)?’.
Obliczy¢ catke krzywoliniows [, xyzds, gdzie 7 jest ¢wiartka okregu da-
nego rownaniami: o + y> + 22 = R?, 2% +1° = RTQ dlaz >0,y > 0,
z > 0.

3.2 Calki krzywoliniowe skierowane (tzn. z 1—form) & tw.
Greena

Obliczy¢ catki krzywoliniowe Iy = [, xdy, Io = — [, ydx po elipsie 2—; +
%—j = 1, skierowanej dodatnio wzgledem jej obszaru wewnetrznego.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Rozw. Parametryzujemy 7: x(t) = acost, y(t) = bsint, de = —asintdt, dy = bcostdt, gdzie
t € [0, 2x]. Wiec:

2 2m
I = / acostbcostdt = ab/ cos? tdt = mwab;
0 0

I, liczymy analogicznie. Then:

Odp ]1 = [2 = mab.
Obliczy¢ catke krzywoliniows I = [, xydz + z2dy:

(a) po odcinku o poczatku (a,0) i koncu (0, b);
(b) po tuku elipsy 2—; + Zé—j = 1 o poczatku (a,0) i koncu (0, b).

Rozw.
a) Parametryzacja odcinka: y = —gx +b, x €a,0]; dy = —gdx . Mamy:

0 a
b b b 2b 1 1
I= ——2 4 b)d 2(—)de = [ (2=2® —ba)dr = = —a® — Zba® = ~d?b.
/ax( ax+)x+m( a)x /O(Qx x)dx 350 ~gba” =ga

b) Parametryzacja elipsy jak w poprzednim zadaniu; tu ¢ € [a, b]. Mamy:
w/2 1
I= / acostbsint(—)asin tdt 4 a? cos® thcos tdt = +§a26.
0

Odp. (a) I = za®b, (b) I = 3a®b.

Obliczy¢ catke: fv(x2 — y?)dy, gdzie v jest fragmentem paraboli y = 22
pomiedzy punktami (0,0) a (3,9).

Obliczy¢ catke: [, —x cosydx + ysin xdy, gdzie v jest odcinkiem lgcza-
cym punkty (0,0) oraz 7, 27.

Obliczy¢ catke: [, yzdx + zxdy + xydz, gdzie v jest jednym zwitkiem
linii srubowej x = Rcost, y = Rsint, z = % (tzn. t sie zmienia od 0
do 27).

Obliczy¢ calke: [, y2dx + 22dy + 22dz, gdzie v jest krzywa, bedaca prze-
cieciem sfery x? + y? + 22 = R? z cylindrem 2% + y* = Rz (tu R > 0,
z > 0). (Jest to tzw. krzywa Vivianiego). Kierunek obiegu ~ jest ta-
ki, ze startujac z punktu (R, 0,0) idzie sie najsampierw przez punkty o
wszystkich wspotrzednych dodatnich.

Obliczy¢ calke: [, %, gdzie v jest potokregiem x = Rcost, y =

Rsint, przebieganym od t = 0 do t = 7.

Obliczy¢ caltke: fv?ﬁiﬁiﬁi‘jy, gdzie v jest potowka elipsy: x = acost,

y = bsint, przebiegang od t =0 do t = 7.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Obliczy¢ calke: [, zdy, gdzie 7 jest brzegiem trojkata utworzonego przez
osie wspotrzednych oraz prosta: 5 + % = 1. Krzywa 7 jest obiegana w
dodatnim (tzn. antyzegarowym) kierunku.

To samo ogolniej: Obliczy¢ catke: [, xdy, gdzie v jest brzegiem tréjkata
utworzonego przez osie wspotrzednych oraz prosta: £ +4 =1, a,b > 0.
Krzywa v jest obiegana w dodatnim (tzn. antyzegarowym) kierunku.
Catke te niezaleznie obliczyé¢ z tw. Greena; zinterpretowa¢ wynik.

a) Obliczy¢ catke: [, xdz +ydy, gdzie v jest fragmentem wykresu funkeji
y = €%, taczacym punkty A = (0,1) i B = (2,¢€?). b) Obliczy¢ to samo
wzdluz odcinka taczacego A 1 B. Zinterpretowaé¢ wynik wykorzystujac
tw. Greena.

a) Obliczy¢ catke: [, xdx+ydy, gdzie v jest ¢wiartka okregu © = R cost,
y = Rsint, przebiegang od t = 0 do t = §. b) Obliczy¢ to samo wzdtuz
odcinka taczacego (0, R) i (R,0). Zinterpretowa¢ wynik wykorzystujac
tw. Greena.

Obliczy¢ pole powierzchni figury ograniczonej osig y = 0 oraz jednym
tukiem cykloidy. Wsk. Uzyé tw. Greena.

3.3 Szukanie funkcji pierwotnych dla 1—form

Sprawdzi¢, ze calki po krzywych zamknietych v sa réwne zeru nieza-
leznie od postaci funkeji, ktore wystepuja w catkowanych 1—formach.
(Oczywiscie jesli sa spelnione zalozenia nt. rozniczkowalnosci tychze
funkcji). Znalez¢ funkcje pierwotne dla catkowanych ponizej 1—form.

a) Iy p(x)dz + ¥ (y)dy.

(a)
(b) J, f(xy)(ydz + zdy).
(c) Jy f(E) P,
)
)

( x
(e

Sprawdzi¢, ze catkowane ponizej formy sa rozniczkami, i obliczy¢ catki z
tych jednoform po (dowolnych) krzywych taczacych punkt poczatkowy
A z punktem koncowym B.

(a) JX ydo +ady, A= (~1,2), B=(2,3).

fz+y)+ flz—y)ldz+ [f(z+y) — flz—y)]dy.

h
h
b
Jy f(@? + y? 4 22) (xdz + ydy + 2dz2).
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(b) f232%ydx + 23dy, A= (0,0), B = (2,3).
(¢) ¥ “‘j;gjggy, A= (3,4), B = (5,12); zaktadamy, ze kontur catkowa-
nia nie przechodzi przez punkt (0,0) oraz, ze sie nie nawija wokol

tego punktu.
(d) P zdrtudy - A — (4,3), B = (12,5); zaktadamy, ze kontur catkowa-

Nz

nia nie przechodzi przez punkt (0,0) oraz, ze sie nie nawija wokot
tego punktu.

(e) /B yzdx + zady + zydz; A= (1,2,3), B = (3,2,1).

(f) f§ zwdutoydezyzde = A — (7.9 3), B = (5,3,1); zakladamy, ze kontur

(z—yz)?
catkowania nie przechodzz przez powierzchnie z = Q

32. W ponizszych zadaniach znalez¢ funkcje pierwotna dla podanych 1—form,
sprawdziwszy uprzednio, ze taka funkcja istnieje.

(a) w= 22dz + y2dy

(b) W= (a* — y?)(adz — yd)

(c) Lo @ +?i/z:iyx)+ydy

(d) W (2x cosy — y*sinz)dz + (2y cosx — x* siny)dy
(0) w= e + (15 +1) dy

33. Znalez¢ liczbe n taka, aby ponizsza 1—forma W byla rézniczka. Znalezé
dla tego przypadku funkcje pierwotng dla 1—formy:.
L (x —y)dz + (x + y)dy
(1'2 + y2)n ’

34. W ponizszych zadaniach znalez¢ funkcje pierwotna dla podanych 1—form,
sprawdziwszy uprzednio, ze taka funkcja istnieje.
L detdy+d
(a) o= dats
(b) (,(1): rdr+ydy+zdz

/I2+y2+22

1
_ yzdx+xzdy+axydz
(c) w= e

L zedy+xydz—yzdx
i =

(e> (b dr— 3dy + 3y— x+z dz.
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3.4

Calki powierzchniowe nieskierowane

Znalez¢ pole powierzchni wycietej:

(a) walcem x? + y? = R? 7 paraboloidy hiperbolicznej z = wy;

(b) walcem %; + 1%b% = ¢? 7 paraboloidy eliptycznej z = % + %Z;

(¢) 'walcem’ (2 + y*)?* = 2a’zy 7 paraboloidy hiperbolicznej z = %xy;

(d) walcem 2% + 3? = p? ze sfery 22 + y* + 22 = R? (zakladamy, ze
R > p).

Znalez¢ pole powierzchni czedci sfery a2 + 2 + 22 = R? wycietej przez
walec 22 + y? = Rx (tzw. powierzchnia Vivianiego).

. Znalez¢ pole powierzchni walca 22 + y?> = Rx zawartej wewnatrz kuli

2?4+ y% + 22 = R? (tzn. powierzchni bocznej bryly Vivianiego).

Znalez¢ pole powierzchni utworzonej przez obrot krzywej y = f(x) wo-
kot osi x. Zaktadamy, ze f(x) > 0, z € [a, b].

Niech powierzchnia bedzie zadana we wspotrzednych sferycznych jako:
r=r(,9).

Znalez¢ wyrazenie na pole tej powierzchni.

. Wykorzystujac otrzymany wyzej wzor, obliczyé pole powierzchni: 22 +

y? + 22 = 2d’zy.

Rozwazmy powierzchnie kuli: 22 4 y? + 2% = Rz. Znalez¢ pole czesci tej
sfery zawartej wewnatrz stozka 22 = Ax? 4+ By?; zakladamy, 7e z > 0.

3.5 Calki powierzchniowe skierowane tzn. z 2—form

. Obliczy¢ calke: //(x2 + y?)dz A dy, gdzie S jest kotem 22 + 4? = R?,
S

zorientowanym przez wektor normalny skierowany w dot.
Obliczy¢ catke: 32 = //zdx/\dy, gdzie S jest gorna potoéwka sfery z? +
S

y? + 2% = R?, zorientowang przez wektor 77 = (—1, —1, —1) zaczepiony
w punkcie %(1, 1,1). Odp. ¥ = —27R3/3.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Obliczy¢ catke: //:U2y2zd:1: Ady, gdzie S jest dolng polowka sfery a2 +
S

y? + 22 = R? zorientowang przez wektor 7 = (0,0, 1) zaczepiony w

punkcie (0,0, —R). Odp. —ZR".

Obliczy¢ calki:
(a) Ioz//dx/\dy,

S
(b) I ://zda:/\dy,
S

(c) [2://22dx/\dy
s

gdzie S jest elipsoida o potosiach a, b, ¢, zorientowang na zewnatrz. Odp.
a) Iy =0, b) I = 3mabe, ¢) I, =0.

Obliczy¢ catki

(a) I, = //a:?’dy N dz,
s

(b) I = //yzdz/\da:
S

po goérnej polowie tejze elipsoidy, zorientowanej przez wektor normalny
1 = (0,0, 1) zaczepiony w punkcie (0,0,¢). Odp. a) I, = %Wa?’bc, b)

I, = iﬂabc?

Znalez¢ strumien pola wektorowego @ = (0, yz, 0) przez powierzchnie S,
ograniczajaca obszar zadany nieréwnosciami: z > 1 — a2 — y%, z > 0,
y = 0. Orientacja S jest zadana przez wektor normalny skierowany
na zewnatrz. Strumieri policzy¢: a) bezposrednio, b) z tw. Gaussa —
Ostrogradskiego. Odp. 5.

Sprawdzi¢ tw. Stokesa dla: W= 2?y3dr + dy + zdz. Konturem ~, po

2

ktorym ta forma jest catkowana, jest okrag x? + y? = a? zorientowany

dodatnio.

Sprawdzi¢ tw. Stokesa dla: W= ydx 4 zdy + xdz, catkowanej po krzywej

v = (z(t),y(t), 2(t)): z(t) = asin®t, y(t) = V2asintcost, z(t) =

a cos® t, gdzie t zmienia sie od 0 do 7. Odp. // d w= / W= ——a’n.
gl

Int ~ \/§
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16. Sprawdzi¢ tw. Stokesa dla: = xdy Adz 4+ ydz A dx + zdx A dy, catko-
wanej po brzegu szescianu o dtugosci boku 1, ktorego wierzchotki sa w
punktach: (0,0,0, (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0) itd.
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