1 Funkcje holomorficzne

Sa to funkcje jednej zmiennej zespolonej o wartosciach zespolonych, spetnia-
jace pewien warunek, o ktérym bedzie dale;j.
1.1 Miniaturowa powtérka z liczb zespolonych

Def. Liczbg zespolong nazywamy pare liczb rzeczywistych (a, b) z odpowied-
nio zdefiniowanymi dziataniami dodawania i mnozenia; lub, réwnowaznie,
liczba zespolona to nastepujacy obiekt:

z=a+bi, abecR, oraz i*=—1.

Zbior wszystkich liczb zespolonych oznaczamy jako C; geometrycznie jest to
iloczyn kartezjanski R x R, a wiec ptaszczyzna.
Def. Liczbe sprzezong do z = a + bi definiujemy jako:

Z=a— .
Def. Cz¢s¢ rzeczywista i urojona liczb z to:
Rz=a, $z=0>.
Def. Modutem liczby z (ozn. |z|) jest liczba rzeczywista nieujemna:
2] = Va2 + b2 = V2z.

Uwaga. Modut liczby zespolonej spelnia wszystkie wtasnosci normy.
Def. Odlegtoscia dwoch liczb zespolonych 21, 2o nazywamy

d(Zl,ZQ) = ‘Zl — 22’.
Dla odleglosci spetniony jest w szczegélnosci warunek trojkgta:

Vo zpzseC & d(21, 22) < d(z1, 23) + d(23, 22)

1.2 Definicja holomorficzno$ci

Pamictamy, jak byta zdefiniowana pochodna funkcji f w przypadku rzeczy-

. +h) — f(x)
w zaleznosci od tego, czy dazymy do x z lewa czy z prawa, moéwimy o po-
chodnej lewo- badZz prawostronne;j.

wistym:




W przypadku funkeji zespolonych definicja jest bardzo podobna, ale kon-
sekwencje sa znacznie glebsze niz w przypadku rzeczywistym.
Def. Niech f: C D O — C, gdzie O jest zbiorem otwartym. Mowimy, ze
f jest holomorficzna, jesli dla dowolnego z € O istnieje granica
B) —

h—0 h

(2)

ktora jest niezalezna od h, i jezeli f'(2) jest ciagla funkcja 2.

Uwaga. Definicje rozniczkowalnosci rzeczywistej (3) i zespolonej (2) wy-
gladaja na pierwszy rzut oka tak samo. Definicja rézniczkowalnosci zespo-
lonej jest jednak warunkiem o wiele mocniejszym. Warunki (3) (2) mowia
ze granica ma by¢ taka sama niezaleznie od h. W przypadku rzeczywistym
mamy do zbadania jedynie dwie granice (lewo-i prawostronna), podczas gdy
w przypadku zespolonym h moze dazy¢ do zera z dowolnego kierunku na
ptaszczyznie — 1 wszystkie te granice musza by¢ rowne.

Przyktadem tego, jakim mocnym ograniczeniem jest warunek (2), jest
fakt (ktorego dowdd poznamy niedtugo), iz jesli funkcja holomorficzna jest
rozniczkowalna jeden raz, to jest tez rozniczkowalna nieskonczenie wiele razy.
Nie ma takiej sytuacji w przypadku rzeczywistym: Funkcja, ktéra jest jeden
raz rozniczkowalna, nie musi by¢ rozniczkowalna wiecej razy.

1.3 Podstawowe wlasno$ci funkcji holomorficznych

Niech z = x +iy. Dowolna funkcja f(z) o wartosciach zespolonych moze by¢
zapisana jako:

f(z) = P(z,y) +iQ(z,y), gdzie z,y € R, P(z,y) € R, Q(z,y) € R.

Zalozmy, ze f(z) jest funkcja holomorficzna. Skoro pochodna f ma by¢ nie-
zalezna od kierunku, to policzmy pochodne w kierunku ’rzeczywistym’ i 'uro-
jonym’; musza one by¢ sobie réwne:

fleth) = fz) _Of \_0P(y) .0Q(y)

fl(z) = pim - =55 ==~ o (3)
oy o fleth) = fz) . flz+ik) = f(r) 10f 10P(w,y) q
f (Z) a h—})l,l}zleiR h o k_,l&n;«lbeR ik - ;@ - ;Ty‘i‘*

(4)
Jako sie rzekto, pochodne f liczone na dwa sposoby, czyli prawe strony réw-
nosci (3) i (4), musza by¢ sobie rowne, tak wigc mamy:
0P(z,y) _ 0Q(z,y) (5)
Ox oy




(rownosé czesci rzeczywistych), oraz

0Q(z,y) ~ O0P(z,y), (©)

Ox oy

(rownosé czesciurojonych). Rownosci powyzsze to wzory Cauchy’ego—Riemanna.

StwierdziliSmy wiec, ze czesci: rzeczywista i urojona funkeji holomorficzne;j
spelniaja rownania C-R. Okazuje sie, ze jest réwniez na odwrot:

Tw. Funkcja zespolona f(z) = P(x,y)+iQ(x,y) jest holomorficzna wtedy
i tylko wtedy, gdy funkcje P i @ s klasy C! iich pochodne spelniaja warunki
Cauchy’ego — Riemanna (5) i (6).

Dow.

—> (tzn. ze holomorficznos¢ implikuje spelnienie warunkéw Cauchy’ego—
Riemanna) wlasnie powyzej byl (wyprowadzenie wzorow C-R przy zalozeniu
holomorficznosci funkcji).

<= Popatrzmy na funkcje f jako na odwzorowanie R? — R?:

RW)OB(i)—»(ggig)eR?

Zalozyliémy, ze jest to odwzorowanie klasy C! (poniewaz funkcje P, Q sa
klasy C1). Stuszny jest wiec ponizszy wzor:

P(x+h,y+Fk) Plr,y)\ (£ 22N\ (4 |
(Q(w%—h,y—i—k))_(Q(x,y) ) —<<§g %) (k)Jr?“(x,y,h,k), (7)

gdzie r jest mala wyzszego rzedu, tzn. spelniony jest warunek:

r(z,y;h, k)
m ————= =0 8
At ] ®
gdzie H = ( Z ); mamy wiec: ||H|| = Vh? + k2.

Korzystajac z rownan Cauchy’ego — Riemanna, mamy:

% o o 5 a —b
(% &)-(5 w)=(; ) 9)
dy Or Ox
. .. 9P _0Q . . a —b
gdzie oznaczylismy a = -, b = 5=. Wystepujaca tu macierz ( b oo

nazywana jest macierzq Cauchy’ego—Riemanna. Mozna wiec (7) przepisac
jako

(P(x-l-h,y-l-k)—P(x,y)):(AP)_(G —b)(h)+ t
Qz+hy+k)—Qx,y) ) — \AQ ) \b a 2 reszta,
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czyli:
AP = ah—bk+nr
AQ = bh+ ak + ry

(r1, 79 to sa reszty) lub, przechodzac z powrotem do jezyka zespolonego,
Af =AP +iAQ = (a+ bi)(h + ik) + reszta

1, dzielac otrzymane wyrazenie przez h + ik, dostaniemy

f(z+ h+ik) — f(2) . reszta
= b
ht ik SR
a ostatni wyraz dazy do 0, gdy h + ik dazy do zera (ze wzgledu na (8)). Tak
wiec

f(z+ h+ik) — f(2)
h + ik

—a+b, gdy h,k— 0,

czyli 5 5
oy 0P .00

CBDO

1.4 Czes$é rzeczywista i1 urojona funkcji holomorficznej spelniaja
réwnanie Laplace’a.

Zalozmy, ze czesci: rzeczywista P(x,y) i urojona Q(z,y) funkcji holomorficz-
nej f sa funkcjami klasy C?. (Tak naprawde to zaloZenie jest niepotrzebne,
gdyz jesli funkcja jest holomorficzna, to ma wszystkie pochodne. Pokazemy
to niedtugo, a na razie zostawimy jako zalozenie). Wtedy:

Tw. Czesé rzeczywista P 1 czesé urojona () funkcji holomorficznej spet-
niaja rownanie Laplace’a.

Dow.

Zrozniczkujmy rownanie (5) po x, a rownanie (6) po y i dodajmy strona-
mi. Wykorzystujac fakt réwnosci drugich pochodnych mieszanych funkeji @)
otrzymamy:

0*P(z,y) O0*P(x,y)
Ox? * Oy?
a to jest rownanie Laplace’a dla P(x,y).

=0 (11)

Teraz zrozniczkujmy (5) po y, a rownanie (6) po x i znoéow dodajmy stro-
nami. Wykorzystujac tym razem fakt réwnosci pochodnych mieszanych P

0*Q(z, y) N 0*Q(z, y)
0x? Oy?

otrzymamy, ze

=0 (12)



a to jest rownanie Laplace’a dla Q(z,y).
CBDO

Rownania Cauchy’ego—Riemanna maja te wazna konsekwencje, ze majgc
dang cze$¢ rzeczywistq (urojong) funkcji holomorficznej, mozna odtworzyé
jednoznacznie z doktadnoscig do statej jej czesé urojong (rzeczywistq). Za-
tozmy, ze dana jest czesé rzeczywista P(x,y) i chcemy odtworzy¢ czesé uro-
jong Q(z,y). Z rownait Cauchy’ego-Riemanna mamy: @, = —F,, Q, = P;;
mamy w ten sposob dane dwie pochodne czastkowe funkcji @), ktore ’odcat-
kowujemy’ (tzn. liczymy funkcje pierwotna wzgledem kazdej zmiennej).

Przykt. Zalozmy, ze czes¢ rzeczywista funkeji holomorficznej dana jest
przez: P(x,y) =; znalezé czes¢ urojony.

Najsampierw sprawdzamy, czy nie zostaliSmy wpuszczeni w maliny i czy
rzeczywiscie P jest czescia rzeczywista jakiejs funkcji holomorficznej. Kry-
terium na to jest spelnienie przez P rownania Laplace’a. Sprawdzamy, ze
rzeczywiscie P spetnia rownanie (11).

To teraz przystepujemy do odcatkowywania: Mamy: @, = P, = ...

1.5 Przyklady funkcji holomorficznych

1. Funkcja stata: f = const jest holomorficzna i f'(2) = 0, bo

fz+h) = [(2)
h

=0.

2. Odwzorowanie tozsamosciowe f(z) = z jest funkcja holomorficzna: f'(2)

1.
3. Suma i iloczyn funkcji holomorficznych jest funkcja holomorficzng. Po-
nadto:
(f +9)(2) = f'(z) + 4'(2), (13)
(f9)(2) = f'(2) - 9(2) + f(2) - ¢ (2), (14)

(dowody identyczne jak w przypadku rzeczywistym).
4. Jezeli f jest holomorficzna oraz f'(z) # 0 dla z € O, to

() =7

5. Z tego wynika, ze funkcja wymierna:

/(2) 2" 4 Q12" L+ a1z + ag
z =
b 2™ + b1 2™ 4o 4 bz + by
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10.

jest funkcja holomorficzna dla wszystkich z takich, ze mianownik jest
rozny od zera.

f(z) = €"cosy + ie¥siny, tzn. P = e cosy, Q = e”siny. Policzmy
macierz pochodnych:

or op x T o
oz oy | _ [ €°cosy —e’siny
(aQ a>_(ef”siny e’ cosy )
Dla tej funkcji, zapisanej jako funkcja z, mamy wiec

f'(z) = f(2); (16)

kojarzac to definicja funkcji wyktadniczej dla przypadku rzeczywistego,
tzn. funkcja f(x) taka, ze f'(x) = f(x), mozemy zapisac, ze f(z) = €7,
tzn.

e” =e"cosy + e’ siny.

Teraz bohater negatywny, tzn. przyktad funkcji, ktora nie jest holomor-
ficzna: Niech f(z) = Z = x — iy. Mamy: P = z, Q = —y. Macierz

pochodnych jest
& & 10
() =(5 %)

Inna funkcja nieholomorficzna: f(z) = |2|? = 22 + y?. Mamy: P = 22,
@ = y? i macierz pochodnych jest

%¥_2x2y
o oo | ={ 9 g
dy

co nie ma tej postaci, co macierz Cauchy’ego-Riemanna.

. Wiedzac, ze funkcja wyktadnicza f(z) = e* jest holomorficzna, definiu-

jemy:
el? — iz
21

1 sinus argumentu zespolonego jest funkcja holomorficzna;

sinz =

Biorac: . .
e’LZ _|_ e—ZZ
2
i rowniez cosinus argumentu zespolonego jest funkcja holomorficzng.

COS 2 =



11.

12.

13.

Analogicznie, réwniez funkcje hiperboliczne argumentu zespolonego:

) e —e * e“+e*
sinhz = ——; COSz = ————
2 2

sa holomorficzne.
Superpozycja funkcyi holomorficznych f, g: Jezeli:
oLusc

gdzie f — holomorficzna na O — otwartym podzbiorze C, zas g — holo-
morficzna na U — otwartym podzbiorze C, to g o f jest holomorficzna

na O.

Dow. Patrzac na funkcje go f jako na odwzorowanie R? — R? widzimy,
ze jest to odwzorowanie klasy C! i jego macierz Jacobiego jest iloczynem
macierzy Jacobiego odwzorowan f i g. Mamy wiec:

a —b aq —b1 . aa] — bb1 —abl — ba1 ) (17)
b a bl ai N Cle + ab1 —bbl + aaq 7
macierz po prawej stronie jest macierza Cauchy’ego — Riemanna, czyli

iloczyn tych macierzy jest odpowiada macierzy Jacobiego pewnej funkcji
holomorficznej. Wzor (17) w jezyku funkcji oznacza, ze

(go f)(z) =g (f(2)['(2). (18)
CBDO

Dygresja z algebry: Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é
pomiedzy liczbami zespolonymi a macierzami C-R:

@9z:a+m«ﬁ<a‘ﬁ)
b a

Ta odpowiednio$é zachowuje dziatania arytmetyczne:
(CL + b’L) (CL1 + bll) = (aa1 — bb1> + z'(abl + bal),
co — jak wida¢ — dokladnie odpowiada wzorowi (17) dla macierzy C-R.

Stw. Niech f : C D O — C bedzie funkcja holomorficzna; niech & =
f(20), RYS. przy czym f'(zy) # 0. Wtedy istniejg otoczenia U punktu
2o oraz V punktu & takie, ze f jest bijekcja U na V, a ponadto £~ jest
funkcja holomorficzna na V.



Dow. Oznaczmy macierz Jacobiego J dla f w punkcie 2y jako: J =
—b : : : : : :

( Z . ), gdzie f'(z9) = a + bi. Wyznacznik macierzy Jacobiego jest

rowny: det J = a® + b* = |f'(20)?| # 0; niezerowos¢ wyznacznika z

zatozenia. Mozemy wiec méwi¢ o odwzorowaniu odwrotnym. Macierz

odwrotna do J jest réwna:

a b
J = a —b — a?+b? b2 +a? | .
Ny a6 _a ]
B>+a?  a’+b?

widaé, ze jest to macierz C-R, czyli odwzorowanie f~! jest holomor-
ficzne. Posta¢ macierzy J ' odpowiada wyrazeniu na pochodna funkcji

odwrotnej:
1

(f7) (&) = )

CBDO

1.6 Calkowanie w plaszczyznie zespolonej

Jaki§ czas temu rozpatrywalismy caltki po krzywych w ptaszczyznie. Zetkneli-
Smy sie tam 7z dwoma catkami: skierowanymi i nieskierowanymi. W przypadku
catkowania w ptaszczyznie zespolonej réwniez mamy do czynienia z catkami
skierowanymi i nie. Konkretnie! definiuje sie je nastepujaco.

Niech ¢(t) bedzie krzywa w C: R D [a,b] 5t — ¢(t) = x(¢t) + iy(t) € C,
t € [a,b]. RYS..

Najsampierw jeszcze dla formalnosci definicja: Niech f(t) bedzie funkcja
argumentu rzeczywistego t, ale o wartosciach zespolonych: f(t) = u(t)+iv(t).
Naowczas catke z funkcji f w przedziale [a, b] definiujemy jako

[ fydt = [Cultydt +i [ o(t)dt.

e Catka nieskierowana. Niech F' bedzie funkcjg na C o wartosciach zespo-
lonych: F' = F(z). Catke nieskierowang z funkcji F' po krzywej ¢ oznaczamy

jako:
/qudSE/qu‘dZ|

i definiujemy jako:

[ Fldz] = [ (o) (@) + v/ (2t (19)

Ip. anegdote S. Kisielewskiego...




e o (atka skierowana. Interesujace nas caltki skierowane to catki postaci:

[ F)dz = [ Fo(o)e (bt

gdzie [ dana jako ¢(t) jest krzywa w C: ¢ : R D [a,b] 2t — O C C. RYS.
e Przykt.

e o Przykl. Obliczmy caltke:
dz
Lz

Y

gdzie [ — okrag o promieniu R i srodku w (0,0), przebiegany przeciwnie do
ruchu wskazowek zegara.
Parametryzujemy okrag jako:

©(t) = R(cost +isint),
skad mamy:
¢'(t) = R(—sint +icost) = ip(t).

Tak wiec

/
dz:/2 Mdt:z’/2 dt = 2mi.
bz 0 p(t) 0

Zapamietajmy ten wynik — niedtugo bedzie potrzebny.
Bedziemy czesto gesto wykorzystywaé
Lemat:

[ £(2)dz| < max|£(2)] - L

gdzie L — dtugosé krzywej [ to — jak pamictamy z rozdziatu o catkach krzy-
woliniowych nieskierowanych:

L= (100t = [ \fer 07 + o)ty

Dow. Dla dowolnych liczb zespolonych zq, ..., 2z, mamy:

n n
> 2| < O |zl
k=1 k=1

wiec tez dla catek:

[1Gee] < [15ENzl = [ 1l @)
< max| ()] [ |¢/(0)]dt = max| ()] - L
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CBDO
Niech F' bedzie funkcja holomorficzna. Mamy fundamentalne
Tw. (Cauchy’ego). Niech v bedzie konturem zamknietym, O — otwarty
podzbior C zawierajacy v i jej wnetrze (tzn. S), f — funkcja holomorficzna
na 0. Wtedy:

/yf(z)dz = 0. (20)

Dow. Niech ga(t) = z(t)+iy(t). Oznaczmy przez P oraz Q) czesSé rzeczywista
i urojona f(z) odpowiednio. Wypiszmy:

b
ﬁf(z)dz = [(P+iQ)@ +iy)dt = ...
co zapiszmy jako catke z 1—formy o wartosciach zespolonych:
:ﬁ(P+iQ)(dx+idy) =...
... Wypisujemy czeS¢ rzeczywista 1 urojong...
= ¢ (Pdz — Qdy) +i ¢ (Qdw + Pdy) = ...
gl gl
... 1 korzystamy z tw. Greena:

---://S(—Py—Qx)dx/\dy—Fi//S(Px—Qy)dx/\d%

1 teraz! korzystajac z warunkow Cauchy’ego — Riemanna: P, = (), oraz
P, = —Q, widzimy, ze zaréwno czesc rzeczywista, jak 1 urojona powyzszej
catki znikaja. Pokazalismy zatem (20).
CBDO
Przypomnijmy sobie, ze niedawno pokazaliSmy réwnoscé:
l dj = 2mi,

gdzie [ — okrag o promieniu R i srodku w (0,0), przebiegany przeciwnie do
ruchu wskazowek zegara.

Mamy

Whniosek. Niech | — krzywa zamknieta w C, nie przechodzaca przez 0 i
jednokrotnie obiegajaca 0; obieg jest w kierunku antyzegarowym. Wtedy

dz _
A 271, (21)

Dow. Bowiem zmodyfikujmy kontur, dorysowujac dostatecznie maty okrag
C w srodku i taczac go odcinkiem p z krzywa [ RYS.; odcinek p przebiegamy
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raz w te, a drugi raz we wte. Dostajac w ten sposob krzywa [ i mamy: [ df =
0, bo w obszarze ograniczonym przez krzywa I’ funkcja % jest holomorficzna.
W ten sposob, [ df + Jo df = 0, bo catki po odcinku p znosza sie nawzajem.
A ze okrag C obiegamy w kierunku zegarowym, to stad wynika rownosé (21).

1.7 Wazna funkcja holomorficzna i jej pochodna

Miejmy jakas funkcje holomorficzng f
Zdefiniujmy funkcje zmiennej zespolonej ¢(&) jako

f(2)dz
(z ="

gdzie f — funkcja holomorficzna w obszarze O zawierajacym zamknieta krzy-
wa [; punkt & znajduje sie¢ w obszarze ograniczonym przez krzywa [.

(22)

(&) = |

Pokazemy
Stw. Okreslona powyzej funkcja gb(§) jest holomorficzna na C\¢ i zachodzi

—k / o k+1 (23)
Dow. Trzeba pokazac, ze

. P+ h)—o(§) f(z)dz
lim = k/l(

h—0 h 5 — g)k—i—l ’

Oszacujmy réznice:

‘Cb(fﬂLh —k:/ B
(z—¢ k+1
1 1 1 1
- /l[h ((Z—f—h)’“ - (2—5)’“) _k(z—é“)’““] flz)dz
< max [ f(2)] - max|[...]| - L

gdzie L — dhugosé krzywej (. Jedynie srodkowy czton zalezy od h, totez nim
tylko bedziemy sie zajmowac.

Trzeba pokazaé, ze dazy on (ten czton) do zera przy h — 0. Sprowadzmy
go najsampierw do wspolnego mianownika:

Lz =M = (2= € = W)f(z — &) — k(z — £ — h)¥|
(2 — € — h)k(z — &b+
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tak wiec
max licznika max licznika

<
max|[... ]| < min mianownika (0 — e+t

gdzie: § to odleglos$é od punktu & do konturu I, tzn. 6 = 111€fl € — z], € za$ jest
nastepujaca liczba: )

Dazymy z h do zera, wiec dla dostatecznie matych h istnieje takie e,
0<e<d, ze:

|z =& >6—€ oraz |z—&—h|>6—e
Zatem min mianownika jest wiekszy lub rowny (6 — €)2*1,
Tak wiec oszacowaliémy mianownik przez co$ niezaleznego od h. Teraz
trzeba pokazac, ze max licznika dazy do zera przy h — 0.
Zauwazmy, ze licznik jest wielomianem w zmiennej h. Wspotcezynniki tego

wielomianu dostaniemy z wzoru dwumiennego Newtona, ktory stosujemy tu
nastepujaco:

g = -t (1) -0t (§ ) o

Mamy wiec:
licznik =

|<If>(z—£)’“—(g)(z—g)k—1h+---—k(z—g)k—k(’f)(z—g)’f—lh+...
|h| - |[wielomian od (z — &, h)| < |h|- M,

gdzie M — pewna stata. Ostatnia nieréwnosé¢ bierze sie z faktu, ze wielomian

na zbiorze ograniczonym osiagga swoj kres gorny — tu oznaczany jako M
wtagsnie.
CBDO

1.8 Wz6r calkowy Cauchy’ego

Tw. (Wzor catkowy Cauchy’ego). Niech f — funkcja holomorficzna na zbiorze
otwartym . Niech S bedzie zbiorem otwartym ograniczonym w O, majacym
kawatkami gtadki brzeg [. Wtedy dla dowolnego punktu & € .S zachodzi

1O = 5 [ 125 21

Uwaga. Jesli znamy wartosci funkeji f na konturze [, to mozemy obliczy¢ war-
tos¢ funkeji w dowolnym punkcie w obszarze ograniczonym przez ten kontur.

12



Jest to kolejnym przejawem ’sztywnosci’ funkeji holomorficznych, tzn. ze je-
sli funkcja jest holomorficzna, to wtasnosci tej funkcji sa w duzym stopniu
zdeterminowane przez ten fakt. W przypadku rzeczywistym nie ma analo-
gonu wzoru Cauchy’ego: Dla funkcji dwoch zmiennych rzeczywistych, nawet
dowolnie gtadkiej, zachowanie na brzegu konturu nie ma nic wspélnego z
zachowaniem wewnatrz.

Dow. Mamy:

gdy & nie jest otoczony przez . Wezmy jako [ kontur utworzony z [ przez
dodanie maltego okregu C', (z tzn. obieganego zegarowo) oraz odcinka p ta-
czacego [ oraz C,. Mamy:

z)d )d
- (12 szz

czyli

[T=]

Z —_—
I

(C, — okrag obiegany antyzegarowo). Pohczymy teraz catke po okregu C,,

sparametryzujmy wiec go:

z=E4r(cost +isint) = &+ re” mamy: dz =ire oraz

o f(E4re)iredt i
I= / i / f(&+re)dt.

Bierzemy € > 0. Z ciagtosci funkcji f wynika, ze dla dostatecznie matego r
[f(€+re") = fO)] <e
czyli
27 . 21 2T .
L FEretydt = [T f©)dt+ [T (€ +re) - £6)) dt.

Pierwszy sktadnik po prawej stronie jest rowny 27 f (&), drugi zas jest ogra-
niczony od géry przez 2me. Tak wiec

I =2mif (&) +co$, gdzie |cod| < 2me.

Biorac granice € — 0, mamy

(2)dz
s

= 2mi f(§),

13



czyli

1O = 5 [ 125
l

co jest wzorem (24).
CBDO
Teraz przypomnijmy sobie definicje funkcji ¢(&) dana przez wzor (22), za-
pisujac go zdziebko inaczej (ze wskaznikiem k) niz uprzednio i z dodatkowym

f(z)dz
w0 = gy

Uprzednio tez pokazalismy, ze ¢y (&) spelnia zaleznosc:

$ (&) = krr1(8)-

Biorac pod uwage wzor Cauchy’ego, mamy w ten sposob:

¢1(§) = f(§) = [(§) =1 ¢u(&);

czynnikiem:

(25)

i dalej:
11O = 5rth(€) = 5 [ L5
f1(&) = 21m¢/2(€) - 271m'2/l (];(i>g)z3’ e
o) = 21m.(/~c - 1)lg}() = 271m.(/<: - 1)!/{/1(2’05’2‘)1,; -

Whniosek: Funkcja holomorficzna jest rézniczkowalna w sensie zespolonym
dowolng ilos¢ razy i na k—ta pochodna f mamy wzor

F0(e) = it [ 12 (26)

2mi ) (= — &)

1.9 Funkcje calkowite

Def. Funkcja catkowita to funkcja holomorficzna na calej plaszczyznie ze-
spolonej C.
Przykt. Wielomiany oraz funkcja wyktadnicza sa funkcjami catkowitymi.
Tw. (Liouville’a). Kazda funkcja catkowita i ograniczona jest stala.

14



Dow. Niech f(z) bedzie ograniczona, tzn. dla dowolnego z € C niech
zachodzi: |f(2)| < M. Pochodna funkcji f wynosi:

1 f(2)dz
[Ger

Za | wezmy tu okrag o §rodku w £ i promieniu R, obiegany antyzegarowo.
Oszacujmy teraz pochodna f: Dla dowolnego £ € C mamy

f1(€) =

2

1
()] < o Hhax (Zf£Z§)2 - dhugosé¢ konturu [
1 M M
< 2 T T = 77
mh 2r R?2 R

tak wiec modut z pochodnej (w dowolnym punkcie) jest mniejszy od dowolnie
zadanej liczby dodatniej, a to znaczy, ze

f(§) =0

w dowolnym punkcie £ ptaszczyzny zespolone;j.

Z zalozenia, f jest holomorficzna, tzn. % = 0. Zgodnie z warunkiem...
znaczy to, ze rowniez % = 0, a to z kolei znaczy, ze % = ( oraz % =
Lacznie znaczy to, ze f(£) =const.

CBDO

Przykt. Nie jest zaskoczeniem, ze wielomiany oraz funkcja wyktadnicza w
plaszczyinie zespolonej sa nieograniczone (jako ze sa nieograniczone na osi
rzeczywistej). By¢ moze zaskoczeniem dla Czytelnika bedzie fakt, ze rowniez
funkcje trygonometryczne sin z oraz cos z sg nieograniczone na C, skoro sa
ograniczone dla argumentu rzeczywistego. Ale ten fakt (nieograniczonosci na
C) stanie sie jasny, gdy wzia¢ wyrazenia na cze$¢ rzeczywista i urojona tych
funkcji (wzory ...); poniewaz sa tam obecne funkcje hiperboliczne sinh(+) czy
cosh(-), to jest jasne, Ze sin z 1 cos z s3 nieograniczone na C.

Twierdzenie Liouville’a ma réznorodne zastosowania w analizie zespolonej;
na razie pokazemy jeden przyktad, aby Czytelnik zobaczyt, ’jak to dziata’.

Tw. (zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian zespolony ma,
przynajmniej jeden pierwiastek.

Dow. Niech w(z) = a,2" +a, 12" 1+ -+ a1z + ag. Przypusémy, ze dla
dowolnego z € C, w(z) # 0. Wobec tego funkcja




jest calkowita (wiemy, ze jesli f(z) jest holomorficzna oraz nigdzie sie nie
zeruje, to %@) tez jest holomorficzna).
Zapiszmy wzor na f(z) nieco inaczej:

1 1
f(z)=7 Un1 | Gn 2 ag
2" an + 7 pomlie el e

Gdy |z| — oo, to pierwszy utamek dazy do 0, a drugi — do i Wobec tego,
funkcja f jest ograniczona, a wiec — z tw. Liouville’a — jest stata. Otrzy-
maliSmy sprzeczonsé, tzn. nieprawda jest, ze dla kazdego z € C zachodzi
w(z) # 0, a to znaczy, ze istnieje takie zyg € C, ze w(zg) = 0. A to jest
wtasnie trescia zasadniczego twierdzenia algebry.

CBDO

1.10 Wzér Taylora

Niech f — funkcja holomorficzna we wnetrzu K (zg, R) (koto o srodku w punk-
cie zg i promieniu R) oraz ciagta na jego domknieciu K(zp, R) RYS. Mamy
wtedy, dla dowolnego £ € K (29, R) wzor Cauchy’ego (24), ktory dla wygody
tu przytaczamy:

1O = 5 [ 125 2
l

gdzie [ jest brzegiem kota K(zg, R) obieganym antyzegarowo.
Zapiszmy:
2=E=2—2+2—¢

skad
1 1 1
= — (28)
z=§ (z—20)—(E—2) (z-z) [1— 5—20}
Z—20
Zauwazmy, ze mamy:
— Z
§— 7| _ 3
Z — 20
tak wiec wyrazenie: 1 — ﬁ:—zg mozna rozwinaé w szereq geometryczny w pote-

gach g:—’zg Doktadniej, zapiszmy skoriczong wersje rozwiniecia. Wezmy jakas
liczbe naturalng N i mamy:

xN—i—l N ZUN+1

—1 24 ... N —
1— 2 +r+z+---F +1—x P 11—+

wiec wyrazenie (28) mozemy zapisac

16



1 X (- 2)" 1 (€& — )"
z—¢& B iz (2 —20)" 2 =&z — 2)N

i wstawiajac to do(27), dostaniemy:

(f ZO)NH

f(2)(€ — 20)
- . dz
27rz;C 0/ z—zOkHd +27m/f z—f(z—zo)N“

co zapiszmy w postaci

_N 1 f(2) 5 )
ﬂ@;%@-{@ kﬂd)@ 0

1 f(z)dz v
+<%”/@—£Xv—%wﬂ)@ 2 (30

!
Teraz! W k—tym wyrazie powyzszej sumy rozpoznajemy k—tq pochodng
funkcji f(z) w punkcie zy, mozemy wiec zapisac:

FO = 2 1M )€ = )"+ R, ), 31

co jest zespolong wersja wzoru Taylora. We wzorze (31) oznaczylismy:

RN@m§>—-(1./ peke )<§sz+1 (32

2mi ) (2 — &) (2 — 20)VH!

tak wiec Ry jest resztq szeregu Taylora, wyrazona w postaci catki konturowe;.
Co mozna zrobi¢ z reszta? Oszacujmy ja:

1 /(=)

2m it Jo = 2oV — &

. ‘5 — 2’0|N+1 - 2TR

_RIE=al™FE]

’5 - ZO‘ A N:}oo 0:
RN+1 el |z — ¢ R ’
(w ostatniej z powyzszych rownosci nazwalismy:
e MO
a2 —€l

jest to liczba skoniczona, gdyz f jest ciagta, wiec na krzywej [, bedacej zbiorem
zwartym, jest ograniczona).
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Na powyzsze oszacowanie mozna patrzeé¢ jako na dowod faktu, iz reszta
szeregu potegowego (w potegach (z — zg)) dazy do 0, gdy N — oo. Tak
wiec szereg ten jest zbiezny. Mozna wiec zapisa¢ wzor (31) jako sume szeregu
zbieznego:

16 = 3 i =) (33)

Uwaga. Gdy wiec mamy dany punkt zy € C, oraz funkcje, ktora jest holo-
morficzna w kole K(zp, R), to mamy gwarancje, ze wszedzie w kole funkcja
ta posiada rozwiniecie w szereg potegowy (33).

W ten sposob, np. funkcje: e?, sin z, cos z, ktoére sg holomorficzne wszedzie
na plaszczyznie, posiadaja rozwiniecie w szereg Taylora w kazdym punkcie
z e C.

Mozna tez zadaé¢ pytanie w pewnym sensie odwrotne:

Mamy dane zy € C oraz zadany pewien ciag {ax}, z ktorego tworzymy
szereg potegowy

o

S(2) = ap(z — 2)". (34)

k=0
Zadajmy naturalne pytania:

1. Dla jakich z € C szereg ten jest zbiezny?
2. Czy jezeli szereg jest zbiezny, to jego suma jest funkcja holomorficzng?

Okazuje sie, ze sytuacja jest analogiczna, jak w przypadku szeregu Taylora.
Bez dowodu podamy odpowiedzi na powyzsze pytania:

1. Szereg potegowy (34) jest zbiezny wewnatrz kota K (zg, R), gdzie R dane
jest przez ktores z wyrazen

1
lub R= ——— (35)

Ve

R = lim

k—o00

Af41

(jesli obie granice istnieja, to sa rowne; a pierwsza istnieje, jesli istnieje
druga. Pamietliwy Czytelnik niechybnie rozpozna w powyzszych wzo-
rach zespolony analogon wzoréw na promienn zbieznosci dla szeregdow
rzeczywistych).

2. Wewnatrz kota zbieznosci, suma szeregu (34) jest funkcja holomorficzna.
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1.11 O zerach funkcji holomorficznych, jesli jest ich co wiele w
ograniczonym obszarze

Whnioski. Dla funkcji holomorficznej nie réwnej tozsamosciowo zeru, zera tej
funkcji (tzn. rozwiazania rownania f(z) = 0) sa izolowane.

Doktadniej, ma miejsce

Stw. Niech f — holomorficzna na O C C, O — otwarty. Wtedy, jesli dla
pewnego ciagu {z,} zbieznego do zy € O, z, # z dla kazdego n, zachodzi:
f(zn) =0, to dla pewnej kuli K(zy, R) C O zachodzi:

f(z)=0 dla ze€ K(z,R).

Dow. Skoro f(z,) = 0, lim z, = 20, a f — clagla, to zachodzi: f(z) =
Jim f(2,) = 0. Rozwinimy f w szereg Taylora wokol zy. Z zalozenia, f nie
znika wszedzie, zatem

f(z) = ]ili!ﬂk)(zo)(z —)F£0 dla z e K(z, R).

Zatem istnieje k takie, ze f*)(z) # 0. Wezmy takie najmniejsze k i oznaczmy
je przez kg. Jest to liczba wicksza lub rowna 1 taka, ze:

fB(z)=0 dla k=0,1,2,...,ky — 1, oraz
f(ko)(ZO) 7§ 0

Zapiszmy wiec jeszcze raz rozwiniecie f w szereg Taylora z wykorzystaniem
faktu, iz pierwszych kg pochodnych sie zeruje:

f&) = 5 2 f¥(0)(z — )t

k=Fkq
x 1
= (2 — 2)" kZ]; k,f(k)(Zo)(z —20)"7" = (2 — 20)"g(2) (36)
gdzie oznaczyliSmy:
e’} 1 _
9(2) = 3 P (a)(z — 20"
k:ko ‘

Mamy:
0= f(z1) = (20 — 20)"g(20)

i, poniewaz z zalozenia z, # zj, to mamy
g(z,) =0 dla dowolnego n.
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Przechodzac do granicy n — oo, mamy:

g(z0) = 0.

Ale to znaczy, ze

1

g(z0) = — (kO)(ZO) =0.

ko!

Dostalismy sprzecznosé, bo na poczatku pokazalismy, ze f0)(zy) # 0.
CBDO
Def. Niech O C C — zbior otwarty. Mowimy, ze O jest niespojny, jesli
O =0,UQ0,,

gdzie 01, Oy sa otwarte 1 niepuste, oraz rozlaczne: O1 N Oy = (). RYS.

Def. Zbior O jest spojny, jezeli nie jest niespdjny.

Powyzsze stwierdzenie mozna jeszcze tak wypowiedzieé, ze jesli funkcja
zeruje sie na nieskonczonym ograniczonym zbiorze punktow P, to zeruje sie
na pewnym otwartym dysku (dwuwymiarowej kuli) zawierajacej 2o (granice
podciagu zbieznego ciagu punktow z P). Mozna to stwierdzenie wzmocnic¢
wskazujac wiekszy zbior, na ktorym f sie zeruje. Konkretnie, zeruje sie na
catym zbiorze, na ktorym jest holomorficzna (a doktadniej na jego sktadowe;j
spojnej, w ktorej jestesmy)

Tw. Niech O C C — zbiér otwarty 1 spojny; niech f — funkcja holo-
morficzna na O. Niech f(z,) = 0 dla pewnego ciagu {z,}, z, € O, gdzie
Jim 2, = 20 € 0. Wtedy f(2) = 0 dla wszystkich z € O.

Idea dowodu. Skoro funkcja ma rozwiniecie Taylora sktadajace sie z sa-
mych zer, to wszedzie, gdzie jest holomorficzna, jest réwna zeru. Tak wiec
f(2) = 0 nie tylko w pewnym otoczeniu punktu z, ale tez w kole K(zg,r),
rozciggajacym sie az do najblizszego punktu, w ktorym przestaje by¢ ho-
lomorficzna. Wezmy teraz jaki§ punkt w € K(zp,r), taki, ze jego pewne
otoczenie kotowe 'wystaje’ poza koto K(zp,r’). RYS. Funkcja f jest rowna
zeru w pewnym otoczeniu punktu w; skoro tak, to ma rozwiniecie Taylora
wokot w sktadajace sie z samych zer, a tym samym jest zerowa na catym kole
K(zp,1"). Postepujac tak dalej, argumentujemy, ze f = 0 w calym obszarze
holomorficznosci f, a dokladniej — w jej sktadowej spojnej. Rys.

K.i.d. (koniec idei dowodu)

A tu dla ciekawych petny dowdd, wymagajacy przypomnienia sobie kilku wtasnosci otwartosci i domknie-
tosci
Dow. Zdefiniujmy zbiér U:
U={2c0:fP()=0dla k=0,1,2,...}

Pokazemy, ze :
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e U jest otwarty
e e O\ U jest otwarty.

Ad e : Jesli 2* € U, to szereg Taylora wokol z* jest zlozony z samych zer. Wobec tego, f(z) = 0
dla z € K(z*,p), p > 0. Wtedy takze f*)(z) = 0 dla z € K(z*,p) i dowolnego k > 0. Wobec tego
K(z*,p) CU, czyli U jest otwarty.

Ad e e : Jezeli 25 € O\ U, to Ik e NUO : f*)(2*) # 0. Wtedy (poniewaz wszystkie pochodne sg
funkcjami ciagtymi) f*)(z) # 0 rowniez dla z € K(2*,p) C O\U, p > 0. Zatem O\ U jest otwarty.

Teraz: Jesli A, B — zb. otwarte, to A\ B nie moze by¢ zb. otwartym, chyba ze A C B (inaczej A C B
zawiera punkty graniczne). W tym ostatnim przypadku A\ B jest zbiorem pustym. Tak wiec albo U,
albo O\ U jest zbiorem pustym. Tu zbiér U nie jest pusty, bo zawiera zo. Skoro tak, to pusty jest O\ U,
zatem O =U.

CBDO

1.12 Przedluzenie holomorficzne

Niech O, U — zbiory otwarte i spojne.

Def. Niech f —holomorficzna na O, za§ g — holomorficzna na Y. Ponadto,
niech f(z) = g(z) dla z € O NU. W takiej sytuacji mowimy, ze g jest
przedtuzeniem holomorficznym funkeji f.

Okazuje sie, ze jesli przedtuzenie holomorficzne istnieje, to moze by¢ tylko
jedno:

Stw. Przedtuzenie holomorficzne jest jednoznaczne.

Dow. Zal6zmy, ze g1, go — holomorficzne na U — dwa przedtuzenia holo-
morficzne funkeji f okre§lonej na O. Niech

g1(2) = f(2) =g(z) dla z€O0NU

Wtedy roznica g1(z) — g2(z) = 0 dla z € ONU. Na mocy tw. udowodnionego
dopiero co, oznacza to, ze rowniez na caltym U zachodzi ¢1(z) — ga(2) = 0,
tzn. g1(z) = g2(z) na calym U.
CBDO

RYS. - przedtuzanie funkcji holomorficzne;j

llustracja — z ksiazki Byrona i Fullera: Rekonstrukcja dinozaura z jego dowolnie
matej kosteczki

Uwaga. Moze sie zdarzy¢ niespodzianka: Po powrocie do punktu pierwot-
nego, funkcja przedtuzona moze nie byé rowna funkcji sprzed przedtuzenia!

RYS.

Prowadzi to do funkcji wieloznacznych, takich jak pierwiastek albo loga-
rytm — bedzie o tym odrobine w przysztym roku.
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1.13 Szereg Laurenta

Widzielismy rozwiniecia funkcji w szereg Taylora. Do dokonania takiego roz-
winiecia konieczne jest, aby$my byli w obszarze, w ktorym funkcja jest holo-
morficzna. Dokladniej, punkt zy, wzgledem ktoérego rozwijamy, jest sSrodkiem
kota, i wewnatrz tego kota funkcja musi by¢ holomorficzna. RY'S.

Okazuje sie, ze mozna uwolnic sie od zatozenia, iz funkcja ma by¢ holomor-
ficzna w kole i wtedy mamy do czynienia z ogélniejszym typem rozwiniecia,
zawierajacym ujemne potegi z — zy. Rozwiniecie takie nazywamy rozwinie-
ciem Laurenta. Doktadniej, zachodzi:

Tw. Jezeli f(z) jest holomorficzna w pierscieniu miedzy okregami wspol-
srodkowymi C' = C(zg,r) oraz C" = C(zp,7") (tu r > r’; RYS.) oraz ciagla
na okregach, to w kazdym punkcie pierscienia f(z) ma rozwiniecie postaci

b b
f(z) =ag+ai(z — 2) + as(z — 29)* + -+ + Z—lzo + E —12;0)2 + ... (37)

gdzie

a/n — .
271

: /c (gf_(i);iﬂ’ by = eri/,f(ﬁ)(f — 29)"1d¢ (38)

Uwaga. W powyzszym wyrazeniu na a, rozpoznajemy wspotczynnik rozwi-
niecia w szereg Taylora (poréwnajmy 7z wzorem (30); tak wiec rozwiniecie
Laurenta mozna uwazac¢ za uogoélnienie tego ostatniego.

Dow. WeZzmy jaki§ punkt nalezacy do pierscienia; oznaczmy go zo + h,
gdzie 1" < |h| < r. Z zalozenia, w pier§cieniu funkcja f(z) jest holomortficzna,
wiec mozemy napisac:

1 fz) 1 flz) 1 f(2)
fzoth) = 27 /F Z— 20— hdz 2mi /C 2= 20— hdz 2mi /C’ Z =20 —( h?Z
39

gdzie kontur I" sktada sie ze wspotsrodkowych okregow C, C' wraz z tgczni-

kiem p. Zewnetrzny okrag C' jest obiegany antyzegarowo, za$ wewnetrzny C”
zegarowo, stad znak minus przy calce [..

Przytoczmy tu teraz jeszcze raz wzor (29) na skoriczony urywek szeregu
geometrycznego:

N+1 N

T
1 2 | N _ k
e +r+x" 4+ +1—x kz::ox +1—x

zleofh w dwoch wersjach, z ktorych jedna jest

raadoptowana do pierwszej catki po prawej stronie rownosci (39), a druga do
drugiej:

Napiszmy teraz rozwiniecie
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° Ulamek

— W plerwsze] calce zapiszmy w postaci:

1 1 1

h

zZ—20

z—z0—h z—21-—

= %‘ < 11 rozwijamy drugi czynnik w potegach ﬁ

h h2 RV AR,
1
+z—zo+(z—z0)2+ Jr(z—zo)N—i_l— h

Z—20

1 h il hV+1
:z—z()+(z—z0)2+'”+(z—zO)NH—1_(z—zo—h)(z—zo)]\”rl

(40)

° Ulamek

— W plerwsze] calce zapiszmy w postaci:

1 1 1 1 1

2=z —h hEZm 1 pl—

. tu z kolei mamy: ‘z ZO‘ ‘%‘ < 11irozwijamy w potegach ==
_ L, \N+1
RS POl P Gl YOO Gl Vil (th— ]
h h h2 hN 1_%
1 z—=z 2z —2)? 5y — 2V 5 5N
:_[Jr 2oJr( 30) gl N+01) N N(+1 0)
h h h h MNFYHz — 29 — h)

(41)

Wstawiajac powyzsze rozwiniecia do odpowiednio pierwszej i drugiej catki

w (39), dostaniemy

f(zo+h) = 2m/dzf L—lzoJr(z—hzo)?Jr”'
hN hN-l—l
+(z — zg) N+l * (z—20—h)(z — Zo)N'H]

1 1 22—z z— 2>
+2m/ dzf(z) - h20+( h30) +...
(z — 20)V (2 — z9)NH

hN+1 AN+(z — 2o — h)
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b b by
= ag+ath+ash? + - +ayhV + R + 214 2 R (49)

h — h? hN
gdzie:
1 f(2) 1 -1
n= = ——— b, = d — 20)"
“ 271 /C dz(z — zp)" 2ri / 2f(2)(z = 2)
oraz
1 N+1 1 N+1
RM Z L [y, W f(2) | R(_N):i,/ g, Fm ) ()
2mi /O (2 — 29 — h) (2 — z9)VF! 2mi /O (2 — 29 — h) (h)NF!
(43)
Oszacowanie reszt RSFN), Rr™).

Jak pamietamy, mieliSmy oszacowanie:

\/f Ydz| < M, gdzie M =sup |f(z)], | — dtugos¢ konturu -~.

zey

W naszym przypadku mamy:

B+ | /)]
RY —M 27r, gdzie M = —_—
7 | on' " pN+L ST BCHC e |z — 20 — h|
Widag¢, ze dla || || < 1, zachodzi: lim RSFN) =0.
Analogicznie szacujac, mamy
e /()
RV < Ml 2 dzie M' = —_—
R o Mo 2 gdzde e |z — 2 — 1

skad wynika, ze dla ; <1, zachodzi: lim rY

N—o0
CBDO
Przypadek szczegollny: Gdy f jest holomorficzna w K(z,r) z wyjat-
kiem $rodka, to rozwiniecie Laurenta jest poprawne dla catego kota K (2, r)

z wyjatkiem Srodka.

1.14 Osobliwosci funkcji jednowarto$ciowych

Niech f(z) bedzie funkcja holomorficzng w obszarze S poza pojedynczym
punktem a wewnatrz S. Zalozmy, ze istnieje taka funkcja holomorficzna ¢(z),
ktora:

1. jest holomorficzna na S,

2. jezeli z # a, to f(z) = ¢(2) + % 44 (zEZ)”'
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Def. Jezeli istnieje powyzsze przedstawienie funkeji f(z), to mowimy, ze
funkcja f(z) ma w punkcie z = a biegun rzedu n.

Def. Jezeli n = 1, to méwimy, ze biegun jest prosty.

Def. Kazda osobliwosé, ktora nie jest biegunem, nazywamy osobliwosciq
1stotnag.

Def. Mowimy, ze osobliwosé w punkcie a jest izolowana, jesli istnieje takie
0 >0, ze K(a,d) zawiera tylko osobliwo$¢ w punkcie a.

Dla osobliwosci istotnej izolowanej rozwiniecie Laurenta jest szeregiem
nieskoniczonym w ujemnych potegach (z — a).

Wzmianki o: Punktach pozornie osobliwych; oraz Punktach skupienia biegu-
néw; i punkcie w nieskonczonosci.

Przyklady.

1. f(z) = Blegun prosty w z = 0.

2. f(2) = ——: Biegun rzedu k w z = a.
3. f(z) = <: biegun prosty w z = 0.

4. f(z) = e=: osobliwos¢ istotna w z = 0. Bo: Rozwiniecie w szereg Lau-
renta ma postac:

5. f(2) = g Bieguny proste w z = km, k € Z. Bo: Wiemy, ze dla z € R,
funkcja sin z ma zera pojedyncze w z = k. Przekonamy sie niedtugo, ze
w dziedzinie zespolonej nie ma innych zer. Tak wiec jedynymi biegunami

funkcji f(z) =

sa punkty z = k.

sin z

1.15 Residuum funkcji i twierdzenie o residuach.

Niech funkcja f(z) posiada biegun krotnosci m w punkcie z = a.
Def. Residuum funkcji f(z) w punkcie z = a nazywamy wspoOtczynnik
a_1 rozwiniecia w szereg Laurenta wokot punktu z = a:

a_q a_- a_m

f(z):z—a+(z—a)2+'”+(2—a)m+¢(z)’

gdzie ¢(z) jest funkcja holomorficzna.
Ozn. Residuum funkeji f(2) w punkcie z = a oznaczamy Res(f,a).
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Pojecie residuum ma duze znaczenie, bo — jak zaraz zobaczymy — gdy
liczymy catke z funkcji po obszarze, zawierajacym bieguny funkcji, to jedyny
wktad do catki bierze sie z residuéw funkcji.

Ale najsampierw zobaczmy, ile wynosi catka po konturze otaczajacym
jeden biegun.

Wezmy wiec funkcje te co powyzej i wezmy C(a, €), gdzie € > 0 jest takie,
ze wewnatrz C(a, €) jedyna osobliwoscia jest osobliwo$¢ w z = a.

Obliczmy:
/ f(2)d :g: / z—a) —dz + / dz;

C(ae) Cla.e)

ta ostatnia calka jest rowna zeru (jako catka z funkcji holomorficznej). Po-
liczmy teraz kazda 7z calek w sumie po prawej stronie powyzszej rownosci,
tzn. [, (;i;(f)kdz dla k& > 0. Parametryzujac standardowo okrag C'(a, €)

jako: z = a + €e’, co daje: dz = iee’®dg, i dalej mamy:

2w 2w
a— [k kg ibg e Ak [ —k ie(—k)y, ) O dla kE>1
C({E)(z_a)kdz /e e "iee’’dp = i€ {6 e do ori dla k= 1
Ostatecznie
f(2)dz = 2mia_y = 2miRes(f, a).
C(a,e)

Rozpatrzmy teraz kontur funkcje f(z), zawierajaca w pewnym obszarze S

otoczonym konturem ~ punkty osobliwe, bedace biegunami; niech ich poto-
zenia beda a', a2, ..., a" RYS. Obliczmy znéow caltke /f(z)dz W tym celu

zauwazmy, ze catka ta jest rowna calce po konturze ’yv, gdzie v powstat z ~y
przez dorysowanie okregéw C'(a”, €) razem z tacznikami, taczacymi je z kon-
turem . RYS.. Tu € > 0 jest na tyle mate, ze wewnatrz kazdego okregu
C(a*, €) jedynym punktem osobliwym jest biegun w punkcie a*. Postugujac
sie argumentacja wystepujaca juz przynajmniej raz, mamy:

[F)dz = [f(2)dz. = [ f2)dz+ [ f(2)dzt-+ [ fl2)d
v v C(alye) C(a?e) C(a™e)
= 277'7:(@1_1 + CL2_1 + -+ &711)-

Powyzsza obserwacje mozemy zebra¢ w twierdzeniu, znamym jako
Tw. (o residuach). Niech f(z) — funkcja holomorficzna wewnatrz konturu

v, z wyjatkiem punktéw a',a?, ..., a", w ktorych sa bieguny skonczonego
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rzedu, oraz ciagla na v. Wtedy

/f(z)dz. = 2mi zn: Res(f, a"). (44)

y k=1

1.15.1 Uzyteczne wzorki na liczenie residuéw

1. Stw. Niech f(z) ma biegun prosty w z = a. Wtedy

Res(f, ) = lim /()(z — a). (15)
Dow. Mamy bowiem rozwiniecie funkeji f(z) w szereg Laurenta:
1) = 4 o(e),

gdzie ¢(z) jest holomorficzna, wiec ¢(z) istnieje w punkcie a i jego oto-
czeniu. Stad

lim f(2)(z —a) = lima_1 + (2 — a)p(z) = a_1.

CBDO
2. Stw. Niech f(z) ma biegun rzedu n w z = a. Wtedy
- 1 dn—l .
Res(f? CL) — Ll_{%(n _ 1), dzn—1 (f(Z)(Z - CL) ) : (46)

Dow. Rozwiniecie f(z) w szereg Laurenta ma postac:

_ 4 a—n+1 S, 04
f(Z)_(Z—a)n+(Z—CL)n_1+ +Z—CL+¢(2),

gdzie ¢(z) — holomorficzna. Stad

n—1 n—1
=0 = S o btz — a) o+ aca(s — 0 4 (3
=(n—Dla_1+ (¢(2)(z — a)”)(”f1>
= (n—1)!la_; + (z — a) - pewna funkcja holomorficzna.

Biorac granice lim powyzszego wyrazenia, otrzymujemy (46).
CBDO

27



1.15.2 Przyklady
L f(2) = 2
2. f(z) (Zf1)4

miz
3

3. f(Z) — 2+a?)?

1.16 Zastosowanie rachunku residuéw do liczenia calek rzeczywi-
stych: funkcje jednoznaczne

Za pomoca rachunku residuéw mozna liczy¢ wiele typow calek rzeczywistych.
Naleza do nich zaréwno caltki 'policzalne’ przy uzyciu technik i sztuczek, ktore
poznalismy juz przy okazji szukania funkcji pierwotnych, takich jak catkowa-
nie przez podstawienie i przez czesci; metoda residuéw pozwala zazwycza]
takie catki policzy¢ znacznie szybciej. Sa tez jednak catki 'niepoliczalne’; nie
dajace sie znalez¢ standardowymi metodami liczenia funkcji pierwotnych.

2
1.16.1 Calki postaci /R(cos ¢,sin ¢)d¢, gdzie R(-,-) jest funkcja wymierna
0

Mamy bowiem:

———, sing=——
2 21

WprowadZmy teraz zamiane zmiennych ¢ < z:

cos ¢ =

z=¢€" tzn. 2z € C(0,1)

a catkowanie po ¢ w przedziale [0, 2¢] odpowiada catkowaniu po z w plasz-
czyznie zespolonej po okregu C(0,1). Mamy dalej:

. 1 -1 — !
dz = ie'?dp = dop = —dz, COS¢=Z+Z ; Sin¢=z Z
12 2 21

1 mozna wyrazi¢ catke po ¢ przez catke po z:

21 _ _
/R@%¢ﬁm¢m¢: / R(zf;],zéfl)ldz

0 co,1) 1z

a ta ostatnia calka jest rowna 2w razy suma residuéw funkeji podcatkowe]
wewnatrz okregu C(0,1).
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Ograniczeniami tej metody sa warunki jej stosowalnosci: Funkcja podcal-
kowa nie moze mie¢ osobliwosci na okregu C(0, 1) oraz catka po ¢ musi by¢
w przedziale [0, 27].

Przykt. 1 Obliczmy, dla 0 < p < 1:

(47)

7 1

= dz = dz = f(z)dz;
0(41) pz* — (p*+ 1)z +p C(él) p(z = p)(z =) /

widac¢, ze funkcja podcatkowa ma bieguny w z; = p oraz zo = ]%, % CZego

wewnatrz okregu C'(0, 1) lezy tylko z; = p. Residuum funkeji podcatkowej w

tym punkcie wynosi:

1 1
Res(f,z1) = lim =
“Ap(z —p)(z =) plp— )
oraz 5
I =2miRes(f, z1) = 1 _ﬂp2.

Uwaga. Catke (47) mozna tez obliczy¢ za pomoca podstawienia uniwersalnego
t = tg(3), ale jest to znacznie bardziej pracochlonne.

1.16.2 Calki postaci

[ q(x)dx (48)

—0o0
Powyzsza catke bedziemy oblicza¢ przez catkowanie odpowiedno dobra-
nej funkeji Q(z) po konturze, zawierajacym o$ rzeczywista. Funkcja Q(z) w
zwiazku z tym musi spelnia¢: Q(z) = ¢(z) dla x € R. (Funkcja Q(z) moze
by¢ réwna q(z), tzn. rozszerzenia zespolonego funkcji ¢(x), ale nie musi — za-
lezy to od problemu). Odnosnie funkcji Q(z) czynimy nastepujace zalozenia:

1. Q(z) jest holomorficzna w gornej potptaszezyznie zespolonej, z wyjat-
kiem skoriczonej ilosci biegunéw w punktach zq, 2o, ..., 2.

2. (z) nie ma biegunéw na osi rzeczywistej.
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3. Dla |z| — o0, |2Q(2)| — 0 niemal jednostajnie dla 0 < argz < .
(Uwaga — przypomnienie: Mowimy, ze f(z) dazy do zera niemal jed-
nostajnie na przedziale |a, b|, jezeli dla kazdego ¢ > 0, f(x) dazy do
zera jednostajnie na kazdym przedziale [a + €,b — €].) Zakladamy tez,
ze zachodzi: |2Q(2)| < C'dla 0 < arg z < .

4. Dla z = x € R, zachodzi: xQ(x) — 0 dla  — oo oraz calki:
0 00
/ Q(x)dx i /Q(m)dm sg zbiezne.

Jesli powyzsze zatozenia sa spelnione, to mamy

Tw. Calka (48) jest rowna 2miXx (suma residuow w gornej potptaszczyz-
nie).

Dow. Obliczymy catke po konturze I', ztozonym z odcinka I'y = [— R, R|
oraz potokregu I's = Re'®, 0 < ¢ < 7. RYS. Biorac dostatecznie duze R,
kontur I zawiera w swoim wnetrzu wszystkie bieguny funkeji Q(z), zatem

/Q(z)dz = 271 i Res(Q, z1,).
T k=1

Z drugiej strony, mamy: [ga = Jp, + Jr,. Gdy R — o0, to plerwsza calka
400

dazy do / q(z)dx z zalozenn dotyczacych zachowania ((z) na osi rzeczywi-

—00
stej. Pozostaje wiec oszacowac catke Jr,, a doktadniej, pokazac, ze fr, — 0

dla R — oo.

Podzielmy polokrag I's na trzy czesci: I'a 4, gdzie 0 < ¢ < 0; I'o _, gdzie
T—0< ¢ < oraz 'y, gdzie 0 < ¢ < m— 0. Tu d > 0 jest liczba, ktora
mozna wybra¢ dowolnie malg.

Wezmy teraz jakies d, ktore moze by¢ dowolnie mate. Wtedy | Jr,, | mozna
rowniez uczyni¢ dowolnie matym, powiedzmy réwnym o (przez dobor dosta-
tecznie duzego R). Calki za$ | fr,, | i | fr, | szacujg si¢ z gory przez C0.
Tak wiec | Jr, | < (2C + 1)0, i poniewaz 0 mozemy uczyni¢ tak matym, jak
chcemy, to ostatecznie fr, — 0.

CBDO

Przykl. 2. Jednym z zastosowan powyzszego twierdzenia jest liczenie
calek z funkcji wymiernych. Dla ilustracji wezmy catke:

+00 2 +00
¢ —x+2 B
I, = /OO 1022 1 gdx = /OO q(z)dx.

Przy liczeniu takich catek, catkujemy po brzegu potkola funkcje podcatkowa,
tyle ze od argumentu zespolonego.
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Bieguny ¢(z) sa tam, gdzie sg zera mianownika; a ze mamy
2410224+ 9 = (2 — 3i) (2 + 3i) (2 — i) (2 + 1)

to w gornej potptaszczyznie znajduja sie dwa bieguny w punktach z; = 1,
29 = 31. Policzmy residua w tych punktach:

22— z+2
R Y .
AU PR S Ty S ey L
B 22— z+2 1=
(z43i)(z = 3i)(z +14)|,_, 16
22— 242
Ri 3t) = 1i — 31
es(e:30) = I G — s — )
B 22— z+2 T+ 30
(z43))(z—i)(z+14)|,_,, 48
1, zgodnie 7z teza powyzszego Twierdzenia, mamy
: : . om
I, = 2mi(Res(q, i) + Res(q, 37)) = 12"

Pozostaje jeszcze sprawdzié¢ zatozenia Twierdzenia. 1. sprawdziliSmy, 2. jest
oczywiste (bo mianownik jest dodatni dla x € R), 4. tez, zostaje jeszcze
sprawdzi¢ 3. Na okregu Re® mamy:

] 1 { 1
(R?¢*? — Re'® + )Re’®| _, R+ R+2 1 1+

RYe%6 + 10R%e%0 +9 | ~ "R'—10R*+9 R 1-1

[zq(2)| = |Re'q(Re)| =

(nierownosé powyzej jest z sensem dla dostatecznie duzych R — wystarczy
wzia¢ np. R > 100). Wida¢, ze gdy R — oo, to zq(z) — 0 dla dowolnego
¢ € [0, 7], tak wiec jest spetnione zadane oszacowanie jednostajne.

Przykt. 3. Kolejnym zastosowaniem powyzszego twierdzenia jest liczenie
calek z funkeji postaci: (wielomian trygonometryczny) x (funkcja wymierna).
(Calki tego typu czesto wystepuja przy liczeniu transformat Fouriera). Dla,
ilustracji obliczmy catke:

gdzie m,a > 0. '
Tu po potkolu I' bedziemy catkowaé funkcje Q(z) = (Zf_y:iaw Wida¢, ze
gdy z € Rdb, to Re Q(z) = q(z).
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Funkcja (z) ma w gornej polplaszezyznie jeden biegun drugiego rzedu
w punkcie z* = ai. Tak wiec:

: : .. 1d e'm? N2
/FQ(z)dz = 27mi Res(Q, ai) = 2W2;L%iﬂ& [(z T ai)2(z — ai)? (z — ai)
mz 1mz 1
— 9o7i lim € ___9 € : _M —ma
(2 + ai)? (z+ai)d]| _. 2a3

(do liczenia residuum w biegunie drugiego rzedu wykorzystalismy wzor (46)).

Pozostaje jeszcze sprawdzié, czy spetnione sa zatozenia Tw. 7z ktorego ko-
rzystalismy. 1. sprawdzilismy, 2. jest oczywiste (bo mianownik jest dodatni
dla z € R), 4. tez, zostaje jeszcze sprawdzi¢ 3. Na okregu Re® mamy:

Rei¢ iRe?
(R2e2i% 1 a2)26

2Q(2)] = |[ReQ(Re™)| = |

R€i¢eiR cos (be—R sin ¢
o (R2€2i¢ + a2)2

Re—RsinqS R
< < .
= (R2 — a2)? = (R2 — a2)?
(pierwsza nierownos¢ powyzej zachodzi dla R > a). Wida¢, ze gdy R — oo,
to 2Q(z) — 0 dla dowolnego ¢ € [0, 7], tak wiec jest spelione zadane
oszacowanie jednostajne.

1.17 Funkcje wieloznaczne i powierzchnie Riemanna

Powyzsze zjawisko (ze po dokonaniu obiegu po krzywej zamknietej powraca-
my do tego samego punktu, ale funkcja tam ma inna warto$¢) moze zdarzy¢
sie dla funkcji wieloznaczney.

1.17.1 /z — funkcja dwuznaczna

Zobaczmy to bardziej szczegotowo dla funkcji f(z) = /2.

Zapisujac z w postaci wyktadniczej, mamy: z = re’, skad \/z = /re'®/ >+
(k = 0,1). Wezmy k = 0; biorac te warto$¢ pierwiastka, potézmy teraz
2z =1 tm. r =1,¢ = 0. Mamy: /1 = 1. Teraz obiegnijmy punkt 0 po
okregu C(0,1). RYS. Gdy obiegniemy okrag, zobaczymy, ze wartos¢ funkcji
V1 =1 ¢ = —1, czyli w sposob ciagly przeszlismy do drugiej mozliwej
wartosci pierwiastka. Widzimy wiec, ze nie wrocilismy do tej samej wartosci
funkcji, mimo ze poruszaliSmy sie po krzywej ciagtej. Obiegnijmy teraz znéw
po okregu jednostkowym punkt 0 € C; po tym obiegu, powrdcimy znéow do
wartosci funkcji na samym poczatku, tzn.1.
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Widzimy wiec, ze mamy tu do czynienia z funkcja dwuznaczng, tzn. kaz-
dej (procz 0) wartosci argumentu odpowiadaja dwie wartosci funkeji. (Sam
ten fakt nie powinien by¢ niespodzianka, bo wiemy, ze dla dowolnej liczby
zespolonej mamy dwie wartosci pierwiastka kwadratowego).

Gdybysmy chcieli zilustrowaé te sytuacje, to na pierwszy rzut oka zbiorem
wartosci funkcji powinny byé dwie ptaszezyzny zespolone Cq, Cs.

Ten obraz nie oddaje jednak wszystkich aspektéw sytuacji. Gdy bowiem
wezmiemy punkt na C; i obiegamy punkt 0 po okregu jednostkowym, to
po jednym obiegu 'przeskakujemy’ na druga ptaszczyzne Cs. A po drugim
obiegu z powrotem ’przeskakujemy’ na C7. Mozemy to zilustrowaé ’skleja-
jac’ obie plaszczyzny wzdtuz rozciecia branego np. wzdtuz dodatniej potosi
rzeczywiste] RYS. (Rozciecie wzdtuz takiej akurat polprostej jest jedynie
ilustracja; mogtoby to by¢ rozciecie wzdtuz dowolnej innej potprostej zaczy-
najacej sie w zerze. Istotny jest tu jedynie fakt przeskoku na inng ptaszczyzne
po dokonaniu pelnego obiegu wokot punktu 0).

A co by byto, gdybysSmy wystartowali z punktu zg = 1 1 wrocili do niego,
nie obiegajac zera? Wtedy powrdécilibysmy znéw do wartosci 1 — nie bytoby
przeskoku na druga plaszczyzne wartosci pierwiastka.

1.17.2 /z — funkcja trojznaczna

Rozwazmy teraz f(z) = /z.

Postapmy teraz tak jak poprzednio: Zapisujac z w postaci wyktadniczej,
mamy: z = re'®, skad /z = \?/Fei‘b/?’*%%. Wezmy znow k = 0. Biorac te
wartos¢ pierwiastka, potozmy teraz z = 1, tzn. r = 1, ¢ = 0. Mamy: v/1 = 1.
Teraz obiegnijmy punkt 0 po okregu C'(0,1). RYS. Gdy obiegniemy okrag,
zobaczymy, ze warto$é¢ funkeji ﬁ =1-e%. Obiegnijmy 0 jeszcze raz; do-
staniemy wartos¢ v1 = 1 - e’s. Po trzecim obiegu wrécimy do wartosci
poczatkowej v/1 = 1.

Sytuacje te ilustrujemy biorac trzy egzemplarze ptaszczyzny zespolonej,
porozcinane wzdtuz poltprostej (np. rzeczywistej dodatniej) i sklejone w od-
powiedni sposob gorne rozciecie C; 7z dolnym rozcieciem Cy; gérne rozciecie
Cq 7z dolnym rozcieciem Cg; 1 wreszcie gorne rozciecie Cs z dolnym rozcieciem

C.

1.17.3 Logz — funkcja o nieskonczonej ilosci ptatow

Przyjmijmy definicje logarytmu jako funkcji odwrotnej do exp, czyli: (exp(log z) =
z. Réwnanie to mozemy spelni¢, biorac: log z = logr + 1¢. Ale mozemy je
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spetni¢ réwnie dobrze, biorac: log z = logr + i¢ 4 2kmi, k € Z. Widaé wiec,
ze logarytm w dziedzinie zespolonej ma nieskoriczong liczbe wartosci! Ilu-
strujemy to, biorac nieskonczona liczbe plaszezyzn zespolonych, rozcinajac
je wzdtuz (np.) osi R, i sklejajac dolne rozciecie n—tej plaszezyzny z gornym
rozcieciem n + 1—wszej plaszczyzny.

Ponizsza historia pochodzi z ksigzki B. W. Szabata, "Wstep do analizy ze-

spolonej".

" Przypomnimy spoér, jaki rozgorzal w latach 1712-1713 w korespondencji miedzy dwoma najwybit-
niejszymi matematykami tamtych czasoéw, Janem Bernoullim i G. Leibnizem, o logarytmy liczb ujemnych.
Bernoulli twierdzil, ze sa one rzeczywiste oraz In(—z) = Inz. A oto jeden z jego dowodéw na korzysé
tego twierdzenia: Z réwnoéci (—x)? = x? wynika, ze 2In(—x) = 2Inz. Leibniz twierdzil natomiast, ze
logarytmy liczb ujemnych sa urojone, a tozsamo$¢ In(—z) = In z nie zachodzi, w szczegdlnosci In(—1) # 0.

A oto jeden z dowodéw Leibniza na korzy$é ostatniego twierdzenia: Jesli podstawi¢ x = —2 w rozkladzie
2 3
In(l1+2) =z - % 4+ % — ..., to powstanie r6wnos¢ In(—1) = —1 — % — % — ..., w ktorej wszystkie

sktadniki prawej strony sa ujemne i stad In(—1) # 0.

W roku 1749 do sporu wiaczyt sie L. Euler. Opublikowal on artykul, w ktérym twierdzil, ze zaden
ze spierajacych sie nie ma racji. W szczegdélnosci, przytoczony wyzej argument Bernoulliego odpiera tak:
W podobny sposéb z réwnoéci (zv/—1)* = 2* mozna wnioskowaé, ze Inx + Iny/—1 = Inx, co oznacza,

ze In/—1 = 0. Jednak sam Bernoulli odkryl, ze mg = 7, a o ostatniej réwnosci watpi¢ nie mozna,
gdyz, jak pisal Euler, "odkrycie to jest uzasadnione najbardziej pewnymi §rodkami analizy". Przytoczony
wyzej dowdd Leibniza Euler takze uwazal za nieprzekonywajacy. Przytoczyt on nastepujacy przyktad:
Jesli w rozkladzie H% =1—x+2?—2%+... podstawi¢ raz x = —3, araz = = 1 i dodaé¢ wyniki, to
powstanie rowno$é: 0 = 2+ 2+ 10+ 26 4 ..., w ktorej lewa strona jest rowna zeru, mimo ze, jak pisze
Euler, "prawa strona wydaje sie by¢ rézna od zera'.

We wspomnianym artykule Euler zaproponowal prawidlowe rozwiazanie sporu: logarytmy liczb ujem-
nych (jak i innych liczb zespolonych) maja nieskoriczone zbiory wartosci. Interesujaca jest jego argumen-
tacja. Wartos$¢ y = Inx wyznacza sie z rownania ¢ = expy = (1 + %)i, gdzie i jest "nieskonczenie wielka,
liczba" (termin i oznaczenie Eulera). Otrzymujemy stad, ze y = i(x% — 1), a liczba x7 — "pierwiastek o
nieskoniczenie wielkim wykladniku" — ma nieskonczenie wiele wartosci, ogélnie méwiac, zespolonych.

Interesujace jest rowniez, ze w roku 1761 J. d’Alembert w sporze tym stanal po stronie Bernoulliego,

przeciwko Leibnizowi i Eulerowi. "

1.18 Zastosowanie rachunku residuéw do liczenia calek rzeczywi-
stych: funkcje wieloznaczne

Kolejne klasy catek z funkcji rzeczywistych mozna obliczyé przez catki po
plaszczyznie zespolonej z funkeji wieloznacznych.

1.19 Calki postaci /xa_lQ(aj)dx, Q)(z) — funkcja wymierna
0
Rozwazymy tu catke
o0 xafl
I = dx; 49
{1+x v (49)

ogblny przypadek rozpatruje sie analogicznie do tego, co pokazemy nizej.
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Aby catka (49) byta zbiezna, trzeba natozy¢ warunki na parametr a. Zbiez-
nos¢ w zerze wymaga, aby a —1 > —1, tzn. a > 0, zas zbieznos¢ w nieskon-

czonosci wymaga, aby a — 1 —1 < —1, tzn. a < 1.
1

a

124— dz po konturze I', sktadajacym sie z tukéw okre-
z

gow I', 1 I'p oraz odcinkow I'y i I'y taczacych punkty koncowe tych tukow.

RYS. Liczbe 2%~ ! interpretujemy jako

Rozwazmy catke /
r

21 = exp[(a — 1)Log 2],
tzn. bierzemy glowna galaZz logarytmu: Log z = log|z| + i arg(z), arg(z) €
[0, 27]. Przy tych zalozeniach, funkcja podcatkowa jest jednoznaczna i holo-
morficzna na konturze i wewnatrz niego, z wyjatkiem z = —1. Wobec tego

mamy:
a—1

201 z
dz = 2mR —1
[ 3547 = 2mRes(i )

Teraz policzymy badz oszacujemy catki po wszystkich czesciach konturu I'.
Nie sprawia klopotu catka:

a—1 R a—1

2 x
F/llJrde:Zlandx'

a—1

Ile wynosi catka / 1 dz? Zobaczmy najsampierw, ile wynosi wartos¢ funk-
Iy

cji podcatkowej na dolnym brzegu rozciecia. W tym celu, wystartujmy od

+ z

jakiejs wartosci z = x na gérnym brzegu rozciecia, i obiegnijmy punkt 0 po
okregu o promieniu z. Na dolnym brzegu rozciecia bedziemy mieli z = xe?™,
afle(afl)ZTri . po—1g2mia

142 - 14z

Zafl

142

zaz wartos¢ funkcji wyniesie < . Mamy wiec

/Zal dz:e2iﬂa7xaldx
L1+ o 1+ '
2

Oszacujmy teraz catki / i / . Dla pierwszej catki standardowo parametryzu-
I, Tx
jemy okrag przez z = re'® i mamy:

2w

,r.(l
<41_rd¢:27r

a—1

z
F/Tl—i—zdz

Ta

1—7’

395



co dazy do 0, gdy r — 0 (pamietajmy, ze mamy a > 0). Dla drugiej calki
réwniez standardowo parametryzujemy okrag przez z = Re'® i mamy:

a—1

2
F/Rl‘FZdZ

27 a R
< —or
{R—ldqﬁ "R-1

co rowniez dazy do 0, gdy R — oo; tu pamietajmy, ze mamy a < 1.

Teraz policzmy residuum funkeji podcatkowej w z = —1. Zauwazmy naj-
sampierw, ze z°7! | _| = ™71 = —¢™@ Tak wiec
Za—l a—1 ) )
Res ,—1) = lim 1+2)=2"""| _, = —€"
Ostatecznie:
Za—l ) )
lim dz = (1 — e*™) ] = 27i(—)e'™,
r—0 14+ 2
R—oo '

skad ostatecznie
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2 Zadania

2.1 Warunki Cauchy’ego-Riemanna itd.

1. Dla nastepujacych funkcji wypisaé ich czesci rzeczywiste 1 urojone. Spraw-
dzi¢, czy nastepujace funkcje spetniaja w calej ptaszczyznie rownania
Cauchy’ego-Riemanna. Sprawdzi¢ tez, czy czesci rzeczywiste 1 urojone
spetniaja rownanie Laplace’a.

(a) f=2%

(b) f = (Rez)z?%
(c) f =€

(d) f = zRez;
(e) f=13;

(f) f= z2l+1

2. Sprawdzi¢, czy nastepujace funkcje sa harmoniczne. Jedli tak, to zna-
lez¢ funkcje harmonicznie sprzezona do danej, oraz wynik zapisaé jako
funkch samego Z.

(a) 2 — y* + 4ay;
(b) st
)
) @

a

5,

(c 3+6x y — 3zy? — 2u3;
@) Zes
(e) e*(xcosy — ysiny).

3. Obliczy¢ catke [, Rezdz dla:
(a) v =10,2 + 2i];

(b) 7 jest okregiem o §rodku w 0 i promieniu 1.

4. Obliczy¢ catke: [, |z — 1||dz|, gdzie v — okrag o §rodku w 0 i promieniu
1.

5. Obliczy¢ calke [, |z|dz, jezeli:

(a) 7= [_iai];
(b) 7 jest lewym polokregiem tacézacym punkt —i z punktem i,
(c) v jest prawym potokregiem taczacym punkt —i z punktem ¢
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6.

10.

11.

Okrag o srodku w punkcie p i promieniu r bedziemy oznacza¢ C'(p, ).

Obliczy¢ catke [, 1Jr%dz, jezeli:
(a) 7= C(0, ):

(b) Y= 0(07 2)7
(C> Y= 0(27 1)a
(d) y=0C(=i 1)

Wsk. Roztozy¢ funkcje podcatkowa na utamki proste.

Obliczy¢ catke

/ e” cos z ds
v (1+ 2?)sinz

gdzie v = C(241,/2). Wsk. Skorzystaé z wzoru catkowego Cauchy’ego.

. Obliczy¢ catke

z
/7z4—1dz

gdzie v = C(a,a), a > 1. Wsk. Roztozy¢ funkcje podcatkowa na utamki
proste i korzysta¢ z wzoru catkowego Cauchy’ego.

. Obliczy¢ catke

[ =
v 2% + a?
gdzie v = C(0,2a), a > 0. Wsk. jw.

dz

Obliczy¢ catke

z

faa=ap®

gdzie:
(a> Y= 0(07 %);
(b) v=C(1,3).

Wsk. Skorzysta¢ z wzoru catkowego Cauchy’ego dla drugiej pochodne;j
funkcji holomorficzne;.

Dla podanych nizej funkcji znalezé cztery poczatkowe rézne od zera
wspotezynniki rozwiniecia w szereg Taylora wokot z = 0, oraz podac
promien zbieznosci R odpowiedniego szeregu Taylora:

(a) exp 177;

38



(b) sin *;
(¢) cos? z;

(d) colsz'
1

12. Rozwinaé funkcje Ty W szereg Laurenta wokot zp = 0 dla:

(a) |2 <1;
(b) 1 < |z| < 2;
(c) |z] > 2.

13. Rozwinaé funkcje Wl(zz’%) w szereg Laurenta wokot zy = 0 dla:

(a) 2] <1;
(b) 1 < |z| < 2;
(c) |2] > 2.

14. Znalez¢ residua funkcji:

(a) 2+2+2 w punktach 0,1, —1;

ZEx
(b) w punktach 0, 1;
(¢) 15 W punktach 1,—1,4, —i;
(d) 22_7:;22 (a # 0) w punktach ai, —ai; Odp. =" (am~+1) w punkcie
ai

mzz

22+a2

(
f) (23 — 2°)~! w punktach osobliwych;

(e
(

) (a # 0) w punktach ai, —ai;
)
(g) Ctg z w punktach osobliwych;
(h)
) @
) @

h
(i
(j

sin 35 w punktach osobliwych;

i 7 punkcie ¢;

T W punkcie —1.

2.2 Calki trygonometryczne

15. Wykazac, ze przy 0 < b < a zachodzi:

or  sin® 6d6 27r
2 _p2).
/0 a + bcos 0 12 pla—va )
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16. Wykazac, ze przy |a| < 1

T

/27r cos? 36d6  l—a+ a?
0 1+a2—2acos20 1—a

17. Wykazac, ze dla |a| < 1
/27T dé . 21
0 (1+acosh)? /1_ g2

2.3 Calki z funkcji wymiernych
18. Wykazac, ze

~  x’dx 7
(a) /0 (22 +a2)® 1643 (> 0);
m(a + 2b)

00 dx

) [ (a2 + a?) (22 + b2 2ab*(a + b)?’
00 2%dz 3\/§7T

© Jy T

a,b > 0;

= > 0.
at + z4)? 160~

2.4 Calki z funkcji wymiernych razy f. trygonometryczne

19. Wykazac, ze

—a

~ cosxdr e

()/0 :c2+a2: 2a (a > 0);
oo xsinxdzx e ¢

() [ ey e @0

—a e—b

(c) /oo cos xdx o e’
0 (224 a) (22 +02) bB2—a?\ a b

) (@ #b,a,b > 0);

= (@ > 0); Uwaga. wynik

o coszdr Te~(a® 4 3a + 3)
(d) /_OO (22 + a2)3 923 45
sprawdzony dla a = 1 only

2.5 Calki z funkcji wieloznacznych

Terminologia: Konturem ODS? bedziemy nazywac figure, ztozona z dwoch
potokregéw o promieniach r oraz R (R > r), o srodkach w 0 i lezacych

2Geneza nazwy ODS bytla na wykladzie
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

w gornej polplaszezyinie, oraz odcinkow [—R, —r| i [r, R], lezacych na
08l rzeczywistej.

Calkujac funkcje f(2) = (Logz)?(2%+ a?)~! po konturze ODS wykazad,
ze przy a > 0

oo (log x)? T ~ logx
/0 x2+a2dx 8a( + 4(log a)?), /0 :U2+a2d %loga

Wykazaé¢ w podobny sposob, ze

/oo log x dx——z
0 (14222 4

Calkujac po "dziurce od klucza" funkcje: exp(aLogz(z?+1) 2 wykazad,
zedla -1 <a <3

o zxdr (1 —a)
/0 ( -

w2 +1)2  4cos’y

Skad sie bierze powyzszy warunek na a?
Calkujac funkcje %j:iﬁ wzdtuz brzegu obszaru {z : r < |z| < R} N {z:
0 <argz < §} wykazac, ze

/oo log x . /oo x? log:p o
0 14at 8\/_ 1+ x4 C8V2
Wykazac, ze

log _3 _ 3 37
= 2732 5/2( 1 —1—) :
/0 NGt 2)2d:1: a 5 oga 1) a>0

Wykazac, ze

oo log(1 2
[elBlt ) g riog2.
0 1+ x2
Wsk. Calkowaé funkcje Lolgf;i) po brzegu gornego potkola K (0, R).
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