1 Agitacja

W. I. Arnold — wielkiej klasy matematyk — zauwazyt, ze:

'Gtowne odkrycie Newtona, to, ktérego zdecydowat sie nie ujawniac i opu-
blikowal tylko w postaci anagramu, brzmi: Data aequatione quodcunque flu-
entes quantitiae involvente fluxiones invenire et vice versa. W thumaczeniu
|z taciny i| na wspolezesny jezyk matematyki oznacza to, ze

Rozwigzywanie rownan rozniczkowych jest rzeczq pozyteczng.’

Tak sie sktada, ze ogromna wickszo$¢ praw fizyki sformutowana jest jako
rownania rozniczkowe. Pierwsze z brzegu przyklady to: Prawo Newtona f =
ma, rownania Maxwella, rownanie Schrodingera. Aby wydoby¢ fizyczna tresé
z rOwnania, trzeba je umie¢ rozwiazaé lub zbada¢ jego wtasnosci. Niniejszy
rozdzial jest wstepem do tego.

2 Ogolnikowa definicja

Niech F' bedzie funkcja n + 1 zmiennych, zas y niech bedzie funkcja jednej
zmiennej . Rownanie

F('CE7 y? y/7 R 7y(n)) - 0

(gdzie yh) = %) nazywamy rownaniem rozniczkowym zwyczajnym. Kazda
funkcje y(z), ktora po wstawieniu do tego rownania spetnia je tozsamosciowo,
nazywamy rozwigzaniem rownania rozniczkoweqgo.

Tak sformutowany problem jest bardzo ogélny i bardzo trudny — w te]
chwili dalecy jestesmy od jego pelnego rozwigzania. Bedziemy zaczynaé od
szezegolnych przypadkow, o ktorych da sie wiecej powiedziec.

3 Garsé przyktadow

Zanim podamy formalne definicje, podamy najsampierw garsé¢ przyktadow,
ktore Czytelnik najprawdopodobniej juz zna, nie bedac moze jedynie obzna-
jomionym z terminologia.

1. (a) Znalez¢ funkcje z(t), spelniajaca rownanie:

dx
a - f(t)7 (1)



gdzie f(t) jest zadang funkcja. Rozwiazanie problemu kazdy umie
znalez¢ (a przynajmniej powinien):

x(t) = /f(t)dt +C, C — dowolna stata. (2)

W jezyku najbardziej chyba typowego przyktadu z fizyki: Rozpa-
trujemy ruch punktu materialnego po prostej. Niech f(t) jest pred-
koscig punktu w chwili . Szukamy zaleznosci drogi od czasu.

(b) Mozemy tez mie¢ do czynienia z nieco innym postawieniem proble-
mu: Znalez¢ rozwiazanie zagadnienia (1) zakladajac, ze z(ty) = xg
— dane. (W jezyku fizyki, zakltadamy, ze w danej chwili czasu ¢
punkt materialny znajduje sie w okreslonym potozeniu xy = z(ty)).
Wtedy rozwiazanie (2) jest juz jednoznaczne — stata C przybiera,
okreslong wartosc.

. Rozpad promieniotwdorczy. Szybkosé rozpadu promieniotworczego probki
jest proporcjonalna do jej masy. Mozna wiec zapisac:
dm
— = —km; 3
(gdzie k jest dodatnia stala); chcemy znalez¢ zaleznosé masy probki od
czasu.
Rozwazmy ogolniejszy problem: Znalez¢ funkcje x(t), spelniajaca row-
nanie:

) (@)

Tu wygodniej jest szukac nie z(t), a funkcji odwrotnej t(z). Pamietajac,

ze pochodna funkcji odwrotnej j—; wyraza sie przez pochodng ‘é—f wzorem:
dt _ 1

dz = @ mamy:
t dt 1
R 5
e ©
co daje
1
t(zr) = /—dx +C, C — dowolna stata. (6)

9()
(Powyzsza procedure mozna zapamietaé¢ za pomoca sztuczki mnemo-
technicznej, polegajacej na potraktowaniu lewej strony rownania (4) ja-
ko utamka i przeksztatceniu go do postaci: dt = % i obtozeniu obu
stron znakiem calki, co daje (6). Ten sposob postepowania nalezy trak-
towa¢ WYLACZNIE jako sztuczke mnemotechniczng, bo pochodna nie

jest utamkiem, a calosciowym wyrazeniem).

2



Rozwiazujac w ten sposob réwnanie (3), mamy
1 1

co przeksztatcamy do postaci
m(t) = e“ek
zatem masa probki wyktadniczo maleje w czasie.

Jest to ogdlne rozwigzanie problemu. Gdy mamy do czynienia z kon-
kretnym warunkiem poczgtkowym, tzn. warunkiem, ze masa probki w
danej chwili czasu (powiedzmy ¢ = 0) jest rowna mg, mamy
m(t) = moe ™
3. Omawiane dotad przyktady mialy jedna ceche wspélna: Istniato jed-
noznaczne rozwigzanie réwnania z zadanym warunkiem poczatkowym.
Istnieja jednak sytuacje, w ktorych jednoznacznosé nie ma miejsca.

Rozwazmy réwnanie:

o _
dt
z warunkiem poczatkowym x(0) = 0.

Wl

(7)

X

Rozwiazanie ogblne réwnania jest proste do uzyskania:
1 3 2
t:/x 3dx—§x3—|—0,

skad, uwzgledniajac warunek poczatkowy

3

2(t) = <§t> |

Ale tez! Funkcja z(t) = 0 spelnia zar6wno réwnanie (7) jak i waru-
nek poczatkowy x(0) = 0. Rozwigzanie zatem nie jest jednoznaczne.
Niedtugo zobaczymy, przy jakich warunkach istnienie 1 jednoznacznosé
rozwiazania maja miejsce.

3.1 Algorytmy rozwigzywania niektérych ré6wnan pierwszego rze-
du

(Prawie) najogdlniejsza postac¢ rownania pierwszego rzedu to

y =F(x,y) (8)
gdzie F jest dang funkcja ciagta. Szukamy funkcji y(zx), ktora spetia row-
nanie (8).



1. Rownanie o zmiennych rozdzielonych. Nazywamy tak sytuacje,

gdy F(z,y) = %, gdzie f,g — funkcje ciagle. Wtedy rownanie (8)
przyjmuje postac
flx
M@Z()
9(y)

Zapiszmy je w postaci:

Niech F,G beda funkcjami pierwotnymi do f i g odpowiednio (tzn.
F'(z) = f(z), G'(y) = g(y)). Wtedy powyzsze rownanie mozna zapisaé

(G(y(z))) = F'(x)
co daje
G(y(z)) = F(z) + C;

rozwigzanie jest wiec dane w postaci uwiklanej. Po odwréceniu G (jesli
sie to da zrobi¢) mamy

y(z) =G H(F(2) +C)

P szkf . Podajmy ogoélne rozwigzanie rownania

—T
/

y = e—; zakladamy, ze y > 0
Y

Postepujac jak powyzej, mamy

dy
dz  C

/ydy: /e*“ﬁdx,

1
§y2 = "4+ C, czyli Y (x)=—-2e"+C

y-y =e® lub y co daje

i ostatecznie

y(xz) =vVC —2e7.

Uwaga. Do klasy réwnan o zmiennych rozdzielonych naleza dwa pierw-
sze przyktady z poprzedniej Subsection.

2. Rownanie jednorodne. Nazywamy tak rownanie (8), gdzie prawa
strona jest funkcjg zalezaca tylko od Z:

y =F(%) ©



Rozwiazanie otrzymujemy podstawiajac zamiast y nowa zmienng u, zde-
finiowana jako

Mamy wtedy:

y(z) = u(@)z, y(z) = (z)z+u(x)
i wstawiajac to do rownania (9), otrzymujemy

Fu) —
zu'+u=F(u), codaje u = Flu) —u
T

co jest rownaniem o zmiennych rozdzielonych. Catkujac je otrzymamy

du dx
/F(u)_u — =l C (10)

Pr Zy]d . Rozwiazmy réwnanie:

Podstawiajac standardowo y = ux, otrzymamy:

u4zu =u?—2, tz. o =

i catkujac, otrzymujemy:

dx du 1 1 1 sju—2
— =lhz+c= | —— == —_ = du =In )
T w2 —u—2 3 u—2 u+1 u+1

i wracajac do zmiennej y, dostajemy rozwiazanie w postaci

Y- 2

Cz3 .
y+x

badz, gdyby$my chcieli mie¢ rozwigzanie w postaci nieuwiktanej,
Cz3+2
= — 2.
1-Cx

. Réwnanie liniowe. Nazywamy tak rownanie

y' — p(x)y = b(z) (11)

gdzie p, b — zadane funkcje. Gdy b(z) = 0, to rownanie powyzsze nazy-
wamy jednorodnym; w przeciwnym wypadku moéwimy o réwnaniu nie-
jednorodnym.

Uwaga. Sprawdza sie natychmiastowo, ze jesli y;(t),y2(t) — dwa roz-
wigzania roOwnania jednorodnego, to ich suma tez jest rozwigzaniem;
ponadto, jesli jakie§ rozwiazanie pomnozy sie przez stala, to réwniez



otrzymuje sie rozwigzanie. To pokazuje, ze rozwigzania réwnania jed-

norodnego sa przestrzeniqg wektorowq. Jej wymiar jest réwny 1 — co za

chwile zobaczymy.

Ogolny przypadek rownania (11) — réwnania niejednorodnego — roz-

wigzuje sie w dwoch etapach. Pierwszy z nich to rozwigzanie ogdlne

rownania jednorodnego. Drugi, to uzyskanie jakiegos (tzw. szczegolne-

go) rozwiazania réwnania niejednorodnego. Ogolne rozwiazanie rowna-

nia niejednorodnego bedzie suma powyzszych dwu rozwigzan.

()

Rozwigzanie ogolne rownania jednorodnego (RORJ). Mamy

y —p(z)y =0,

co jest rownaniem o rozdzielonych zmiennych. Mamy

/dyy zlny:/p(x)dx—l—c,

i oznaczajac: [p(x)dr = P(x) oraz e = C, mamy
Yoj = CeP(I)’

gdzie C' — dowolna stata, a OJ — 'Ogo6lne Jednorodne’.

Rozwigzanie szczegolne rownania niejednorodnego (RSRN). Znaj-
dowanie tego rozwigzania odbywa sie za pomoca tzw. metody uzmien-
niania statej. Polega ona na tym, iz zaktadamy, ze rozwiazanie row-
nania niejednorodnego jest postaci ysy = C(z)e® Zakltadajac te
postac¢, wstawiamy ja do rownania (11) i mamy

C'(2)e’ @ + C(x)P'(2)e"™ — p(2)C(x)e"®) = b(x),

a ze P'(x) = p(z), to drugi i trzeci wyraz z lewej strony sie kasuja
1 dostajemy

skad
C(z) = /b(az)e_P(x)dx.

Mozna zapytac, dlaczego przy catkowaniu nie dopisaliSmy kolejne;j
dowolnej statej? Otoz dlatego, ze dopisanie tej statej prowadzitoby
do dodania do yy wyrazu proporcjonalnego do rownania jednorod-
nego, a wiec nie prowadzitoby do rozwigzania ogélniejszego, niz juz
mamy.



Ostatecznie mamy wzor na rozwiazanie rownania (11)
y(@) = yos +ysn = Ce" + [b(x)e " dx (12)

gdzie C' — dowolna stala.

P szkf . Zmnajdzmy ogoélne rozwigzanie réwnania

1 e’
Y+ -y=—. (13)
x x

¢ RORJ: Rownanie jednorodne: y’ + %y = 0 jest réwnaniem o zmiennych rozdzielonych. Mamy:

d d
—y:f—x, skad Iny=—Inz+c¢ co daje yoJ:g (gdzie C = ¢€°)
Y T T

e ¢ RSRN: Uzmienniamy stala C' tzn. przyjmujemy, ze jest ona funkcjg x. Mamy: ysy = Cg(f),
co po wstawieniu do wyj$ciowego réownania (13) daje, po kilku skroceniach: C’'(x) = e”, skad
C(z) = €*; tak wiec o « @ RORN:

3.2 Roéwnania 2. rzedu: Obnizenie rzedu ré6wnania — pare sztuczek

3.2.1
y' = F(z)

Tu recepta jest prosta: Pamietajac, ze y” = (y')’, mamy po jednostronnym
scatkowaniu:

y/:F(Q;)+Ol7

gdzie: F(z) = [ F(z)dz,, zas C} jest dowolng stalg.
Catkujemy jeszcze raz i dostajemy juz rozwiazanie:

y:F(x)+01:U+CQ,
gdzie: F(x) = [ F(x)dz,, zas Cy jest druga dowolna stala.
Przykl. Ruch ze stalym przyspieszeniem a, np. spadek swobodny ciata w jednorodnym polu
grawitacyjnym . Chcemy znalez¢ zalezno$¢ potozenia od czasu z(t). x(t) speinia rownanie Newtona:

F=ma=mz", skad 2" =a.

Po jednokrotnym scatkowaniu:
' =at+vg

(stala catkowania nazwaliSmy vg), a po drugim

1
x=uz(t) = gat2 + vt +

(stala catkowania nazwaliSmy x(). Te dwie stale calkowania maja sens fizyczny predkosci oraz potozenia

poczqtkowego: x(t) = at? + vot + .



3.2.2

y' =F(y)

Podstawiamy z = 3/ i mamy:
7= F(z),

co jest rownaniem o rozdzielonych zmiennych. Gdy znajdziemy jego rozwia-
zanie sposobem znanym nam juz, tzn. mamy funkcje z(z,C) (C' — stala
catkowania), to dalej

y(zr) = /z(x)d:v + Cs.

3.2.3
"
y' = Fl(y)
Przyki Obnizenie rzedu dla réwnania Newtona z sila gradientowa: f = ma, tzn.
ou
"o - Y

Po obustronnym pomnozeniu przez z’ mamy:
1
-m ((2')?)" = —(U(z))’, a po scalkowaniu im(;v’)2 =FE-U(x)

gdzie FE jest dowolna stala. Jaki jest jej sens fizyczny? Po przeniesieniu —U(z) na druga strone mamy

1 N2 _
im(aﬁ) +U(z)=F

czyli stala C' ma sens fizyczny energii catkowitej.
OtrzymaliSmy w ten sposéb réwnanie pierwszego rzedu. Stad po przeksztalceniu mamy:

o 2E-TE)

co jest rownaniem o rozdzielonych zmiennych. Po scatkowaniu otrzymamy:

m
dt=t—ty= ————duz.
/ ’ /V%Ewm>x
e Oscylator harmoniczny

e ¢ Wahadto bez przyblizenia matych drgan i ELIPTYSIE.

3.3 Roéwnania wyzszych rzedéw
Okazuje sie, ze rOwnanie n—tego rzedu

y" = F(x,y 9.,y ") (14)
mozna sprowadzi¢ do uktadu réwnan pierwszego rzedu.
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Wprowadzmy bowiem pomocnicze funkcje:

za(@) = y(@)
2(r) = y'(x)

w(2) = ()

Wtedy rownanie (14) mozna zapisa¢ w postaci ukladu rownan:

z1 Z2
29 Z3
d
_ . — . . 15
el I : (15)
Zn—1 Zn
Zn F(x,z1,29,...,2)

P T’Z[ykf . Roéwnanie ruchu oscylatora harmonicznego z thumieniem zapisane jako uktad 2 réwnan I
rzedu.

Pole wektorowe.

Interpretacje graficzne uktadéw réwnan w R": & = f(x) (f : R* — R"),
oraz & = F(z,t) (F:R" xR — R"),

4 Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci — sformul-
owanie i ilustracja

4.1 Wstep ideowy

Rozwazamy tu uktady réwnan rozniczkowych pierwszego rzedu; zgodnie 7
otrzymanym dopiero co wynikiem, dowolne réwnanie n—tego stopnia moze-
my wyrazié¢ jako uktad n rownain pierwszego rzedu.

Zadamy okreslony warunek poczatkowy i zapytamy, kiedy uktad ma jed-
noznaczne rozwigzanie.

OdpowiedZ dana jest przez twierdzenie (Cauchy’ego)! o istnieniu i jedno-
znacznosci dla takich uktadow.

Zanim sformutujemy to twierdzenie, podamy najsampierw wstep ideowy,
a potem przygarsé niezbednych definicji.

Niech z = z(t) € R". Bedziemy rozwaza¢ ukltad réwnan rozniczkowych z
warunkiem poczatkowym:

j:f = F(z,t), x(ty) =z — dane. (16)

1Zwane tez tw. Picarda lub Picarda—Cauchy’ego
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Def. Odwzorowaniem Picarda nazywamy odwzorowanie A, przeprowadzaja-
ce funkcje ¢ : R >t — x € R"” w funkcje Ap: R >t — x € R”, gdzie

(A9)(t) = 20 + [ Flp(r),7)dr (17

Okazuje sie, ze @ jest rozwigzaniem uktadu z warunkiem poczatkowym @(ty) =
o
<~

@ jest punktem statym odwzorowania A, tzn.

p=Ap (18)

Dow. jest natychmiastowy, jesli sie nie przejmujemy ’drobiazgami’; tzn.
porzadnym okresleniem uzywanych obiektéw oraz ich istnieniem. (Na razie
sie tym nie przejmujemy, ale zrobimy to pdzniej):

Jesli zrozmiczkujemy (Ap)(t), to dostaniemy F(p(t),t) (z podstawowe-
go tw. rachunku rézniczkowego i catkowego); mamy wiec: d(i‘p) = ‘fj—f =
F(p(t),t). Ponadto (Ay)(ty) = o, wiec spetniony jest tez warunek poczat-
kowy:.

Koniec dowodu — ale tylko formalnego!

Uwaga. W ten sposob, zamienilismy rownanie rdzniczkowe (16): Tu szu-

kana funkcja wystepuje jako pochodna na roéwnanie catkowe (18) (tu szukana
funkcja wystepuje pod znakiem calki).

Jak znalez¢ punkt staly odwzorowania A?

Okazuje sie, ze — przy pewnych zalozeniach, o ktérych dalej — mozna to
zrobic¢ iteracyjnie: Wybierzmy jakas funkcje ¢g. Dzialajmy na nig kolejnymi
iteracjami operatora A, otrzymujac w ten sposob ciag:

01 = Ady: o = Ady = A%y s = Apy = Adpg:  ..itd.

Okazuje sie, ze graniczna funkcja

¢oo = lim ¢n

n—oo

jest punktem statym odwzorowania A, tzn. mamy:

AP = @oo-

Dowdd bedzie za jakis czas, a na razie przyktad: Skonstruujemy rozwia-
zanie uktadu (16) przez kolejne iteracje odwzorowania A.

10



Pr Zy]d . Znajdzmy rozwigzanie rownania rézniczkowego z warunkiem poczatkowym:

d
£:x+t’ 2(0) =20 = 1 (19)

metoda Picarda.

Tu nasza funkcja F', wystepujaca we wzorze ogolnym (16), jest rowna: F(x,t) = z + .

Musimy wzig¢ jaka$ funkcje jako ’punkt startowy’ i nastepnie dziala¢ na nig kolejnymi potegami
odwzorowania Picarda. Wezmy dla prostoty jako punkt startowy funkcje statq xo(t) = 1:

konkretna posta¢ odwzorowania Picarda ma tu postac:

Tp(t) = Axp_q1(t) =20 + /0 F(zp_1(7), 7)dT = 2 —1—/0 (T4 zp_1(7))dT.

Liczymy kolejno:

t
1

xl(t)=1—|—/ (7'—|—1)d7'=1—|—t+5t2;

0 .

t
1 2 1
zo(t) =1+ [ (T+1+7+ =7)dr =1+t + > + —t3;
o 2! 2l " 3l

t
2 1 2 2 1
a:g(t):1+/0 (T+1+T+§T2+§73)d7'=1+t+at2+§t3+gt4;

t
— 2 2 2 3 14 _ 22 23 24 15,
$4(t)—1+/0(7+1+7'+57' MR Jdr =1+t 4 ot gt gt 5t

itd. Z postaci kilku pierwszych wyrazéw ciggu funkeji x(t) tatwo chyba juz domysli¢ si¢ postaci n—tego
elementu: ) ) ) )
W) =14t + =3 St Sy =yt
e TL D T T L N

w czym mozna rozpoznaé rozwiniecie w szereg funkcji

z(t) =2 —1—1t.

Czytelnik zechce sie przekonad, ze powyzsza funkcja jest rozwigzaniem problemu (19).

4.2 Punkty stale, odwzorowania zwezajace etc.

Oswojmy sie na razie z punktami stalymi. Mamy ogélne odwzorowanie F :
X — X, odnosnie X zazadajmy tu na razie tylko, aby X byto przestrzeniq
matryczng. Zalozmy, ze F' ma punkt stalty * € X, tzn. F(z*) = x*. Zapy-
tajmy, jakie wlasno$ci musi mie¢ F', aby punkt staly x* byl granica ciggu
rekurencyjnego x,, = F"xy (xg — jakis punkt startowy dla ciagu rekurencyj-
nego).

Najsampierw wezmy X = R, ze zwykla metryka: d(z,y) = |z — y|.

Wezmy trzy przyktady.

1. F(z) = %:c+1. Punkt staly: F'(z*) = x* otrzymujemy przez rozwiazanie

lr* 41 = 2" cayli %x* =1, co daje z* = 2.

rownania 5
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A teraz wybierzmy jaki§ punkt startowy, np. xg = 5 i liczmy kolejne
iteracje. Mamy:

a:—z—2+§'x—E—2+§'x—B—2+§'x—§—2+i'
P T Ty My Tty P T M e e
Latwo mozna wyprowadzi¢ wzoér na n—ty wyraz:
3
TL:2 P
T +2n

tak wiec widac, ze lim z, = 2.
Warto cala sytuacje zilustrowaé graficznie RY'S.

. A teraz zobaczmy: F(x) = 2z — 2. Wida¢ (sprawdzamy od razu), ze
punkt staly x* = 2. Popatrzmy, jak wygladaja kolejne iteracje odwzo-
rowania F' RYS. Widaé, ze tu kolejne iteracje F' oddalajg od punktu
statego. Tu wiec metoda znajdowania punktu stalego przez stosowanie
kolejnych przyblizen nie dziata.

Rozpatrzmy teraz ogolne odwzorowanie, okreslone przez funkcje F'(z) =
ax +b. Po chwili zastanowienia wida¢, jaki warunek musi by¢ spetniony,
aby ciag z,, dazyt do punktu statego. Z powyzszej konstrukeji ’schodkow’
wida¢, ze Trzeba, aby 0 < F' < 1. (Okazuje sie, ze mozna go rozluzni¢
do warunku: |F’| < 1. Gdy F’ < 0, scenariusz dazenia do punktu sta-
tego jest ciekawszy — niech zainteresowany Czytelnik wykona analogon
konstrukeji ’schodkow” w tym przypadku).

. F(z) = +v2+z. RYS. Tu mozna znalez¢ rozwiaznanie réwnania
F(x) = x — sprawdza sie od razu, ze punktem stalym jest z* = 2.
Z ilustracji (RYS.) wynika, ze kolejne iteracje F' prowadza do punktu
statego. Wezmy jako punkt startowy np. xy = 10. Kalkulujac bezpo-
srednio, otrzymamy kolejne wartosci ciagu x,:

r1 = 3.4641; x9 = 2.3375; x3 = 2.0826; x4 = 2.0205; x5 = 2.0051; x5 = 2.00
. F(z) = In(5 4+ z). RYS. Tu juz nie napiszemy jawnego rozwiazania
rownania F'(x) = z, przynajmniej przy uzyciu znanych nam funkcji.

Metoda kolejnych iteracji mozemy znalezé rozwiazanie z dowolng do-
ktadnoscig: Biorac np. x¢p = 10, dostajemy:

x1 = 2.7080; x9 = 2.0423; 23 =1.9519; x4 =1.9390; x5 =1.9371; x4=1.9

z doktadnoscig do czwartego miejsca po przecinku jest to juz granica —
pierwszych pie¢ cyfr nie zmienia sie juz przy dalszych iteracjach.
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Podsumujmy nasze obserwacje: Punkt staty x* odwzorowania F' jest gra-
nicg ciggu rekurencyjnego T, = F'ro: o = limx,, jesli odwzorowanie I
spetnia warunek: |F'(z)| < 1, a tak bedzie wtedy, gdy F jest zblizajgce, tzn.
|F(z) = F(y)| <z —yl|

Uwaga. Opisang wyzej technike znajdowania punktu stalego mozna wykorzysta¢ m.in. do znajdo-
wania rozwigzan rownania f(z) = 0. Zauwazmy, ze to rownanie mozna przepisaé¢ jako: f(z) + z = x;
definiujac teraz: F(x) = f(z) + = i zakladajac, ze |F'(x)| < 1, mamy gwarancje, ze mozemy iteracyjnie
znalezé rozwiazanie rownania f(z) = 0 jako punkt staly odwzorowania F. Obserwacja ta jest podstawa

kilku metod numerycznych znajdowania rozwiagzan réownan postaci f(z) = 0.

4.3 Twierdzenie Banacha o punkcie stalym

Gwarancje znalezienia punktu stalego odwzorowania poprzez granice ciggu
iteracji daje

Tw. (Banacha). Niech (X, d) - zupelna przestrzenn metryczna.? Niech T :
X — X. Zalozmy, ze odwzorowanie T' jest zblizajgce, tzn. dla dowolnych
x,y € X zachodzi:

d(T(z), T(y)) < Cd(z,y), gdzie 0<C <1 (20)

Wtedy T' ma doktadnie jeden punkt staly «* (tzn. zachodzi: T'(x*) = z*). 2*
jest granica ciagu x, = T"x(, gdzie x( jest dowolnym punktem z X.
Uwaga. Jesli odwzorowanie 7' ma wtasnosé (20), to mowimy, ze jest od-
wzorowaniem zblizajgcym (lub zwezajgeym), albo ze jest kontrakcjq.
Dow. Pokazemy, ze ciag {z,} jest ciagiem Cauchy’ego, tzn.
ve>OE]M6N\v/m,n>M . d(xmaxn) < €.

Oszacujmy odlegtosé d(x,,, x,,) dla odwzorowania zblizajacego. Zalozmy przy
tym, ze n > m, tzn. n = m + k, gdzie k > 0:

d(Tp, Tp) = d(T"x, T o) < C"d(z), 70)

SkorzystaliSmy tutaj z wlasnosci (20) odwzorawania zblizajacego.
Przypomnijmy sobie teraz nierownosé trojkgta dla metryki:

d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).
Biorac tw: ¢ = xg, y = 29, 2 = T_1, Mamy:

d(:l?k, ZL“()) < d(xk, :L’k_1) + d(:l?k_l, afo) = d(TkxO, Tk_lilf()) + d(ﬁj‘k_l, :1:0)

2Dla przypomnienia: X jest zupelna, jesli kazdy cigg Cauchy’ego elementéw z X ma granice nalezaca,
do X. Pamietamy np. (a przynajmniej bylo to w I semestrze), ze Q nie jest zupelna, a R jest zupelna.
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= Ckild(ﬂfl, x()) + d(xk‘—la 370);

w ostatniej rownosci znow skorzystalismy z wlasnosci (20).
Do cztonu d(zy_1, x¢) znow stosujemy te sztuczke, co wyzej, i mamy:

d(zy,-1,20) < C*2d(z1, 20) + d(wp—2, T0)
1 mozemy napisac:
d(xp, xo) < Clﬁ”_ld(xl,xo)jtd(xkfl,xo) < Ck_ld(xl,:co)+0k_2d(a:1,x0)+d(xkf2,$0) <

1—C*
1-C

< (CFY4+CF 24+ O+ Dd(21,10) =
1

Si-o
gdzie w ostatniej rownosci skorzystaliémy z wzoréw na sume czesciowa i nie-
skoriczong szeregu geometrycznego.

Dla danego € > 0, niech teraz M bedzie liczbg taka, ze

CM

md(l‘l, .CCO) < €.

Widzimy, ze mamy wtedy spetniony warunek Cauchy’ego dla ciagu {z,},

d($1, Io)

d(z1, )

tzn. ze ciag ten jest zbiezny.
Jego granica jest punktem stalym odwzorowania 7. Mamy bowiem:

d(Tpi1, 1) < C"d(wy,30) "7 0,

a z drugiej strony, poniewaz T jest ciggle (co wynika z wlasnosci, ze T jest
zblizajace), oraz, poniewaz metryka jest funkcja ciagla swoich argumentow:

Jim d(zpi1, ) = lim d(T' (), z,) = d( lim T'(x,), lim z,,) = d(T'(z7),2%) = 0,

czyli T'(z*) = x*.
Jeszcze jednoznacznosé x*. Zalozmy, ze T' ma dwa punkty stale: z7 oraz
x5, tzn. mamy: T'(z7) = x7, T'(25) = 2¥). Zatem:

d(T'(xy), T(x3)) = d(xy, x3).
Z drugiej strony, poniewaz T’ jest zblizajace, to
d(T(x7), T(x3)) < Cd(ay, 25) < d(a7, 75);

otrzymujemy zatem sprzecznosé, CHYBA ZE x% = x3; wtedy wszystkie od-
legtodci powyzej sa zerami. Mamy wiec: x] = 5.
CBDO
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4.4 Przy pewnych warunkach odwz. Picarda jest zwezajace

4.4.1 Gdzie dziala odwz. Picarda

Powiemy teraz nieco — ale tylko nieco — o przestrzen: w ktérej dziata odwz.
Picarda.

Pamietamy, ze odwzorowanie Picarda A przyporzadkowuje funkcji ¢(t) €
R™ inng funkcje (Ap)(t) € R™

Podamy najpierw definicje przestrzeni odwzorowar.

Def. Zalozmy, ze rozpatrujemy C — zbior funkcji ciggtych okreslonych na
odcinku [a, b] o wartosciach wektorowych f : [a,b]] C R — R™. (Gdy n =1,
to tym zbiorem jest przestrzen C|a,b]). Na zbiorze C wprowadzamy metryke
p: Dla funkcji f1, fo € C definiujemy ich odlegtosé jako

p(f1; f2) = sup |[fi(t) — fa(D)]].
te(a,b]

Tw. Przestrzen (C, p) jest przestrzenia metryczng zupelna.

Dow. (czesciowy). Pierwsza czesé, tzn. ze (C, p) jest przestrzenia metrycz-
ng, sprawdza sie nietrudno. Pierwsze dwa aksjomaty metryki sg spetnione w
oczywisty sposob, zas nierownosé trojkata wynika z nierownosci trojkata dla
normy i wtasnosci sup:

p(f1, f2) = sup [[fi(t) — f2(0)]] = sup [[fi(t) — fs(t) + f3(t) — fa(t)]]

tE[a tE[a,b}

< sup (|[f1(t) = fs@] + 11fs(t) = f2(O)]) < sup [[f1(8)=f()][+ sup [[f3(t) = fa(t)]

t€la,b] t€(a,b] t€a,b]

= p(f1, f3) + p(fs, f2).

Druga czesé, tzn. sprawdzenie zupelnosci przestrzeni C, wymaga, szczegdtow
technicznych, ktorymi nie dysponujemy (tzn. pojecia i wlasnosci zbieznosci
jednostajnej) 1 te czesé pominiemy.
(czesciowo cbdo

Przestrzen, w ktorej dziala odwzorowanie Picarda, jest przestrzenia C, z
pewnymi dodatkowymi warunkami, ktérych teraz nie wypiszemy.

Wypiszemy za to warunek gwarantujacy, ze odwzorowanie A bedzie zbli-
zajace. Wtedy dowod twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania,
rownania rézniczkowego sprowadzi sie do zaaplikowania tw. Banacha o punk-
cie staltym do odwzorowania A.

Bedziemy jeszcze do tego potrzebowali definicji.

Def. Niech (M, p1), (Ma, p2) — przestrzenie metryczne. Niech G — od-
wzorowanie miedzy nimi: G : M; — Mj. Niech L € R,.. Mowimy, ze G
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spetnia warunek Lipschitza ze stala L, jesli powieksza ono odleglosé miedzy
dowolnymi dwoma punktami nalezacymi do M; nie wiecej niz L razy:

vay€M1p2(Gx7 Gy) < Lpl (SL’, y)

Uwaga. Jesli (M, p1) = (Ms, pa), zas stala L < 1, to takie odwzorowanie
jest zblizajace.
Przyklady.

1. Niech M7 = M5 = R ze standardowa metryka. Odwzorowanie G(x) =
ax + b spelnia warunek Lipschitza ze stala L = a.

2. Niech M; = My = R ze standardowa metryka. Odwzorowanie G(z) =
x? nie spelnia warunku Lipschitza — odleglosé 27 —x3 moze by¢ dowolnie

duza dla 1 — 29 = 1.

3. Niech M; = [—1,1], My = [0,1] ze zwykla metryka. Odwzorowanie
G(x) = 2? spelnia warunek Lipschitza ze staly L = 2.

4. Ogoélnie, jesli G ma ograniczong pochodng, to spetnia warunek Lipschit-
za. PokazaliSmy to przy okazji dowodu tw. o istnieniu odwzorowania
odwrotnego (str. 5 czesci 12 notatek). Ale odwzorowanie moze nie by¢
rozniczkowalne, a mimo to spetnia¢ warunek Lipschitza.

5. Niech M; = My = R ze standardowa metryka. Odwzorowanie G(z) =
/x nie spetnia warunku Lipschitza (biorac x; = 0, iloraz %
moze by¢ dowolnie duzy).

4.4.2 Kiedy odwz. Picarda jest zwezajace

Spojrzmy znoéw na uktad (16). Okazuje sie, ze:

1. jesli odcinek czasu, na ktorym rozpatrujemy ewolucje dang przez uktad
(16) jest maly, tzn. rozpatrujemy wartosci t spelniajace: t €|tg—e, to+e€|.
e > 0;

2. prawa strona uktadu (16) jest rozniczkowalna w sposob ciagly (co mozna
zastapié¢ przez stabsze zalozenie, iz spelia ona warunek Lipschitza,

to gwarantuje juz to, ze odwz. Picarda bedzie zwezajace.

Tw. Jesli warto$é € jest dostatecznie mata, to odwzorowanie Picarda jest
zZwezajace.

Dow.

nie bedzie. Nie jest on bardzo trudny, ale znéw wymaga technicznych
narzedzi: pojecia i wtasnosci zbieznosci jednostajne;j.
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4.5 Twierdzenie o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwigzania

Tw. (Cauchy’ego® o lokalnym istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania uktadu
rownan rozniczkowych 1. rzedu.

Rozwazmy uklad réwnan rozniczkowych z warunkiem poczatkowym (16).
Niech prawa strona F' bedzie rézniczkowalna w sposéb ciagly w otoczeniu
punktu (g, o). (co mozna zastapi¢ przez stabsze zalozenie, iz spetnia ona
warunek Lipschitza Wowczas istnieje jednoznaczne rozwiazanie uktadu (16).

Komentarze — uwagi.

1. Gdy prawa strona ukladu (16) nie spelnia warunku Lipschitza, to jed-
noznaczno$¢ moze nie mie¢ miejsca — przekonaliSmy sie o tym na przy-

ktadzie.

2. Dla ogoélnych (nieliniowych) réwnan, rozwiazanie moze nie istnie¢ dla
dowolnych t. Jako prosty przyktad wezmy n = 1 i réwnanie:

Rozwiaznie znajdujemy prosto:

dz 1
— =dt, = -——=t+C.
x x
Stata C' znajdujemy z warunku poczatkowego: z(0) =1 = C' = —1.
Mamy wiec:
() 1 1
x(t) = — = :
t—1 1-—t
Latwo to rozwiazanie naszkicowa¢ — jest to fragment hiperboli. Rozwia-
zanie istnieje dla t < t* = 1.

3. Powyzsze twierdzenie mozna wzmocnié: Okazuje sie, ze jednoznaczne
rozwigzanie istnieje rowniez dla warunku poczatkowego dostatecznie bli-
skiego xg (tzn. jesli x(ty) = yo, oraz ||yo — xo|| jest dostatecznie male,
to na odcinku czasu t €]ty — €, ty + €[ istnieje jednoznaczne rozwiazanie
7z warunkiem poczatkowym x(ty) = o).

Stad widac, ze:
4. 7 punktu xg mozna p6js¢ w n liniowo niezaleznych kierunkach. Tak wiec,
rozwigzanie uktadu n rownan I. rzedu zalezy od n dowolnych statych.

Ponadto

3Zwane tez tw. Picarda lub Picarda—Cauchy’ego

17



5. Rozwiazanie to zalezy przy tym od punktu poczatkowego w sposoéb cia-
gly.

Zainteresowany Czytelnik znajdzie dowody np. w ksiazce Arnolda, 'Rowna-
nia rozniczkowe zwyczajne’, rozdz. 4, lub F. Leja, 'Rachunek rézniczkowy 1i
catkowy’, Dodatek.

5 Rownania i uklady liniowe

Def. Uktadem rownai liniowych nazywamy uktad (?77) z prawa czescia zale-
zaca lintowo od x:

x(to) = Xy, (21)

Tu z(t) € R", b(t) € R", A(t) jest macierza n X n. Zakladamy, ze wszystkie
elementy macierzy A(t) oraz wektora niejednorodnosci b(t) zaleza w sposob
ciggty od t dla t € [a, b] (jaki$ odcinek).

Uwaga (terminologiczna). Analogicznie jak w przypadku rownania [ rzedu,
uktad (22) nazywamy niejednorodnym, gdy b(t) = 0, oraz niejednorodnym,
gdy b(t) #£ 0.

I takoz podobnie jak w przypadku rownania [ rzedu: Jesli xy(t), xo(?)
sa dwoma rozwiazaniami uktadu jednorodnego, to ich suma i — ogélniej —

{ do — A(t)a(t) + b(t),

ich dowolna liniowa kombinacja tez jest rozwigzaniem. Tak wiec rozwiazania
uktadu jednorodnego maja strukture przestrzeni wektorowe;j.

Zapytajmy teraz, jak wyglada sprawa istnienia i jednoznacznosci rozwia-
zan dla uktadow rownan liniowych. W celu zbadania tej sytuacji zauwazmy
najsampierw, ze dla ukltadéow réwnan liniowych warunek Lipschitza jest spet-
niony:

|1F(t,2)=F(t,2)]| = ||A@)z+b(t) —A(t)z'=b(1)|| = [[A(t) (z—")|| < [|A@)||-]]z—2]
Funkcja t — [|A(t)]| jest ciggta. Oznaczajac
L = sup [|[A(t)|

te(a,b]
widzimy, ze jest spelniony warunek Lipschitza ze stala L. Poniewaz warunek
Lipschitza jest spetniony, to istnieje lokalnie jednoznaczne rozwigzanie.
Ale dzigki temu, ze uktad (22) jest liniowy, mozna o rozwiazaniu podaé
znacznie doktadniejsze informacje, niz w ogélnym przypadku. Dowody pomi-
niemy, natomiast stwierdzenie wypiszemy:
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Stw. Rozwazmy uktad rownari liniowych (22), gdzie A(t) jest ograniczona:

Wtedy uktad (22) ma rozwiazanie dla dowolnych t > ¢.

6 Uklady liniowe o stalych wspoélczynnikach

Ogolny uktad rownarn (22) jest trudny do rozwiazania. Schematy rozwiazywa-
nia znamy dla szczegolnych przypadkow macierzy A(t), i nawet te szczegolne
przypadki tworza bogata teorie. Np. rozwiazania uktadow 2 x 2 z macierzami
specjalnej postaci sa rownowazne funkcjom specjalnym (wielomiany i funkcje
Legendre’a, Hermite’a, Legendre’a, funkcje Bessela, hipergeometryczna, ...
Zainteresowany Czytelnik dowie sie wiecej o nich np. na wyktadzie dla IT ro-
ku: "Funkcje specjalne’, lub np. z ksiazki E.T.Whittaker, G.Watson, 'Elemen-
ty analizy wspotcezesnej’, t. IT). Ale dla ogolnej postaci uktadu (22) algorytmu
rozwigzywania nie znamy.

Wazna klasa uktadow réwnan liniowych, dla ktorych istnieje ogolny algo-
rytm rozwiazywania, sa uktady o statych wspotczynnikach, tzn. uktady (22),
dla ktorych macierz A nie zalezy od czasu.

Rozpatrujemy wiec:

dz
i Ax(t)+b(t), x(to) = xo. (22)
gdzie z(t) € R™

6.1 Uktady jednorodne
Zajmijmy sie najsampierw uktadem jednorodnym, tzn. takim, ze b(t) = 0:

dx

i Ax(t), x(ty) = . (23)
Okazuje sie, ze rozwiagzanie powyzszego uktadu tatwo podaé, a mianowicie

mamy:

x(t) = eAltt) g, (24)

Sprawdzmy to. Pamietamy, jak sie definiuje funkcje analityczng — w naszym
przypadku exponens — od argumentu macierzowego:

1 1
A =T+ At + 5(Alt)Q + 5(At)3 +...
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Alt=t0) ' nie przejmujac sie takimi

Pamietajac o tym, policzmy pochodng %e
"drobiazgami’, jak mozliwos¢ rézniczkowania szeregu wyraz za wyrazem oraz

zbieznodcia szeregu:

d gty _ d L 2 13 3
dte _dt<I+A(t_t0)+2!A (t—to) —|‘3'A (t—to) —|—>
_ 4 A+A2(t—t)+lA3(t—t)2+lA4(t—t)3+ =

... wyciaggamy A przed nawias...
1 1
=4 (I + A(t —to) + 5142(75 —t0)® + 5143(75 —t0)° + .. ) = AeAlt=to),

Mamy wiec:
dt dt
= AeAt) g0 = Ax(t).
Sprawdzamy tez, ze dla rozwiazania (24) spelniony jest warunek poczatkowy:

A

(1)), = e*Vxo = T 19 = 20.

Zatem! Rozwiazanie uktadu (24) sprowadza sie do obliczenia eksponensu od
macierzy.

Na szczescie, takie rzeczy juz robilismy.

Przypomnijmy wiec sobie, jak to sie robi, na przyktadzie.

Przykl. Znales¢ rozwiagzanie ukladu rownan w R? z warunkiem poczat-
kowym:

= Ax, gdzie A=

— = O
_ O =

1
1|, zp=z0)=] 1 (25)
0

Dla rozwiazania problemu kluczowe jest znalezienie macierzy e i zadzialanie
nig na wektor warunku poczatkowego xy.

W czesci algebraicznej wyktadu, nie tak dawno temu, liczyliSmy funkcje
od macierzy. Najsampierw trzeba znalezé wartosci wlasne, co znajdujemy,
przyréwnujac wielomian charakterystyczny do zera. Konkretnie*:

-\ 1 1
waA) =] 1 =X 1 |[==XN4+3A+2=-A+1)*A-2)
1 1 =X

4Szampan i owoce...
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Otrzymujemy wiec tu dwie wartosci wtasne: \; = —1 o krotnosci 2 oraz
Ao = 2 o krotnosci 1.

Stad otrzymujemy wartosci wlasne macierzy At: Sa to: Ay = —t o krotno-
Sci 2 oraz A9 = 2t o krotnosci 1. Sytuacja wielokrotnych wartosci wlasnych
wymaga rozszerzenia technologii liczenia funkcji od macierzy. Przyjrzyjmy
sie jej jeszcze raz, biorgc ogolny przypadek funkcji analitycznej f(x); chcemy
obliczy¢ funkcje macierzy B rozmiaru n X n, tzn. f(B).

Podzielmy f(z) przez wielomian charakterystyczny macierzy B:

f(x) =q(x)wp(x) +r(x), degr<n (26)

Reszta ma postac:

r(z) = ag+ a1z + -+ ap_12"
chcemy wyznaczy¢ wspotczynniki wielomianu-reszty tzn. ag, aq, . . ., a,_1. Znaj-
dziemy je, wstawiajac do rownosci (26) kolejne wartosci wlasne macierzy B.
Mamy w ten sposéb:
f) =r(N).

Jesli mamy doktadnie n wartosci whasnych, to nie ma ktopotow: Mamy uktad
n rownan na n wspotczynnikow wielomianu r. Co jednak, gdy mamy wielo-
krotne wartosci wlasne? Mamy wtedy mniej rownar niz niewiadomych!

'‘Brakujace’ rowania mozemy jednak otrzyma¢ w nastepujacy sposob. Za-
tozmy, ze \i jest dwukrotng wartoscig wtasna. WeZmy rownanie:

f(x) = q(z) wp(x) + r(z)

1 zrozniczkujmy je po x. Otrzymamy:

fl(@) = ¢'(x) wp(x) + q(x) wp(z) + r'(z).

Wstawiajac doii A\, mamy: wp(A;) = 0 (bo A jest pierwiastkiem wp(x))
oraz wz(Ar) = 0 (bo A; jest dwukrotnym pierwiastkiem wp(z)). Zatem otrzy-
mamy rownosc:
Fw) =7r'(A).

Jest to brakujace rownanie.

Gdy mamy wiecej pierwiastkow wielokrotnych, albo pierwiastek o wick-
szej krotnodci, postepujemy analogicznie. Lacznie zawsze mozemy sprawic,
ze mamy tyle rownan, ile jest niewiadomych wspotczynnikow.
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Konkretyzujac to dla naszej sytuacji i Ay jest dwukrotna, mamy: r(z) =
a + bx + ca?, oraz réwnania na wspotczynniki a, b, c:

fA1) = a+b\ +cA
') = 04b42c)
f(A2) = a+bl+ch
W naszym przypadku f(z) = e*, a macierza ktorej Exponens liczymy to At,
i pamietajac, ze Ay = —t (dwukrotna) oraz Ay = 2¢, mamy
et = a—bt+ct?
et = 0+b—2ct

el = a4+ 2bt + 4ct?

To jest nasz uktad rownan. Rozwiazujemy go np. metoda wyznacznikow:

1 —t ¢
W=|0 1 —2t|=42422+0—t>+4t>+0=9t%
1 2t 4t
et —t 2
Wo=|et 1 —2t|=e (42257 +4t>+4t%)+e* (212 —12) = e (812 +61°) e t%;
e?t 2t 4t
1 et ¢
Wy=10 et —2t|=e"(4t* — 2t — t*) + %2t = e '(3t* — 2t) + 2te™;
1 % 4¢?
1 —t e!
W,=10 1 et|=c(—t—1-2t)4+e=c(=3t—1)+¢e*
1 2t e*
Stad mamy:
1 —t 2t 1 —t 2t 2 1 —t 2t
a= §[(8+6t)e +e*]; bt = 5[(375—2)6 +2e”]; ot = §[(—3t—1)e +e'].
(27)
Wiec!! Mamy znaleziony Exponens od macierzy:
A = al + Abt + A2ct? (28)

gdzie a, b, ¢ sa dane przez (27). Mozna wynik zapisa¢ w postaci jednej ma-
cierzy, ale nie bedziemy tego robi¢ z braku motywacji.
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Napiszmy teraz rozwiazanie spetniajace warunek poczatkowy (25). Musi-
my w tym celu zadziala¢ macierza e’ na wektor xy. Mamy:

—1 01 1][-1 1
Izg=| 1 |, Azy=]101 1 | =] -1, A%xz=A(An) =
0 110 0 0
stad
—a+b—c
2(t) = ety = (al + DAt + cA*)zg = | a—b+c
0
e (=6t —8+3t—2+3t+1)+e(—1+2—1) —e!
=3 l—e(—6t—8+3t—2+3t+1)—e*(-1+2-1) | =| e
0 0

(29)
To jest nasze szukane rozwiazanie. Widaé¢ od razu, ze spetnia ono warunek
poczatkowy. Uwagi.

1. Ogolna struktura rozwiagzania jest nastepujaca: Z kazda pojedyczng war-
toscia wlasna \; pojawia sie wyraz proporcjonalny do et zas z wielo-
krotng wartoscig wtasna Ay o krotnosci ny pojawiaja sie dodatkowo czto-
ny proporcjonalne do teM! 12t . #—leMt (W naszym przypadku
akurat sie one skasowaly).

2. Wykorzystujac szczegolne postaci macierzy (np. w naszym przypadku
byta ona symetryczna), mozna rozwiazanie znalezé szybciej i prosciej.
Zaprezentowana metoda — bedac nieco przydluga — jest uniwersalna i
dziata dla kazdej macierzy.

6.2 Uklady niejednorodne
7 Rownania liniowe o stalych wspolczynnikach
7.1 Ogoblne fakty
Nazywamy tak rownanie spelniane przez szukang funkcje y(z):
g+ an gV o ay +agy = f(), (30)
przy czym:
e Jezeli f(x) = 0 to rownanie nazywamy jednorodnym,
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e Jezeli f(x) # 0 to rownanie nazywamy niejednorodnym.

Uwaga. Przy rownaniu jednorodnym chodzi o to, aby funkcja f(x) byla
rowna zeru tozsamosciowo, tzn. dla kazdego x. W izolowanych punktach x
funkcja f(x) moze by¢ rowna zeru, ale w takim przypadku rownanie nazy-
wamy jednorodnym, np. dla f(z) = sinz.

Fakt 1. Zbior rozwigzan rowania jednorodnego (30) jest przestrzenia wek-
torowa. Dla rownania jednorodnego jest to przestrzen afiniczna.

Fakt 2. Przestrzenie te sa n—wymiarowe. Innymi stowy, ogélne rozwiazanie
rownania (30) zalezy od n dowolnych statych.

7.2 Roéwnania jednorodne: algorytm
7.2.1 Jednokrotne warto$ci wtasne

7.2.2 A gdy sie trafia zespolone...

... to nie nalezy ich sie ba¢! Ale trzeba wtedy postepowaé troche inacze;j.
Najsampierw przypomnijmy sobie (a jesli go nie bylo, to od reki pokazmy)
fakt z algebry.
Fakt. Jezeli pierwiastki wielomianu n—tego stopnia o wspotczynnikach
rzeczywistych:
N4 N @A +ag =0 (31)

sa zespolone, to wystepuja one w parach zespolonych sprzezonych. Innymi
stowy, jesli \x = ay, + 10, jest pierwiastkiem rownania (31), to \p = o — 10y
rowniez jest pierwiastkiem tego roéwnania.

Dow.

To teraz napiszmy czesé¢ rozwiazania rownania ogélnego, odpowiadajaca
pierwiastkom A = a + i3 1 A = a — i3. Na pierwszy rzut oka nie ma tu nic
podejrzanego: piszemy czes¢ rozwiazania rownania ogolnego:

Yy = CleAx_i_C«QeXx _ Cle(a+iﬁ)x+c2€(a—iﬂ)x _ €ax(01€wx—|—02€_wx). (32)

Ale, na drugi rzut oka... jest tu dwa razy za duz o 'stopni swobody’! Bo
mamy nominalnie dwie state C7 1 Cy; ale moga one przyjmowaé wartosci
zespolone (skoro sa zespolone wyrazy wykladnicze). 2 stale zespolone = 4
state rzeczywiste — dwa razy za duzo. Co tu jest nie tak?

Tu trzeci rzut oka (tzn. przyjrzenie si¢ problemowi po raz trzeci). Gdy-
by$my byli w dziedzinie zespolonej, to wszystko bytoby ok. Ale jesteSmy w
dziedzinie rzeczywistej. Przyjmujemy, ze w jakiej$§ chwili czasu rozwiazanie
jest rzeczywiste, 1 musi ono by¢ takie we wszystkich chwilach nastepnych. Jak
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si¢ przekonamy — ten warunek (aby rozwigzanie bylo rzeczywiste) zapewnia
juz wlasciwa ilos¢ parametrow rozwiazania ogolnego.
Przyjrzyjmy sie temu blizej. Zatozmy, ze state C1, Cy w (32) sa:

C1 = a+ b, Cy = c+ di.
Aby rozwigzanie (32) bylo rzeczywiste dla z = 0, musimy mie¢:
(a+bi)e’ + (c+di)e’ €R = b+d=0, tzn. b= —d.

We7my jeszcze jaki§ drugi warunek, np. aby pochodna rozwiazania byta rze-
czywista dla x = 0. To daje:

(16)C1 — (i8)Cy = B(ia —b—ic+d) e R = a—c=0, tzn. a=c

Mamy wiec tylko dwie niezalezne stalte; wybierzmy jako niezalezne a oraz b
(pamietajac, ze sa one czysto rzeczywiste).
Wstawiajac te warunki do statych Cp, Cs, otrzymujemy:

Yy = eax(Cﬁewx + C'Qe_wx) =e"((a+ z’b)ewx + (a — ib)e_wx)

_ 0 [a(ewz 4 e—iﬁx) 4 z’b(ewx — e_w”:)} = e [2a cos fx — 2bsin Gz ;

widac, ze ta postaé rozwiazania jest czysto rzeczywista!
Podsumujmy: W przypadku zespolonych pierwiastkéw rownania charak-
terystycznego, (tzn. A = a + i), zamiast pisa¢ RORJ w postaci:

ea:c[cvlezﬂx + C2e—iﬁx],

co nie jest postacia jawnie rzeczywista, mozemy przyjacé, ze RORJ bedzie
suma czlonéw postaci:

e[ A cos Bz + Bsin fx].

7.2.3 Wielokrotne wartosci wlasne
7.3 Roéwnania jednorodne: przyklady
Znalezé rozwigzania ogoélne nastepujacych réwnai:

Ly +y —2y=0.(y = i—gt/ itd.) Tworzymy réwnanie charakterystycz-
ne: A2 + X\ — 2 = 0, ktorego pierwiastki to \; = —2, Ay = 1. Zatem
rozwigzanie ogolne jest postaci: y = Cre % + Cyel, O, Cy — dowolne

stale.
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. y" — 4y’ = 0. Réwnanie charakterystyczne: A2 — 4\ = 0, ktorego pier-
wiastki to Ay = 4, Ao = 0. Zatem rozwiazanie ogdlne jest postaci:
y = Cret + Chel! = Cre + Cy, C1, Cy — dowolne state.

. y" +vy = 0. Réwnanie charakterystyczne: \> + 1 = 0, ktérego pier-
wiastki to A\ = i, \a = —i. Zatem rozwiazanie ogé6lne jest postaci:
y = Cre' + Che ™™, gdzie C, Oy sa zespolone. Rozwigzanie, zamiast w
postaci wyktadniczej, mozna réwnowaznie zapisa¢ w postaci trygono-
metrycznej: y = Acost + Bsint, A, B — dowolne stale rzeczywiste.

. y" 4+ 6y + 13y = 0. Réwnanie charakterystyczne: A2 + 6\ + 13 = 0,
ktorego pierwiastki to \;y = —3 — 41, Ay = —3 + 4i. Zatem rozwigza-

nie ogolne jest postaci: y = ajel 74! 4 qpe( B = 73 (g et 4
aze™), co réwnowaznie mozna zapisa¢ w postaci trygonometryczne;:
y = e 3(C) cos 4t + Cysindt), Oy, Cy — dowolne stale.

. y" — 2y’ +y = 0. Rownanie charakterystyczne: A2 — 2\ +1 = 0 posiada
jeden pierwiastek podwéjny A = 1, zatem rozwiazanie ogblne jest y =

(Cl + CQt)et.

. Oscylator harmoniczny ttumiony. Zapiszmy réwnanie ruchu dla po-
tozenia x(t) w postaci:

a" 4+ 2va' + w?x = 0.
Rownanie charakterystyczne: A\? + 29\ + w? = 0 ma wyréznik:
A =49 — 40* = 2(7* — Wh).

Zachowanie rozwiazania jest jako$ciowo roézne w zaleznosci od tego, czy

A>0A=0 A<DO.

e A > 0, co odpowiada 7 > w (’silne ttumienie’). Mamy, dla pier-
wiastkéw rownania charakterystycznego:

A==+ V12 —w?<0, A =—-9—yr2—-w2<0
1 rozwiazanie ogblne jest czysto wyktadnicze:
x(t) = Cret! + Coe. (33)

Poniewaz, jak widzielidmy: A\, < 0, A_ < 0, to oba cztony w roz-
wigzaniu (33) beda ’gasty’, a nie 'wybuchaly’ — rozwiazanie bedzie
wyktadniczo ‘spetzato’ do potozenia réwnowagi.
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7.4

7.5

e A = 0, co zachodzi w przypadku v = w ("tlumienie krytyczne’).
Mamy jeden pierwiastek podwojny:

A= —v <0,
1 rozwiazanie ogdlne ma postac:
z(t) = M (C) + Cat).

Gdy t — oo, oba wyrazy daza do zera (‘funkcja wykladnicza ro-
$nie szybciej niz dowolny wielomian’). Rozwiazanie ma jakosciowo
podobny charakter co w poprzednim przypadku — ’spetza’ ono do
zera bez oscylacji, cho¢ nieco wolniej.

e A < 0, co odpowiada v < w (’stabe ttumienie’). Mamy: VA =

ivw? — % 1 pierwiastki
A= —y+iYyw?2—792<0, I =—-—v—iyw?2—72<0

(zwroémy uwage, ze czescl rzeczywiste obu pierwiastkow sa mniejsze
od zera). Ogolne rozwigzanie zapiszmy w postaci trygonometrycz-
nej:

z(t) = e "(Acos \Jw? — 2t + Bsinyw? — 72t

Rozwiazanie ma charakter ttumionych oscylacji, przy czym ich czestosé

Vw? — 2 jest mniejsza niz czestosé w w przypadku drgan niethu-
mionych. Czestos¢ maleje do zera, gdy v — w.

Réwnania niejednorodne ze ’zgadywalnymi’ niejednorodno-
§ciami: algorytm

Réwnania niejednorodne ze ’zgadywalnymi’ niejednorodno-
Sciami: przyktady

Znalez¢ rozwigzania ogélne nastepujacych rownan:

1. y" + 4y = €' (¥). i) Znajdujemy Rozwigzanie Ogolne Rownania Jed-

norodnego (RORJ), tzn. 7z prawa strona réwna zeru: y” + 4y = 0.
Rownanie charakterystyczne: A2 + 4 = 0 ma pierwiastki: \; = 2i,
Ay = —2i. Wypisujemy od razu RORJ w postaci trygonometryczne;:
RORJ— C;sin2t + Cycos2t. i) Znajdujemy Rozwiazanie Szczegdlne
Rownania Niejednorodnego (RSRN) metoda 'zgadywania’: Przewiduje-
my postaé rozwigzania yy jako: yn = Ae!, gdzie A jest staly; po wsta-
wieniu yy do (*) dostajemy: 5Ae’ = €', skad A = 1, zatem RSRN—1¢.

27



iii) Rozwiazanie Ogolne Rownania Niejednorodnego (RSRN) jest suma
RORJ i RSRN: RORN=C} sin 2t 4 C cos 2t + e’

cy" — 9y = (12t — 8)e™3 (**). i) RORJ: A\ — 9 = 0 ma pierwiastki
A =3, Ay = —=3. RORJ — C1e* + Coe™3. i) RSRN: Niejednorodnosé
jest 'zgadywalna’, (bo jest postaci: wielomian razy funkcja wykltadnicza).
Wyktadnik niejednorodno$ci pokrywa sie z jedna z wartosci wtasnych,
zatem RSRN przewidujemy w postaci: yy = t(A + Bt)e 3, gdzie A
i B sa stalymi, ktore musimy wyznaczyé. Po wstawieniu yy do (**)
dostajemy: (—2B — 6A — 12Bt)e™3! = (12t — 8)e™?, skad, poréwnujac
wspotezynniki przy potegach wielomianéw po obu stronach, dostajemy:
—12Bt = 12t,2B — 6A = 8, skad B = —1, A = 1. 4i) RSRN — RORJ
+ RSRN = C1e3 + Coe ™3 + t(1 — t)e 3.

. Oscylator harmoniczny tlumiony z periodyczna sila wymu-
szajaca

Wezmy sile wymuszajaa w postaci f(t) = cosat. Rozwazmy najsam-
pierw

e oscylator niettumiony, nierezonansowy. Mamy wiec:
v” + w?z = cos at (34)

i zaktadamy o # w.
Pamietamy (a jesli nie to liczymy od razu) RORJ:

ry = Acoswt+ Bsinwt, A, B — dowolne stale
Zaktadamy RSRN w postaci:
yn = acosat + bsin at,
i wstawiamy to do rownania (34), dostajac:
2

—ao? cos at — ba? sin at + w?a cos at + bw? sin at = cos ot

skad mamy:

Mamy wigc:
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RORN jest suma dwoch powyzszych wyrazen i ogélnie trudno zna-

lez¢ uproszczenie otrzymanego wyrazenia. W bardziej szczegolnych

przypadkach mozemy sie jednak o to pokusi¢. Wezmy B = 0 i
1

= ——. Po pomnozeniu przez staly mamy wtedy:

x(t) = coswt + cos at.

Wezmy teraz przypadek bliski rezonansowemu, tzn.a = w, co za-
piszmy w postaci: @« = 6 + €,w = 0 — €, gdzie € jest mate. Mamy:

x(t) = coswt + cos at = cos(0 4 €) + cos(f — ¢€)

cos 0t cos et — sin 0t sin et + cos 0t cos et + sin 0t sin et
= 2cos 0t coset

Pierwszy czynnik jest szybkozmienny w poréwnaniu z drugim; ich
iloczyn ma charakter wolnych oscylacji o czestosci € 'wypetnionych’
szybkimi o czestosci § RYS.. Sygnal radiowy ma podobny ksztalt:
Szybkie oscylacje o czestosci rzedu MHz (fale §rednie) wypelniajace
powolne modulacje o czestosci dzwigkowej (kHz).

oscylator niettumiony, rezonansowy, tzn. o czestosci a = w. RORJ
mamy jak poprzednio, za§ RSRN zaktadamy postaci:

yn = t(acoswt+bsinwt), = 9 = —2aw sin wt+2bw cos wt—atw? cos wt

po wstawieniu do réwnania niejednorodnego dostaniemy

1
yf;(f—FwaN = —2aw sin wit+2bw coswt = coswt =— a =0, b= 2

w
tzn.

1
Yy = —1tcoswt.
2w

Sa to rosngce oscylacje RYS.. Przyktad kazdy mogtzaobserwowad
rozhustujac hustawke — najskuteczniej robi sie to dziatajac ruchami
o czestodci dostosowanej do czestosci wlasnej hustawki.

Fizycznie tak mozna robi¢ do czasu, az przyblizenie harmoniczne

sie zatlamie, czasem zatamanie sie przyblizenia harmonicznego od-
powiada destrukcji uktadu. Np.: Most w Amiens; Spiewanie do
szklanki z jej czestoScia wtasna, co zostalo przesadnie,
ale malowniczo ukazane w ’Blaszanym bebenku’, czy w filmie
’Shrek I’, scena z Fionga 1 niebieskim ptaszkiem.
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e Oscylator ttumiony. Tu mamy:
t” + 2va' + wir = cosat (35)

Wzory na RORJ juz uzyskaliémy uprzednio. Dla RSRN robimy stan-
dardowy Ansatz:

yn = acosat + bsin at.

Przez wstawienie do rownania jednorodnego uzyskamy réwnania
na stale a oraz b. Zanim to zrobimy, zastanéwmy sie nad posta-
cia. RORN. Naktadaja sie tu dwa czynniki: Pierwszy to ochodzace
7z RORJ gasnace oscylacje lub ’sptywanie’ do polozenia rownowa-
gi, 1 drugi — periodyczne oscylacje o czestosci . Pierwsze ulegaja
wyttumieniu po czasie rzedu % Amplituda drugich sie w czasie nie
zmienia.

Wypiszemy zaraz yy, pamietajac, ze RORN=y; + yn, a charak-
ter ruchu przeanalizujemy doktadniej dla duzych czasow (znacznie
wiekszych od %) Wstawiamy, wyliczamy, aby wykladu nie prze-
ksztalci¢ w srodek nasenny, szczegoly rachunkowe pomijamy, i (sprawdz,
prosze, Czytelniku) otrzymywamy, na wspotczynniki a oraz b z
YN:

a? — w? 2ay

pu— b pu—
a 404272 + (w2 _ 042)2’ 405272 + (w2 _ &2)2

RSRN mozna zapisajako jedng funkcje trygonometryczna, ale z prze-
sunieciem fazowym i pomnozone przez amplitude A:

Asin(at+¢y) = A(sin ait cos ¢p+cos at sin ¢) = a cos at+bsin at,

skad mamy na przesuniecie tazowe:
2 2
ot —w
oy

za$ na amplitude:

1
A=Va? +1? = .
\/405272 + (wz _ a2)2

Dla przypadku stabego ttumienia, see RYS. amplitudy jako funkcji

czestosci wymuszajacej a. Widaé, ze amplituda ruchu wymuszonego
jest najwieksza dla czestosci bliskich czestosci wtasney; ttumienie
zapewnia, ze amplituda pozostaje zawsze skoriczona.
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7.6 Roéwnania niejednorodne z ogdélnymi niejednorodnosciami

Sprowadzamy réwnanie n—tego rzedu do uktadu niejednorodnego pierwsze-
go rzedu rozmiaru n X n i postepujemy tak jak to opisano w odpowiedniej
Subsection.
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1. Znalezé ogblne rozwigzania réwnan liniowych:

g2

2. Znalez¢ ogolne rozwiazania réwnan jednorodnych:

2

Y
(a) y’—§—2
2zy
b) i = :
(b) v R

(c) y* + 2%y = ayy’.

(@) 2y —y = VT
3. Znalez¢ ogodlne rozwiazania réwnan:

(a) v’ = 2* +sinw.
(

b) v =Inz.
/
n_ Y
() y'="+u
(d) ") =y

4. 7Zmalez¢ rozwiazania rownan 7z danymi warunkami poczatkowymi:

(a) y"(2*+1) = 2zy/, y(0) = 1, ¥/(0) = 3;
(b) 2y" =3y y(=2) =1, ¢ (-2) = -1,
(c) y" =€, y(0) =0, y'(0) = 1;

5. Znalez¢ ogblne rozwigzania réwnan:

() o " + 9y’ = 0.
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(b) e yfV + 16y = 0.

(c) o — 16y = 0.

(d) e yV —8y" + 16y = 0.
(e) ¥y — 13y’ — 12y = 0.
(f) y™V +2y" +y" = 0.
(g) ¥y —13y" + 36y = 0.
(h) ¥ =3y" +3y' —y=0.

6. Znalez¢ rozwiagzania rownan z warunkami poczatkowymi:

(a) @y +3"=0,y(0) =2,4'(0) = 0, y"(0) = 1.

(b) y" —y =0, 9(0) =0,y(0) =1, y"(0) = 0,y"(0) = 1, " (0) = 2.
7. Znalez¢ ogodlne rozwiazania réwnan:

(a) o y" = cos 2u;

(b) e 2y” + vy — 2y = 2e”;
(c) @y’ — Ty + 6y = sinz;
(d) 3" — 6y + 9y = 22> — x + 3;
(e) oy — 3y + 2y = 3e*";
(f) v" =3y +2y =™
(g) v" — 3y + 2y = 2sinx;
(h) v

h — 3y’ 4+ 2y = 2sinh .

8. Znalez¢ ogodlne rozwigzania uktadow réwnan rézniczkowych:

T = y—Tx
(a){y — —2¢ 5y
T = x—3y
b .
(>{y = 3dr+vy
T = xr—2y—=z2
() ¥y = —x+y+=z
z = r—z
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