
1 Agitacja

W. I. Arnold � wielkiej klasy matematyk � zauwa»yª, »e:
'Gªówne odkrycie Newtona, to, którego zdecydowaª si¦ nie ujawnia¢ i opu-

blikowaª tylko w postaci anagramu, brzmi: Data aequatione quodcunque �u-
entes quantitiae involvente �uxiones invenire et vice versa. W tªumaczeniu
[z ªaciny i] na wspóªczesny j¦zyk matematyki oznacza to, »e

Rozwi¡zywanie równa« ró»niczkowych jest rzecz¡ po»yteczn¡.'
Tak si¦ skªada, »e ogromna wi¦kszo±¢ praw �zyki sformuªowana jest jako

równania ró»niczkowe. Pierwsze z brzegu przykªady to: Prawo Newtona f =
ma, równania Maxwella, równanie Schrödingera. Aby wydoby¢ �zyczn¡ tre±¢
z równania, trzeba je umie¢ rozwi¡za¢ lub zbada¢ jego wªasno±ci. Niniejszy
rozdziaª jest wst¦pem do tego.

2 Ogólnikowa de�nicja

Niech F b¦dzie funkcj¡ n + 1 zmiennych, za± y niech b¦dzie funkcj¡ jednej
zmiennej x. Równanie

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0

(gdzie y(k) = dky
dxk ) nazywamy równaniem ró»niczkowym zwyczajnym. Ka»d¡

funkcj¦ y(x), która po wstawieniu do tego równania speªnia je to»samo±ciowo,
nazywamy rozwi¡zaniem równania ró»niczkowego.

Tak sformuªowany problem jest bardzo ogólny i bardzo trudny � w tej
chwili dalecy jeste±my od jego peªnego rozwi¡zania. B¦dziemy zaczyna¢ od
szczególnych przypadków, o których da si¦ wi¦cej powiedzie¢.

3 Gar±¢ przykªadów

Zanim podamy formalne de�nicje, podamy najsampierw gar±¢ przykªadów,
które Czytelnik najprawdopodobniej ju» zna, nie b¦d¡c mo»e jedynie obzna-
jomionym z terminologi¡.

1. (a) Znale¹¢ funkcj¦ x(t), speªniaj¡c¡ równanie:

dx
dt

= f(t), (1)
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gdzie f(t) jest zadan¡ funkcj¡. Rozwi¡zanie problemu ka»dy umie
znale¹¢ (a przynajmniej powinien):

x(t) =
∫
f(t)dt+ C, C − dowolna staªa. (2)

W j¦zyku najbardziej chyba typowego przykªadu z �zyki: Rozpa-
trujemy ruch punktu materialnego po prostej. Niech f(t) jest pr¦d-
ko±ci¡ punktu w chwili t. Szukamy zale»no±ci drogi od czasu.

(b) Mo»emy te» mie¢ do czynienia z nieco innym postawieniem proble-
mu: Znale¹¢ rozwi¡zanie zagadnienia (1) zakªadaj¡c, »e x(t0) = x0
� dane. (W j¦zyku �zyki, zakªadamy, »e w danej chwili czasu t0
punkt materialny znajduje si¦ w okre±lonym poªo»eniu x0 = x(t0)).
Wtedy rozwi¡zanie (2) jest ju» jednoznaczne � staªa C przybiera
okre±lon¡ warto±¢.

2. Rozpad promieniotwórczy. Szybko±¢ rozpadu promieniotwórczego próbki
jest proporcjonalna do jej masy. Mo»na wi¦c zapisa¢:

dm
dt

= −km; (3)

(gdzie k jest dodatni¡ staª¡); chcemy znale¹¢ zale»no±¢ masy próbki od
czasu.

Rozwa»my ogólniejszy problem: Znale¹¢ funkcj¦ x(t), speªniaj¡c¡ rów-
nanie:

dx
dt

= g(x). (4)

Tu wygodniej jest szuka¢ nie x(t), a funkcji odwrotnej t(x). Pami¦taj¡c,
»e pochodna funkcji odwrotnej dtdx wyra»a si¦ przez pochodn¡

dx
dt wzorem:

dt
dx = 1

dx
dt
, mamy:

dt
dx

=
1

g(x)
, (5)

co daje

t(x) =
∫ 1
g(x)
dx+ C, C − dowolna staªa. (6)

(Powy»sz¡ procedur¦ mo»na zapami¦ta¢ za pomoc¡ sztuczki mnemo-
technicznej, polegaj¡cej na potraktowaniu lewej strony równania (4) ja-
ko uªamka i przeksztaªceniu go do postaci: dt = dx

g(x) i obªo»eniu obu
stron znakiem caªki, co daje (6). Ten sposób post¦powania nale»y trak-
towa¢ WY��CZNIE jako sztuczk¦ mnemotechniczn¡, bo pochodna nie
jest uªamkiem, a caªo±ciowym wyra»eniem).
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Rozwi¡zuj¡c w ten sposób równanie (3), mamy

t = −
∫ 1
km
dm = −1

k
lnm+ C,

co przeksztaªcamy do postaci

m(t) = eCe−kt

zatem masa próbki wykªadniczo maleje w czasie.

Jest to ogólne rozwi¡zanie problemu. Gdy mamy do czynienia z kon-
kretnym warunkiem pocz¡tkowym, tzn. warunkiem, »e masa próbki w
danej chwili czasu (powiedzmy t = 0) jest równa m0, mamy

m(t) = m0e
−kt

3. Omawiane dot¡d przykªady miaªy jedn¡ cech¦ wspóln¡: Istniaªo jed-
noznaczne rozwi¡zanie równania z zadanym warunkiem pocz¡tkowym.
Istniej¡ jednak sytuacje, w których jednoznaczno±¢ nie ma miejsca.

Rozwa»my równanie:
dx
dt

= x
1
3 (7)

z warunkiem pocz¡tkowym x(0) = 0.

Rozwi¡zanie ogólne równania jest proste do uzyskania:

t =
∫
x−

1
3dx =

3
2
x
2
3 + C,

sk¡d, uwzgl¦dniaj¡c warunek pocz¡tkowy

x(t) =
(2

3
t

) 3
2

.

Ale te»! Funkcja x(t) = 0 speªnia zarówno równanie (7) jak i waru-
nek pocz¡tkowy x(0) = 0. Rozwi¡zanie zatem nie jest jednoznaczne.
Niedªugo zobaczymy, przy jakich warunkach istnienie i jednoznaczno±¢
rozwi¡zania maj¡ miejsce.

3.1 Algorytmy rozwi¡zywania niektórych równa« pierwszego rz¦-

du

(Prawie) najogólniejsza posta¢ równania pierwszego rz¦du to

y′ = F (x, y) (8)

gdzie F jest dan¡ funkcj¡ ci¡gª¡. Szukamy funkcji y(x), która speªnia rów-
nanie (8).
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1. Rownanie o zmiennych rozdzielonych. Nazywamy tak sytuacj¦,
gdy F (x, y) = f(x)

g(y) , gdzie f, g � funkcje ci¡gªe. Wtedy równanie (8)
przyjmuje posta¢

y′(x) =
f(x)
g(y)

Zapiszmy je w postaci:

g(y(x)) · y′(x) = f(x).

Niech F,G b¦d¡ funkcjami pierwotnymi do f i g odpowiednio (tzn.
F ′(x) = f(x), G′(y) = g(y)). Wtedy powy»sze równanie mo»na zapisa¢

(G(y(x)))′ = F ′(x)

co daje
G(y(x)) = F (x) + C;

rozwi¡zanie jest wi¦c dane w postaci uwikªanej. Po odwróceniu G (je±li
si¦ to da zrobi¢) mamy

y(x) = G−1(F (x) + C)

Przykª. Podajmy ogólne rozwi¡zanie równania

y′ =
e−x

y
; zakªadamy, »e y > 0

Post¦puj¡c jak powy»ej, mamy

y · y′ = e−x lub y
dy
dx
= e−x, co daje∫

ydy =
∫
e−xdx,

1
2
y2 = −e−x + C, czyli y2(x) = −2e−x + C

i ostatecznie
y(x) =

√
C − 2e−x.

Uwaga. Do klasy równa« o zmiennych rozdzielonych nale»¡ dwa pierw-
sze przykªady z poprzedniej Subsection.

2. Rownanie jednorodne. Nazywamy tak równanie (8), gdzie prawa
strona jest funkcj¡ zale»¡c¡ tylko od y

x :

y′ = F (
y

x
) (9)
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Rozwi¡zanie otrzymujemy podstawiaj¡c zamiast y now¡ zmienn¡ u, zde-
�niowan¡ jako

u =
y

x
Mamy wtedy:

y(x) = u(x)x, y′(x) = u′(x)x+ u(x)

i wstawiaj¡c to do równania (9), otrzymujemy

xu′ + u = F (u), co daje u′ =
F (u)− u

x

co jest równaniem o zmiennych rozdzielonych. Caªkuj¡c je otrzymamy
∫ du
F (u)− u

=
∫ dx
x

= lnx+ C (10)

Przykª. Rozwi¡»my równanie:

y′ =
y2

x2
− 2.

Podstawiaj¡c standardowo y = ux, otrzymamy:

u+ xu′ = u2 − 2, tzn. u′ =
u2 − u− 2

x

i caªkuj¡c, otrzymujemy:∫
dx
x
= lnx+ c =

∫
du

u2 − u− 2
=
1
3

∫ (
1

u− 2
− 1
u+ 1

)
du = ln

(
3

√
u− 2
u+ 1

)
,

i wracaj¡c do zmiennej y, dostajemy rozwi¡zanie w postaci

Cx3 =
y − 2x
y + x

.

b¡d¹, gdyby±my chcieli mie¢ rozwi¡zanie w postaci nieuwikªanej,

y =
Cx3 + 2
1− Cx

x.

3. Równanie liniowe. Nazywamy tak równanie

y′ − p(x)y = b(x) (11)

gdzie p, b � zadane funkcje. Gdy b(x) ≡ 0, to równanie powy»sze nazy-
wamy jednorodnym; w przeciwnym wypadku mówimy o równaniu nie-
jednorodnym.

Uwaga. Sprawdza si¦ natychmiastowo, »e je±li y1(t), y2(t) � dwa roz-
wi¡zania równania jednorodnego, to ich suma te» jest rozwi¡zaniem;
ponadto, je±li jakie± rozwi¡zanie pomno»y si¦ przez staª¡, to równie»
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otrzymuje si¦ rozwi¡zanie. To pokazuje, »e rozwi¡zania równania jed-
norodnego s¡ przestrzeni¡ wektorow¡. Jej wymiar jest równy 1 � co za
chwil¦ zobaczymy.

Ogólny przypadek równania (11) � równania niejednorodnego � roz-
wi¡zuje si¦ w dwóch etapach. Pierwszy z nich to rozwi¡zanie ogólne
równania jednorodnego. Drugi, to uzyskanie jakiego± (tzw. szczególne-
go) rozwi¡zania równania niejednorodnego. Ogólne rozwi¡zanie równa-
nia niejednorodnego b¦dzie sum¡ powy»szych dwu rozwi¡za«.

(a) Rozwi¡zanie ogólne równania jednorodnego (RORJ). Mamy

y′ − p(x)y = 0,

co jest równaniem o rozdzielonych zmiennych. Mamy
∫ dy
y

= ln y =
∫
p(x)dx+ c,

i oznaczaj¡c:
∫
p(x)dx = P (x) oraz ec = C, mamy

yOJ = CeP (x),

gdzie C � dowolna staªa, a OJ � 'Ogólne Jednorodne'.

(b) Rozwi¡zanie szczególne równania niejednorodnego (RSRN). Znaj-
dowanie tego rozwi¡zania odbywa si¦ za pomoc¡ tzw.metody uzmien-
niania staªej. Polega ona na tym, i» zakªadamy, »e rozwi¡zanie rów-
nania niejednorodnego jest postaci ySN = C(x)eP (x) Zakªadaj¡c t¦
posta¢, wstawiamy j¡ do równania (11) i mamy

C ′(x)eP (x) + C(x)P ′(x)eP (x) − p(x)C(x)eP (x) = b(x),

a »e P ′(x) = p(x), to drugi i trzeci wyraz z lewej strony si¦ kasuj¡
i dostajemy

C ′(x)eP (x) = b(x),

sk¡d
C(x) =

∫
b(x)e−P (x)dx.

Mo»na zapyta¢, dlaczego przy caªkowaniu nie dopisali±my kolejnej
dowolnej staªej? Otó» dlatego, »e dopisanie tej staªej prowadziªoby
do dodania do yN wyrazu proporcjonalnego do równania jednorod-
nego, a wi¦c nie prowadziªoby do rozwi¡zania ogólniejszego, ni» ju»
mamy.
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Ostatecznie mamy wzór na rozwi¡zanie równania (11)

y(x) = yOJ + ySN = CeP (x) +
∫
b(x)e−P (x)dx (12)

gdzie C � dowolna staªa.

Przykª. Znajd¹my ogólne rozwi¡zanie równania

y′ +
1
x
y =

ex

x
. (13)

• RORJ: Równanie jednorodne: y′ + 1xy = 0 jest równaniem o zmiennych rozdzielonych. Mamy:∫
dy
y
= −dx

x
, sk¡d ln y = − lnx+ c co daje yOJ =

C

x
(gdzie C = ec)

• • RSRN: Uzmienniamy staª¡ C tzn. przyjmujemy, »e jest ona funkcj¡ x. Mamy: ySN =
C(x)
x ,

co po wstawieniu do wyj±ciowego równania (13) daje, po kilku skróceniach: C ′(x) = ex, sk¡d
C(x) = ex; tak wi¦c • • • RORN:

y =
C

x
+
ex

x
.

3.2 Równania 2. rz¦du: Obni»enie rz¦du równania � par¦ sztuczek

3.2.1

y′′ = F (x)

Tu recepta jest prosta: Pami¦taj¡c, »e y′′ = (y′)′, mamy po jednostronnym
scaªkowaniu:

y′ = F̃ (x) + C1,

gdzie: F̃ (x) =
∫
F (x)dx,, za± C1 jest dowoln¡ staª¡.

Caªkujemy jeszcze raz i dostajemy ju» rozwi¡zanie:

y = ˜̃F (x) + C1x+ C2,

gdzie: ˜̃F (x) =
∫
F̃ (x)dx,, za± C2 jest drug¡ dowoln¡ staª¡.

Przykª. Ruch ze staªym przyspieszeniem a, np. spadek swobodny ciaªa w jednorodnym polu
grawitacyjnym . Chcemy znale¹¢ zale»no±¢ poªo»enia od czasu x(t). x(t) speªnia równanie Newtona:

F = ma = mx′′, sk¡d x′′ = a.

Po jednokrotnym scaªkowaniu:
x′ = at+ v0

(staª¡ caªkowania nazwali±my v0), a po drugim

x ≡ x(t) = 1
2
at2 + v0t+ x0

(staª¡ caªkowania nazwali±my x0). Te dwie staªe caªkowania maj¡ sens �zyczny pr¦dko±ci oraz poªo»enia

pocz¡tkowego: x(t) = 12at
2 + v0t+ x0.
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3.2.2

y′′ = F (y′)

Podstawiamy z = y′ i mamy:

z′ = F (z),

co jest równaniem o rozdzielonych zmiennych. Gdy znajdziemy jego rozwi¡-
zanie sposobem znanym nam ju», tzn. mamy funkcj¦ z(x,C) (C � staªa
caªkowania), to dalej

y(x) =
∫
z(x)dx+ C2.

3.2.3

y′′ = F (y)
Przykª. Obni»enie rz¦du dla równania Newtona z siª¡ gradientow¡: f = ma, tzn.

mx′′ = f(x) = −∂U
∂x

Po obustronnym pomno»eniu przez x′ mamy:

1
2
m
(
(x′)2

)′
= −(U(x))′, a po scaªkowaniu

1
2
m(x′)2 = E − U(x)

gdzie E jest dowoln¡ staª¡. Jaki jest jej sens �zyczny? Po przeniesieniu −U(x) na drug¡ stron¦ mamy

1
2
m(x′)2 + U(x) = E

czyli staªa C ma sens �zyczny energii caªkowitej.
Otrzymali±my w ten sposób równanie pierwszego rz¦du. St¡d po przeksztaªceniu mamy:

x′ =

√
2(E − U(x))

m

co jest równaniem o rozdzielonych zmiennych. Po scaªkowaniu otrzymamy:∫
dt = t− t0 =

∫ √
m

2(E − U(x))
dx.

• Oscylator harmoniczny

• •Wahadªo bez przybli»enia maªych drga« i ELIPTYSIE.

3.3 Równania wy»szych rz¦dów

Okazuje si¦, »e równanie n−tego rz¦du

y(n) = F (x, y, y′, . . . , y(n−1)) (14)

mo»na sprowadzi¢ do ukªadu równa« pierwszego rz¦du.
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Wprowad¹my bowiem pomocnicze funkcje:

z1(x) = y(x)
z2(x) = y′(x)
...

zn(x) = y(n−1)(x)

Wtedy równanie (14) mo»na zapisa¢ w postaci ukªadu równa«:

d
dx



z1
z2
...

zn−1
zn


=



z2
z3
...
zn

F (x, z1, z2, . . . , zn)


. (15)

Przykª. Równanie ruchu oscylatora harmonicznego z tªumieniem zapisane jako ukªad 2 równa« I

rz¦du.

Pole wektorowe.
Interpretacje gra�czne ukªadów równa« w Rn: ẋ = f(x) (f : Rn → Rn),

oraz ẋ = F (x, t) (F : Rn × R→ Rn).

4 Twierdzenie o istnieniu i jednoznaczno±ci � sformuª-

owanie i ilustracja

4.1 Wst¦p ideowy

Rozwa»amy tu ukªady równa« ró»niczkowych pierwszego rz¦du; zgodnie z
otrzymanym dopiero co wynikiem, dowolne równanie n−tego stopnia mo»e-
my wyrazi¢ jako ukªad n równa« pierwszego rz¦du.

Zadamy okre±lony warunek pocz¡tkowy i zapytamy, kiedy ukªad ma jed-
noznaczne rozwi¡zanie.

Odpowied¹ dana jest przez twierdzenie (Cauchy'ego)1 o istnieniu i jedno-
znaczno±ci dla takich ukªadów.

Zanim sformuªujemy to twierdzenie, podamy najsampierw wst¦p ideowy,
a potem przygar±¢ niezb¦dnych de�nicji.

Niech x ≡ x(t) ∈ Rn. B¦dziemy rozwa»a¢ ukªad równa« ró»niczkowych z
warunkiem pocz¡tkowym:

dx
dt

= F (x, t), x(t0) = x0 � dane. (16)

1Zwane te» tw. Picarda lub Picarda�Cauchy'ego
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Def. Odwzorowaniem Picarda nazywamy odwzorowanie A, przeprowadzaj¡-
ce funkcj¦ ϕ : R 3 t→ x ∈ Rn w funkcj¦ Aϕ : R 3 t→ x ∈ Rn, gdzie

(Aϕ)(t) = x0 +
∫ t
t0
F (ϕ(τ), τ)dτ. (17)

Okazuje si¦, »e ϕ jest rozwi¡zaniem ukªadu z warunkiem pocz¡tkowym ϕ(t0) =
x0

⇐⇒
ϕ jest punktem staªym odwzorowania A, tzn.

ϕ = Aϕ (18)

Dow. jest natychmiastowy, je±li si¦ nie przejmujemy 'drobiazgami', tzn.
porz¡dnym okre±leniem u»ywanych obiektów oraz ich istnieniem. (Na razie
si¦ tym nie przejmujemy, ale zrobimy to pó¹niej):

Je±li zró»niczkujemy (Aϕ)(t), to dostaniemy F (ϕ(t), t) (z podstawowe-
go tw. rachunku ró»niczkowego i caªkowego); mamy wi¦c: d(Aϕ)dt = dϕ

dt =
F (ϕ(t), t). Ponadto (Aϕ)(t0) = x0, wi¦c speªniony jest te» warunek pocz¡t-
kowy.

Koniec dowodu � ale tylko formalnego!

Uwaga. W ten sposób, zamienili±my równanie ró»niczkowe (16): Tu szu-
kana funkcja wyst¦puje jako pochodna na równanie caªkowe (18) (tu szukana
funkcja wyst¦puje pod znakiem caªki).

Jak znale¹¢ punkt staªy odwzorowania A?
Okazuje si¦, »e � przy pewnych zaªo»eniach, o których dalej � mo»na to

zrobi¢ iteracyjnie: Wybierzmy jak¡± funkcj¦ φ0. Dziaªajmy na ni¡ kolejnymi
iteracjami operatora A, otrzymuj¡c w ten sposób ci¡g:

φ1 = Aφ0; φ2 = Aφ1 = A2φ0; φ3 = Aφ2 = A3φ0; ...itd.

Okazuje si¦, »e graniczna funkcja

φ∞ = lim
n→∞φn

jest punktem staªym odwzorowania A, tzn. mamy:

Aφ∞ = φ∞.

Dowód b¦dzie za jaki± czas, a na razie przykªad: Skonstruujemy rozwi¡-
zanie ukªadu (16) przez kolejne iteracje odwzorowania A.
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Przykª. Znajd¹my rozwi¡zanie równania ró»niczkowego z warunkiem pocz¡tkowym:

dx
dt
= x+ t, x(0) ≡ x0 = 1 (19)

metod¡ Picarda.
Tu nasza funkcja F , wyst¦puj¡ca we wzorze ogólnym (16), jest równa: F (x, t) = x+ t.
Musimy wzi¡¢ jak¡± funkcj¦ jako 'punkt startowy' i nast¦pnie dziaªa¢ na ni¡ kolejnymi pot¦gami

odwzorowania Picarda. We¹my dla prostoty jako punkt startowy funkcj¦ staª¡ x0(t) = 1:

x0(t) = 1;

konkretna posta¢ odwzorowania Picarda ma tu posta¢:

xn(t) = Axn−1(t) = x0 +
∫ t
0
F (xn−1(τ), τ)dτ = x0 +

∫ t
0
(τ + xn−1(τ))dτ.

Liczymy kolejno:

x1(t) = 1 +
∫ t
0
(τ + 1)dτ = 1 + t+

1
2!
t2;

x2(t) = 1 +
∫ t
0
(τ + 1 + τ +

1
2!
τ2)dτ = 1 + t+

2
2!
t2 +

1
3!
t3;

x3(t) = 1 +
∫ t
0
(τ + 1 + τ +

2
2!
τ2 +

1
3!
τ3)dτ = 1 + t+

2
2!
t2 +

2
3!
t3 +

1
4!
t4;

x4(t) = 1 +
∫ t
0
(τ + 1 + τ +

2
2!
τ2 +

2
3!
τ3 +

1
4!
t4)dτ = 1 + t+

2
2!
t2 +

2
3!
t3 +

2
4!
t4 +

1
5!
t5;

itd. Z postaci kilku pierwszych wyrazów ci¡gu funkcji x(t) ªatwo chyba ju» domy±li¢ si¦ postaci n−tego
elementu:

xn(t) = 1 + t+
2
3!
t3 +

2
4!
t4 + · · ·+ 2

n!
tn +

1
(n+ 1)!

t(n+1)

w czym mo»na rozpozna¢ rozwini¦cie w szereg funkcji

x(t) = 2et − 1− t.

Czytelnik zechce si¦ przekona¢, »e powy»sza funkcja jest rozwi¡zaniem problemu (19).

4.2 Punkty staªe, odwzorowania zw¦»aj¡ce etc.

Oswójmy si¦ na razie z punktami staªymi. Mamy ogólne odwzorowanie F :
X → X, odno±nie X za»¡dajmy tu na razie tylko, aby X byªo przestrzeni¡
matryczn¡. Zaªó»my, »e F ma punkt staªy x∗ ∈ X, tzn. F (x∗) = x∗. Zapy-
tajmy, jakie wªasno±ci musi mie¢ F , aby punkt staªy x∗ byª granic¡ ci¡gu
rekurencyjnego xn = F nx0 (x0 � jaki± punkt startowy dla ci¡gu rekurencyj-
nego).

Najsampierw we¹my X = R, ze zwykª¡ metryk¡: d(x, y) = |x− y|.
We¹my trzy przykªady.

1. F (x) = 1
2x+1. Punkt staªy: F (x∗) = x∗ otrzymujemy przez rozwi¡zanie

równania 12x
∗ + 1 = x∗ czyli 12x

∗ = 1, co daje x∗ = 2.
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A teraz wybierzmy jaki± punkt startowy, np. x0 = 5 i liczmy kolejne
iteracje. Mamy:

x1 =
7
2

= 2+
3
2

; x2 =
11
4

= 2+
3
4

; x3 =
19
8

= 2+
3
8

; x4 =
35
16

= 2+
3
16

; . . .

�atwo mo»na wyprowadzi¢ wzór na n−ty wyraz:

xn = 2 +
3
2n
,

tak wi¦c wida¢, »e lim
n→∞xn = 2.

Warto caª¡ sytuacj¦ zilustrowa¢ gra�cznie RYS.

2. A teraz zobaczmy: F (x) = 2x − 2. Wida¢ (sprawdzamy od razu), »e
punkt staªy x∗ = 2. Popatrzmy, jak wygl¡daj¡ kolejne iteracje odwzo-
rowania F RYS. Wida¢, »e tu kolejne iteracje F oddalaj¡ od punktu
staªego. Tu wi¦c metoda znajdowania punktu staªego przez stosowanie
kolejnych przybli»e« nie dziaªa.

Rozpatrzmy teraz ogólne odwzorowanie, okre±lone przez funkcj¦ F (x) =
ax+b. Po chwili zastanowienia wida¢, jaki warunek musi by¢ speªniony,
aby ci¡g xn d¡»yª do punktu staªego. Z powy»szej konstrukcji 'schodków'
wida¢, »e Trzeba, aby 0 < F ′ < 1. (Okazuje si¦, »e mo»na go rozlu¹ni¢
do warunku: |F ′| < 1. Gdy F ′ < 0, scenariusz d¡»enia do punktu sta-
ªego jest ciekawszy � niech zainteresowany Czytelnik wykona analogon
konstrukcji 'schodków' w tym przypadku).

3. F (x) = +
√

2 + x. RYS. Tu mo»na znale¹¢ rozwi¡znanie równania
F (x) = x � sprawdza si¦ od razu, »e punktem staªym jest x∗ = 2.
Z ilustracji (RYS.) wynika, »e kolejne iteracje F prowadz¡ do punktu
staªego. We¹my jako punkt startowy np. x0 = 10. Kalkuluj¡c bezpo-
±rednio, otrzymamy kolejne warto±ci ci¡gu xn:

x1 = 3.4641; x2 = 2.3375; x3 = 2.0826; x4 = 2.0205; x5 = 2.0051;x6 = 2.0012 . . .

4. F (x) = ln(5 + x). RYS. Tu ju» nie napiszemy jawnego rozwi¡zania
równania F (x) = x, przynajmniej przy u»yciu znanych nam funkcji.
Metod¡ kolejnych iteracji mo»emy znale¹¢ rozwi¡zanie z dowoln¡ do-
kªadno±ci¡: Bior¡c np. x0 = 10, dostajemy:

x1 = 2.7080; x2 = 2.0423; x3 = 1.9519; x4 = 1.9390; x5 = 1.9371; x6 = 1.9368 . . .

z dokªadno±ci¡ do czwartego miejsca po przecinku jest to ju» granica �
pierwszych pi¦¢ cyfr nie zmienia si¦ ju» przy dalszych iteracjach.
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Podsumujmy nasze obserwacje: Punkt staªy x∗ odwzorowania F jest gra-
nic¡ ci¡gu rekurencyjnego xn = F nx0: x

∗ = lim
n→∞xn, je±li odwzorowanie F

speªnia warunek: |F ′(x)| < 1, a tak b¦dzie wtedy, gdy F jest zbli»aj¡ce, tzn.
|F (x)− F (y)| < |x− y|.

Uwaga. Opisan¡ wy»ej technik¦ znajdowania punktu staªego mo»na wykorzysta¢ m.in. do znajdo-

wania rozwi¡za« równania f(x) = 0. Zauwa»my, »e to równanie mo»na przepisa¢ jako: f(x) + x = x;

de�niuj¡c teraz: F (x) = f(x) + x i zakªadaj¡c, »e |F ′(x)| < 1, mamy gwarancj¦, »e mo»emy iteracyjnie

znale¹¢ rozwi¡zanie równania f(x) = 0 jako punkt staªy odwzorowania F . Obserwacja ta jest podstaw¡

kilku metod numerycznych znajdowania rozwi¡za« równa« postaci f(x) = 0.

4.3 Twierdzenie Banacha o punkcie staªym

Gwarancj¦ znalezienia punktu staªego odwzorowania poprzez granic¦ ci¡gu
iteracji daje

Tw. (Banacha). Niech (X, d) � zupeªna przestrze« metryczna.2 Niech T :
X → X. Zaªó»my, »e odwzorowanie T jest zbli»aj¡ce, tzn. dla dowolnych
x, y ∈ X zachodzi:

d(T (x), T (y)) ¬ Cd(x, y), gdzie 0 ¬ C < 1. (20)

Wtedy T ma dokªadnie jeden punkt staªy x∗ (tzn. zachodzi: T (x∗) = x∗). x∗

jest granic¡ ci¡gu xn = T nx0, gdzie x0 jest dowolnym punktem z X.
Uwaga. Je±li odwzorowanie T ma wªasno±¢ (20), to mówimy, »e jest od-

wzorowaniem zbli»aj¡cym (lub zw¦»aj¡cym), albo »e jest kontrakcj¡.
Dow. Poka»emy, »e ci¡g {xn} jest ci¡giem Cauchy'ego, tzn.

∀ε>0∃M∈N∀m,n>M : d(xm, xn) < ε.

Oszacujmy odlegªo±¢ d(xn, xm) dla odwzorowania zbli»aj¡cego. Zaªó»my przy
tym, »e n > m, tzn. n = m+ k, gdzie k > 0:

d(xn, xm) = d(Tmxk, Tmx0) ¬ Cmd(xk, x0)

Skorzystali±my tutaj z wªasno±ci (20) odwzorawania zbli»aj¡cego.
Przypomnijmy sobie teraz nierówno±¢ trójk¡ta dla metryki:

d(x, y) ¬ d(x, z) + d(z, y).

Bior¡c tu: x = xk, y = x0, z = xk−1, mamy:

d(xk, x0) ¬ d(xk, xk−1) + d(xk−1, x0) = d(T kx0, T k−1x0) + d(xk−1, x0)
2Dla przypomnienia: X jest zupeªna, je±li ka»dy ci¡g Cauchy'ego elementów z X ma granic¦ nale»¡c¡

do X. Pami¦tamy np. (a przynajmniej byªo to w I semestrze), »e Q nie jest zupeªna, a R jest zupeªna.
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= Ck−1d(x1, x0) + d(xk−1, x0);

w ostatniej równo±ci znów skorzystali±my z wªasno±ci (20).
Do czªonu d(xk−1, x0) znów stosujemy t¦ sztuczk¦, co wy»ej, i mamy:

d(xk−1, x0) ¬ Ck−2d(x1, x0) + d(xk−2, x0)

i mo»emy napisa¢:

d(xk, x0) ¬ Ck−1d(x1, x0)+d(xk−1, x0) ¬ Ck−1d(x1, x0)+Ck−2d(x1, x0)+d(xk−2, x0) ¬ ...

¬ (Ck−1 + Ck−2 + · · ·+ C + 1)d(x1, x0) =
1− Ck

1− C
d(x1, x0)

¬ 1
1− C

d(x1, x0)

gdzie w ostatniej równo±ci skorzystali±my z wzorów na sum¦ cz¦±ciow¡ i nie-
sko«czon¡ szeregu geometrycznego.

Dla danego ε > 0, niech teraz M b¦dzie liczb¡ tak¡, »e

CM

1− C
d(x1, x0) < ε.

Widzimy, »e mamy wtedy speªniony warunek Cauchy'ego dla ci¡gu {xn},
tzn. »e ci¡g ten jest zbie»ny.

Jego granica jest punktem staªym odwzorowania T . Mamy bowiem:

d(xn+1, xn) ¬ Cnd(x1, x0)
n→∞→ 0,

a z drugiej strony, poniewa» T jest ci¡gªe (co wynika z wªasno±ci, »e T jest
zbli»aj¡ce), oraz, poniewa» metryka jest funkcj¡ ci¡gª¡ swoich argumentów:

lim
n→∞d(xn+1, xn) = lim

n→∞d(T (xn), xn) = d( lim
n→∞T (xn), lim

n→∞xn) = d(T (x∗), x∗) = 0,

czyli T (x∗) = x∗.
Jeszcze jednoznaczno±¢ x∗. Zaªó»my, »e T ma dwa punkty staªe: x∗1 oraz

x∗2, tzn. mamy: T (x∗1) = x∗1, T (x∗2) = x∗2). Zatem:

d(T (x∗1), T (x∗2)) = d(x∗1, x
∗
2).

Z drugiej strony, poniewa» T jest zbli»aj¡ce, to

d(T (x∗1), T (x∗2)) ¬ Cd(x∗1, x
∗
2) < d(x∗1, x

∗
2);

otrzymujemy zatem sprzeczno±¢, CHYBA �E x∗1 = x∗2; wtedy wszystkie od-
legªo±ci powy»ej s¡ zerami. Mamy wi¦c: x∗1 = x∗2.

CBDO
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4.4 Przy pewnych warunkach odwz. Picarda jest zw¦»aj¡ce

4.4.1 Gdzie dziaªa odwz. Picarda

Powiemy teraz nieco � ale tylko nieco � o przestrzeni w której dziaªa odwz.
Picarda.

Pami¦tamy, »e odwzorowanie Picarda A przyporz¡dkowuje funkcji φ(t) ∈
Rn inn¡ funkcj¦ (Aϕ)(t) ∈ Rn.

Podamy najpierw de�nicj¦ przestrzeni odwzorowa«.
Def. Zaªó»my, »e rozpatrujemy C � zbiór funkcji ci¡gªych okre±lonych na

odcinku [a, b] o warto±ciach wektorowych f : [a, b]] ⊂ R→ Rn. (Gdy n = 1,
to tym zbiorem jest przestrze« C[a, b]). Na zbiorze C wprowadzamy metryk¦
ρ: Dla funkcji f1, f2 ∈ C de�niujemy ich odlegªo±¢ jako

ρ(f1, f2) = sup
t∈[a,b]

||f1(t)− f2(t)||.

Tw. Przestrze« (C, ρ) jest przestrzeni¡ metryczn¡ zupeªn¡.
Dow. (cz¦±ciowy). Pierwsz¡ cz¦±¢, tzn. »e (C, ρ) jest przestrzeni¡ metrycz-

n¡, sprawdza si¦ nietrudno. Pierwsze dwa aksjomaty metryki s¡ speªnione w
oczywisty sposób, za± nierówno±¢ trójk¡ta wynika z nierówno±ci trójk¡ta dla
normy i wªasno±ci sup:

ρ(f1, f2) = sup
t∈[a,b]

||f1(t)− f2(t)|| = sup
t∈[a,b]

||f1(t)− f3(t) + f3(t)− f2(t)||

¬ sup
t∈[a,b]

(||f1(t)− f3(t)||+ ||f3(t)− f2(t)||) ¬ sup
t∈[a,b]

||f1(t)−f3(t)||+ sup
t∈[a,b]

||f3(t)−f2(t)||

= ρ(f1, f3) + ρ(f3, f2).

Druga cz¦±¢, tzn. sprawdzenie zupeªno±ci przestrzeni C, wymaga szczegóªów
technicznych, którymi nie dysponujemy (tzn. poj¦cia i wªasno±ci zbie»no±ci
jednostajnej) i t¦ cz¦±¢ pominiemy.

(cz¦±ciowo cbdo
Przestrze«, w której dziaªa odwzorowanie Picarda, jest przestrzeni¡ C, z

pewnymi dodatkowymi warunkami, których teraz nie wypiszemy.
Wypiszemy za to warunek gwarantuj¡cy, »e odwzorowanie A b¦dzie zbli-

»aj¡ce. Wtedy dowód twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡zania
równania ró»niczkowego sprowadzi si¦ do zaaplikowania tw. Banacha o punk-
cie staªym do odwzorowania A.

B¦dziemy jeszcze do tego potrzebowali de�nicji.
Def. Niech (M1, ρ1), (M2, ρ2) � przestrzenie metryczne. Niech G � od-

wzorowanie mi¦dzy nimi: G : M1 → M2. Niech L ∈ R+. Mówimy, »e G
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speªnia warunek Lipschitza ze staª¡ L, je±li powi¦ksza ono odlegªo±¢ mi¦dzy
dowolnymi dwoma punktami nale»¡cymi do M1 nie wi¦cej ni» L razy:

∀x,y∈M1ρ2(Gx,Gy) ¬ Lρ1(x, y).

Uwaga. Je±li (M1, ρ1) = (M2, ρ2), za± staªa L < 1, to takie odwzorowanie
jest zbli»aj¡ce.

Przykªady.

1. Niech M1 = M2 = R ze standardow¡ metryk¡. Odwzorowanie G(x) =
ax+ b speªnia warunek Lipschitza ze staª¡ L = a.

2. Niech M1 = M2 = R ze standardow¡ metryk¡. Odwzorowanie G(x) =
x2 nie speªnia warunku Lipschitza � odlegªo±¢ x21−x22 mo»e by¢ dowolnie
du»a dla x1 − x2 = 1.

3. Niech M1 = [−1, 1], M2 = [0, 1] ze zwykªa metryk¡. Odwzorowanie
G(x) = x2 speªnia warunek Lipschitza ze staª¡ L = 2.

4. Ogólnie, je±li G ma ograniczon¡ pochodn¡, to speªnia warunek Lipschit-
za. Pokazali±my to przy okazji dowodu tw. o istnieniu odwzorowania
odwrotnego (str. 5 cz¦±ci 12 notatek). Ale odwzorowanie mo»e nie by¢
ró»niczkowalne, a mimo to speªnia¢ warunek Lipschitza.

5. Niech M1 = M2 = R ze standardow¡ metryk¡. Odwzorowanie G(x) =
3
√
x nie speªnia warunku Lipschitza (bior¡c x1 = 0, iloraz |G(x2)−G(x1)||x2−x1|

mo»e by¢ dowolnie du»y).

4.4.2 Kiedy odwz. Picarda jest zw¦»aj¡ce

Spójrzmy znów na ukªad (16). Okazuje si¦, »e:

1. je±li odcinek czasu, na którym rozpatrujemy ewolucj¦ dan¡ przez ukªad
(16) jest maªy, tzn. rozpatrujemy warto±ci t speªniaj¡ce: t ∈]t0−ε, t0+ε[.
ε > 0;

2. prawa strona ukªadu (16) jest ró»niczkowalna w sposób ci¡gªy (co mo»na
zast¡pi¢ przez sªabsze zaªo»enie, i» speªnia ona warunek Lipschitza,

to gwarantuje ju» to, »e odwz. Picarda b¦dzie zw¦»aj¡ce.
Tw. Je±li warto±¢ ε jest dostatecznie maªa, to odwzorowanie Picarda jest

zw¦»aj¡ce.
Dow.

nie b¦dzie. Nie jest on bardzo trudny, ale znów wymaga technicznych
narz¦dzi: poj¦cia i wªasno±ci zbie»no±ci jednostajnej.
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4.5 Twierdzenie o istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡zania

Tw. (Cauchy'ego3 o lokalnym istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡zania ukªadu
równa« ró»niczkowych I. rz¦du.

Rozwa»my ukªad równa« ró»niczkowych z warunkiem pocz¡tkowym (16).
Niech prawa strona F b¦dzie ró»niczkowalna w sposób ci¡gªy w otoczeniu
punktu (t0, x0). (co mo»na zast¡pi¢ przez sªabsze zaªo»enie, i» speªnia ona
warunek Lipschitza Wówczas istnieje jednoznaczne rozwi¡zanie ukªadu (16).

Komentarze � uwagi.

1. Gdy prawa strona ukªadu (16) nie speªnia warunku Lipschitza, to jed-
noznaczno±¢ mo»e nie mie¢ miejsca � przekonali±my si¦ o tym na przy-
kªadzie.

2. Dla ogólnych (nieliniowych) równa«, rozwi¡zanie mo»e nie istnie¢ dla
dowolnych t. Jako prosty przykªad we¹my n = 1 i równanie:

ẋ = x2, x(0) = 1.

Rozwi¡znie znajdujemy prosto:

dx
x2

= dt, =⇒ −1
x

= t+ C.

Staª¡ C znajdujemy z warunku pocz¡tkowego: x(0) = 1 =⇒ C = −1.
Mamy wi¦c:

x(t) = − 1
t− 1

=
1

1− t
.

�atwo to rozwi¡zanie naszkicowa¢ � jest to fragment hiperboli. Rozwi¡-
zanie istnieje dla t < t∗ = 1.

3. Powy»sze twierdzenie mo»na wzmocni¢: Okazuje si¦, »e jednoznaczne
rozwi¡zanie istnieje równie» dla warunku pocz¡tkowego dostatecznie bli-
skiego x0 (tzn. je±li x(t0) = y0, oraz ||y0 − x0|| jest dostatecznie maªe,
to na odcinku czasu t ∈]t0− ε, t0 + ε[ istnieje jednoznaczne rozwi¡zanie
z warunkiem pocz¡tkowym x(t0) = y0).

St¡d wida¢, »e:

4. Z punktu x0 mo»na pój±¢ w n liniowo niezale»nych kierunkach. Tak wi¦c,
rozwi¡zanie ukªadu n równa« I. rz¦du zale»y od n dowolnych staªych.

Ponadto
3Zwane te» tw. Picarda lub Picarda�Cauchy'ego
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5. Rozwi¡zanie to zale»y przy tym od punktu pocz¡tkowego w sposób ci¡-
gªy.

Zainteresowany Czytelnik znajdzie dowody np. w ksi¡»ce Arnolda, 'Równa-
nia ró»niczkowe zwyczajne', rozdz. 4, lub F. Leja, 'Rachunek ró»niczkowy i
caªkowy', Dodatek.

5 Równania i ukªady liniowe

Def. Ukªadem równa« liniowych nazywamy ukªad (??) z praw¡ cz¦±ci¡ zale-
»¡c¡ liniowo od x: 

dx
dt = A(t)x(t) + b(t),

x(t0) = x0,
(21)

Tu x(t) ∈ Rn, b(t) ∈ Rn, A(t) jest macierz¡ n× n. Zakªadamy, »e wszystkie
elementy macierzy A(t) oraz wektora niejednorodno±ci b(t) zale»¡ w sposób
ci¡gªy od t dla t ∈ [a, b] (jaki± odcinek).

Uwaga (terminologiczna). Analogicznie jak w przypadku równania I rz¦du,
ukªad (22) nazywamy niejednorodnym, gdy b(t) ≡ 0, oraz niejednorodnym,
gdy b(t) 6≡ 0.

I tako» podobnie jak w przypadku równania I rz¦du: Je±li x1(t), x2(t)
s¡ dwoma rozwi¡zaniami ukªadu jednorodnego, to ich suma i � ogólniej �
ich dowolna liniowa kombinacja te» jest rozwi¡zaniem. Tak wi¦c rozwi¡zania
ukªadu jednorodnego maj¡ struktur¦ przestrzeni wektorowej.

Zapytajmy teraz, jak wygl¡da sprawa istnienia i jednoznaczno±ci rozwi¡-
za« dla ukªadów równa« liniowych. W celu zbadania tej sytuacji zauwa»my
najsampierw, »e dla ukªadów równa« liniowych warunek Lipschitza jest speª-
niony:

||F (t, x)−F (t, x′)|| = ||A(t)x+b(t)−A(t)x′−b(t)|| = ||A(t)(x−x′)|| ¬ ||A(t)||·||x−x′||.

Funkcja t→ ||A(t)|| jest ci¡gªa. Oznaczaj¡c

L = sup
t∈[a,b]

||A(t)||

widzimy, »e jest speªniony warunek Lipschitza ze staª¡ L. Poniewa» warunek
Lipschitza jest speªniony, to istnieje lokalnie jednoznaczne rozwi¡zanie.

Ale dzi¦ki temu, »e ukªad (22) jest liniowy, mo»na o rozwi¡zaniu poda¢
znacznie dokªadniejsze informacje, ni» w ogólnym przypadku. Dowody pomi-
niemy, natomiast stwierdzenie wypiszemy:
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Stw. Rozwa»my ukªad równa« liniowych (22), gdzie A(t) jest ograniczona:

∀t > t0 : ||A(t)|| ¬M.

Wtedy ukªad (22) ma rozwi¡zanie dla dowolnych t > t0.

6 Ukªady liniowe o staªych wspóªczynnikach

Ogólny ukªad równa« (22) jest trudny do rozwi¡zania. Schematy rozwi¡zywa-
nia znamy dla szczególnych przypadków macierzy A(t), i nawet te szczególne
przypadki tworz¡ bogat¡ teori¦. Np. rozwi¡zania ukªadów 2×2 z macierzami
specjalnej postaci s¡ równowa»ne funkcjom specjalnym (wielomiany i funkcje
Legendre'a, Hermite'a, Legendre'a, funkcje Bessela, hipergeometryczna, ...
Zainteresowany Czytelnik dowie si¦ wi¦cej o nich np. na wykªadzie dla II ro-
ku: 'Funkcje specjalne', lub np. z ksi¡»ki E.T.Whittaker, G.Watson, 'Elemen-
ty analizy wspóªczesnej', t. II). Ale dla ogólnej postaci ukªadu (22) algorytmu
rozwi¡zywania nie znamy.

Wa»n¡ klas¡ ukªadów równa« liniowych, dla których istnieje ogólny algo-
rytm rozwi¡zywania, s¡ ukªady o staªych wspóªczynnikach, tzn. ukªady (22),
dla których macierz A nie zale»y od czasu.

Rozpatrujemy wi¦c:

dx
dt

= Ax(t) + b(t), x(t0) = x0. (22)

gdzie x(t) ∈ Rn.

6.1 Ukªady jednorodne

Zajmijmy si¦ najsampierw ukªadem jednorodnym, tzn. takim, »e b(t) ≡ 0:

dx
dt

= Ax(t), x(t0) = x0. (23)

Okazuje si¦, »e rozwi¡zanie powy»szego ukªadu ªatwo poda¢, a mianowicie
mamy:

x(t) = eA(t−t0)x0. (24)

Sprawd¹my to. Pami¦tamy, jak si¦ de�niuje funkcj¦ analityczn¡ � w naszym
przypadku exponens � od argumentu macierzowego:

eAt = I + At+
1
2!

(At)2 +
1
3!

(At)3 + . . .
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Pami¦taj¡c o tym, policzmy pochodn¡ ddte
A(t−t0), nie przejmuj¡c si¦ takimi

'drobiazgami', jak mo»liwo±¢ ró»niczkowania szeregu wyraz za wyrazem oraz
zbie»no±ci¡ szeregu:

d
dt
eA(t−t0) =

d
dt

(
I + A(t− t0) +

1
2!
A2(t− t0)2 +

1
3!
A3(t− t0)3 + . . .

)

=
d
dt

(
A+ A2(t− t0) +

1
2!
A3(t− t0)2 +

1
3!
A4(t− t0)3 + . . .

)
= . . .

... wyci¡gamy A przed nawias...

... = A

(
I + A(t− t0) +

1
2!
A2(t− t0)2 +

1
3!
A3(t− t0)3 + . . .

)
= AeA(t−t0).

Mamy wi¦c:
d
dt
x(t) =

d
dt
eA(t−t0)x0

= AeA(t−t0)x0 = Ax(t).

Sprawdzamy te», »e dla rozwi¡zania (24) speªniony jest warunek pocz¡tkowy:

x(t)|t=0 = eA·0x0 = I x0 = x0.

Zatem! Rozwi¡zanie ukªadu (24) sprowadza si¦ do obliczenia eksponensu od
macierzy.

Na szcz¦±cie, takie rzeczy ju» robili±my.
Przypomnijmy wi¦c sobie, jak to si¦ robi, na przykªadzie.
Przykª. Znale¹¢ rozwi¡zanie ukªadu równa« w R3 z warunkiem pocz¡t-

kowym:

ẋ = Ax, gdzie A =


0 1 1
1 0 1
1 1 0

 , x0 ≡ x(0) =


−1
1
0

 (25)

Dla rozwi¡zania problemu kluczowe jest znalezienie macierzy eAt i zadziaªanie
ni¡ na wektor warunku pocz¡tkowego x0.

W cz¦±ci algebraicznej wykªadu, nie tak dawno temu, liczyli±my funkcje
od macierzy. Najsampierw trzeba znale¹¢ warto±ci wªasne, co znajdujemy,
przyrównuj¡c wielomian charakterystyczny do zera. Konkretnie4:

wA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 1 1
1 −λ 1
1 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 3λ+ 2 = −(λ+ 1)2(λ− 2)

4Szampan i owoce...
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Otrzymujemy wi¦c tu dwie warto±ci wªasne: λ1 = −1 o krotno±ci 2 oraz
λ2 = 2 o krotno±ci 1.

St¡d otrzymujemy warto±ci wªasne macierzy At: S¡ to: λ1 = −t o krotno-
±ci 2 oraz λ2 = 2t o krotno±ci 1. Sytuacja wielokrotnych warto±ci wªasnych
wymaga rozszerzenia technologii liczenia funkcji od macierzy. Przyjrzyjmy
si¦ jej jeszcze raz, bior¡c ogólny przypadek funkcji analitycznej f(x); chcemy
obliczy¢ funkcj¦ macierzy B rozmiaru n× n, tzn. f(B).

Podzielmy f(x) przez wielomian charakterystyczny macierzy B:

f(x) = q(x)wB(x) + r(x), deg r < n (26)

Reszta ma posta¢:

r(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1;

chcemy wyznaczy¢ wspóªczynniki wielomianu-reszty tzn. a0, a1, . . . , an−1. Znaj-
dziemy je, wstawiaj¡c do równo±ci (26) kolejne warto±ci wªasne macierzy B.
Mamy w ten sposób:

f(λi) = r(λi).

Je±li mamy dokªadnie n warto±ci wªasnych, to nie ma kªopotów: Mamy ukªad
n równa« na n wspóªczynników wielomianu r. Co jednak, gdy mamy wielo-
krotne warto±ci wªasne? Mamy wtedy mniej równa« ni» niewiadomych!

'Brakuj¡ce' rówania mo»emy jednak otrzyma¢ w nast¦puj¡cy sposób. Za-
ªó»my, »e λk jest dwukrotn¡ warto±ci¡ wªasn¡. We¹my równanie:

f(x) = q(x)wB(x) + r(x)

i zró»niczkujmy je po x. Otrzymamy:

f ′(x) = q′(x)wB(x) + q(x)w′B(x) + r′(x).

Wstawiaj¡c do« λk, mamy: wB(λk) = 0 (bo λk jest pierwiastkiem wB(x))
oraz w′B(λk) = 0 (bo λk jest dwukrotnym pierwiastkiem wB(x)). Zatem otrzy-
mamy równo±¢:

f ′(λk) = r′(λk).

Jest to brakuj¡ce równanie.
Gdy mamy wi¦cej pierwiastków wielokrotnych, albo pierwiastek o wi¦k-

szej krotno±ci, post¦pujemy analogicznie. �¡cznie zawsze mo»emy sprawi¢,
»e mamy tyle równa«, ile jest niewiadomych wspóªczynników.
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Konkretyzuj¡c to dla naszej sytuacji i λ1 jest dwukrotna, mamy: r(x) =
a+ bx+ cx2, oraz równania na wspóªczynniki a, b, c:

f(λ1) = a+ bλ1 + cλ21
f ′(λ1) = 0 + b+ 2cλ1
f(λ2) = a+ bλ2 + cλ22

W naszym przypadku f(x) = ex, a macierz¡ której Exponens liczymy to At,
i pami¦taj¡c, »e λ1 = −t (dwukrotna) oraz λ2 = 2t, mamy

e−t = a− bt+ ct2

e−t = 0 + b− 2ct
e2t = a+ 2bt+ 4ct2

To jest nasz ukªad równa«. Rozwi¡zujemy go np. metod¡ wyznaczników:

W =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −t t2

0 1 −2t
1 2t 4t2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 4t2 + 2t2 + 0− t2 + 4t2 + 0 = 9t2;

Wa =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e−t −t t2

e−t 1 −2t
e2t 2t 4t2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = e−t(4t2+2t3+4t2+4t3)+e2t(2t2−t2) = e−t(8t2+6t3)+e2tt2;

Wb =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 e−t t2

0 e−t −2t
1 e2t 4t2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = e−t(4t2 − 2t− t2) + e2t2t = e−t(3t2 − 2t) + 2te2t;

Wc =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −t e−t

0 1 e−t

1 2t e2t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = e−t(−t− 1− 2t) + e2t = e−t(−3t− 1) + e2t

St¡d mamy:

a =
1
9

[(8+6t)e−t+e2t]; bt =
1
9

[(3t−2)e−t+2e2t]; ct2 =
1
9

[(−3t−1)e−t+e2t].

(27)
Wi¦c!! Mamy znaleziony Exponens od macierzy:

eAt = aI + Abt+ A2ct2 (28)

gdzie a, b, c s¡ dane przez (27). Mo»na wynik zapisa¢ w postaci jednej ma-
cierzy, ale nie b¦dziemy tego robi¢ z braku motywacji.
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Napiszmy teraz rozwi¡zanie speªniaj¡ce warunek pocz¡tkowy (25). Musi-
my w tym celu zadziaªa¢ macierz¡ eAt na wektor x0. Mamy:

Ix0 =


−1
1
0

 , Ax0 =


0 1 1
1 0 1
1 1 0



−1
1
0

 =


1
−1
0

 , A2x0 = A(Ax0) =


−1
1
0

 ;

st¡d

x(t) = eAtx0 = (aI + bAt+ cA2t2)x0 =


−a+ b− c
a− b+ c

0



=
1
9


e−t(−6t− 8 + 3t− 2 + 3t+ 1) + e2t(−1 + 2− 1)

1− e−t(−6t− 8 + 3t− 2 + 3t+ 1)− e2t(−1 + 2− 1)
0

 =


−e−t
e−t

0


(29)

To jest nasze szukane rozwi¡zanie. Wida¢ od razu, »e speªnia ono warunek
pocz¡tkowy. Uwagi.

1. Ogólna struktura rozwi¡zania jest nast¦puj¡ca: Z ka»d¡ pojedyczn¡ war-
to±ci¡ wªasn¡ λi pojawia si¦ wyraz proporcjonalny do eλit, za± z wielo-
krotn¡ warto±ci¡ wªasn¡ λk o krotno±ci nk pojawiaj¡ si¦ dodatkowo czªo-
ny proporcjonalne do teλkt, t2eλkt, . . . , tnk−1eλkt. (W naszym przypadku
akurat si¦ one skasowaªy).

2. Wykorzystuj¡c szczególne postaci macierzy (np. w naszym przypadku
byªa ona symetryczna), mo»na rozwi¡zanie znale¹¢ szybciej i pro±ciej.
Zaprezentowana metoda � b¦d¡c nieco przydªug¡ � jest uniwersalna i
dziaªa dla ka»dej macierzy.

6.2 Ukªady niejednorodne

7 Równania liniowe o staªych wspóªczynnikach

7.1 Ogólne fakty

Nazywamy tak równanie speªniane przez szukan�a funkcj�e y(x):

y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y = f(x), (30)

przy czym:

• Je»eli f(x) ≡ 0 to równanie nazywamy jednorodnym,
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• Je»eli f(x) 6≡ 0 to równanie nazywamy niejednorodnym.

Uwaga. Przy równaniu jednorodnym chodzi o to, aby funkcja f(x) byªa
równa zeru to»samo±ciowo, tzn. dla ka»dego x. W izolowanych punktach x
funkcja f(x) mo»e by¢ równa zeru, ale w takim przypadku równanie nazy-
wamy jednorodnym, np. dla f(x) = sinx.

Fakt 1. Zbiór rozwi�aza« rówania jednorodnego (30) jest przestrzeni�a wek-
torow�a. Dla równania jednorodnego jest to przestrze« a�niczna.

Fakt 2. Przestrzenie te s�a n−wymiarowe. Innymi sªowy, ogólne rozwi�azanie
równania (30) zale»y od n dowolnych staªych.

7.2 Równania jednorodne: algorytm

7.2.1 Jednokrotne warto±ci wªasne

7.2.2 A gdy si�e tra��a zespolone...

... to nie nale»y ich si�e ba¢! Ale trzeba wtedy post�epowa¢ troch�e inaczej.
Najsampierw przypomnijmy sobie (a je±li go nie byªo, to od r�eki poka»my)

fakt z algebry.
Fakt. Je»eli pierwiastki wielomianu n−tego stopnia o wspóªczynnikach

rzeczywistych:
λn + an−1λ

n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 = 0 (31)

s�a zespolone, to wyst�epuj�a one w parach zespolonych sprz�e»onych. Innymi
sªowy, je±li λk = αk + iβk jest pierwiastkiem równania (31), to λk = αk− iβk
równie» jest pierwiastkiem tego równania.

Dow.

To teraz napiszmy cz�e±¢ rozwi�azania równania ogólnego, odpowiadaj�ac�a
pierwiastkom λ = α + iβ i λ = α − iβ. Na pierwszy rzut oka nie ma tu nic
podejrzanego: piszemy cz�e±¢ rozwi�azania równania ogólnego:

yJ = C1e
λx+C2eλx = C1e

(α+iβ)x+C2e(α−iβ)x = eαx(C1eiβx+C2e−iβx). (32)

Ale, na drugi rzut oka... jest tu dwa razy za du» o 'stopni swobody' ! Bo
mamy nominalnie dwie staªe C1 i C2; ale mog�a one przyjmowa¢ warto±ci
zespolone (skoro s�a zespolone wyrazy wykªadnicze). 2 staªe zespolone = 4
staªe rzeczywiste � dwa razy za du»o. Co tu jest nie tak?

Tu trzeci rzut oka (tzn. przyjrzenie si�e problemowi po raz trzeci). Gdy-
by±my byli w dziedzinie zespolonej, to wszystko byªoby ok. Ale jeste±my w
dziedzinie rzeczywistej. Przyjmujemy, »e w jakiej± chwili czasu rozwi�azanie
jest rzeczywiste, i musi ono by¢ takie we wszystkich chwilach nast�epnych. Jak
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si�e przekonamy � ten warunek (aby rozwi�azanie byªo rzeczywiste) zapewnia
ju» wªa±ciw�a ilo±¢ parametrów rozwi�azania ogólnego.

Przyjrzyjmy si�e temu bli»ej. Zaªó»my, »e staªe C1, C2 w (32) s�a:

C1 = a+ bi, C2 = c+ di.

Aby rozwi�azanie (32) byªo rzeczywiste dla x = 0, musimy mie¢:

(a+ bi)e0 + (c+ di)e0 ∈ R =⇒ b+ d = 0, tzn. b = −d.

We¹my jeszcze jaki± drugi warunek, np. aby pochodna rozwi�azania byªa rze-
czywista dla x = 0. To daje:

(iβ)C1 − (iβ)C2 = β(ia− b− ic+ d) ∈ R =⇒ a− c = 0, tzn. a = c.

Mamy wi�ec tylko dwie niezale»ne staªe; wybierzmy jako niezale»ne a oraz b
(pami�etaj�ac, »e s�a one czysto rzeczywiste).

Wstawiaj�ac te warunki do staªych C1, C2, otrzymujemy:

yJ = eαx(C1eiβx + C2e
−iβx) = eαx((a+ ib)eiβx + (a− ib)e−iβx)

= eαx
[
a(eiβx + e−iβx) + ib(eiβx − e−iβx)

]
= eαx [2a cos βx− 2b sin βx] ;

wida¢, »e ta posta¢ rozwi�azania jest czysto rzeczywista!
Podsumujmy: W przypadku zespolonych pierwiastków równania charak-

terystycznego, (tzn. λ = α± iβ), zamiast pisa¢ RORJ w postaci:

eαx[C1eiβx + C2e
−iβx],

co nie jest postaci�a jawnie rzeczywist�a, mo»emy przyj�a¢, »e RORJ b�edzie
sum�a czªonów postaci:

eαx[A cos βx+B sin βx].

7.2.3 Wielokrotne warto±ci wªasne

7.3 Równania jednorodne: przykªady

Znale¹¢ rozwi¡zania ogólne nast¦puj¡cych równa«:

1. y′′ + y′ − 2y = 0. (y′ = dy
dt itd.) Tworzymy równanie charakterystycz-

ne: λ2 + λ − 2 = 0, którego pierwiastki to λ1 = −2, λ2 = 1. Zatem
rozwi¡zanie ogólne jest postaci: y = C1e

−2t + C2e
t, C1, C2 � dowolne

staªe.

25



2. y′′ − 4y′ = 0. Równanie charakterystyczne: λ2 − 4λ = 0, którego pier-
wiastki to λ1 = 4, λ2 = 0. Zatem rozwi¡zanie ogólne jest postaci:
y = C1e

4t + C2e
0·t = C1e

4t + C2, C1, C2 � dowolne staªe.

3. y′′ + y = 0. Równanie charakterystyczne: λ2 + 1 = 0, którego pier-
wiastki to λ1 = i, λ2 = −i. Zatem rozwi¡zanie ogólne jest postaci:
y = C1e

it + C2e
−it, gdzie C1, C2 s�a zespolone. Rozwi¡zanie, zamiast w

postaci wykªadniczej, mo»na równowa»nie zapisa¢ w postaci trygono-
metrycznej: y = A cos t+B sin t, A,B � dowolne staªe rzeczywiste.

4. y′′ + 6y′ + 13y = 0. Równanie charakterystyczne: λ2 + 6λ + 13 = 0,
którego pierwiastki to λ1 = −3 − 4i, λ2 = −3 + 4i. Zatem rozwi¡za-
nie ogólne jest postaci: y = a1e

(−3−4i)t + a2e
(−3+4i)t = e−3t(a1e−4it +

a2e
4it), co równowa»nie mo»na zapisa¢ w postaci trygonometrycznej:

y = e−3t(C1 cos 4t+ C2 sin 4t), C1, C2 � dowolne staªe.

5. y′′− 2y′+ y = 0. Równanie charakterystyczne: λ2− 2λ+ 1 = 0 posiada
jeden pierwiastek podwójny λ = 1, zatem rozwi¡zanie ogólne jest y =
(C1 + C2t)et.

6. Oscylator harmoniczny tªumiony. Zapiszmy równanie ruchu dla po-
ªo»enia x(t) w postaci:

x′′ + 2γx′ + ω2x = 0.

Równanie charakterystyczne: λ2 + 2γλ+ ω2 = 0 ma wyró»nik:

∆ = 4γ2 − 4ω2 = 2(γ2 − ω2).

Zachowanie rozwi�azania jest jako±ciowo ró»ne w zale»no±ci od tego, czy
∆ > 0, ∆ = 0, ∆ < 0.

• ∆ > 0, co odpowiada γ > ω ('silne tªumienie'). Mamy, dla pier-
wiastków równania charakterystycznego:

λ+ = −γ +
√
γ2 − ω2 < 0, λ− = −γ −

√
γ2 − ω2 < 0

i rozwi�azanie ogólne jest czysto wykªadnicze:

x(t) = C1e
λ+t + C2e

λ−t. (33)

Poniewa», jak widzieli±my: λ+ < 0, λ− < 0, to oba czªony w roz-
wi�azaniu (33) b�ed�a 'gasªy', a nie 'wybuchaªy' � rozwi�azanie b�edzie
wykªadniczo 'speªzaªo' do poªo»enia równowagi.
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• ∆ = 0, co zachodzi w przypadku γ = ω ('tªumienie krytyczne').
Mamy jeden pierwiastek podwójny:

λ∗ = −γ < 0,

i rozwi�azanie ogólne ma posta¢:

x(t) = eλ∗t(C1 + C2t).

Gdy t → ∞, oba wyrazy d�a»�a do zera ('funkcja wykªadnicza ro-
±nie szybciej ni» dowolny wielomian'). Rozwi�azanie ma jako±ciowo
podobny charakter co w poprzednim przypadku � 'speªza' ono do
zera bez oscylacji, cho¢ nieco wolniej.

• ∆ < 0, co odpowiada γ < ω ('sªabe tªumienie'). Mamy:
√

∆ =
i
√
ω2 − γ2 i pierwiastki

λ+ = −γ + i
√
ω2 − γ2 < 0, λ− = −γ − i

√
ω2 − γ2 < 0

(zwró¢my uwag�e, »e cz�e±ci rzeczywiste obu pierwiastków s�a mniejsze
od zera). Ogólne rozwi�azanie zapiszmy w postaci trygonometrycz-
nej:

x(t) = e−γt(A cos
√
ω2 − γ2t+B sin

√
ω2 − γ2t.

Rozwi�azanie ma charakter tªumionych oscylacji, przy czym ich cz�esto±¢√
ω2 − γ2 jest mniejsza ni» cz�esto±¢ ω w przypadku drga« nietªu-

mionych. Cz�esto±¢ maleje do zera, gdy γ → ω.

7.4 Równania niejednorodne ze 'zgadywalnymi' niejednorodno-

±ciami: algorytm

7.5 Równania niejednorodne ze 'zgadywalnymi' niejednorodno-

±ciami: przykªady

Znale¹¢ rozwi¡zania ogólne nast¦puj¡cych równa«:

1. y′′ + 4y = et (*). i) Znajdujemy Rozwi¡zanie Ogólne Równania Jed-
norodnego (RORJ), tzn. z praw¡ stron¡ równ¡ zeru: y′′ + 4y = 0.
Równanie charakterystyczne: λ2 + 4 = 0 ma pierwiastki: λ1 = 2i,
λ2 = −2i. Wypisujemy od razu RORJ w postaci trygonometrycznej:
RORJ= C1 sin 2t + C2 cos 2t. ii) Znajdujemy Rozwi¡zanie Szczególne
Równania Niejednorodnego (RSRN) metod¡ 'zgadywania': Przewiduje-
my posta¢ rozwi¡zania yN jako: yN = Aet, gdzie A jest staª¡; po wsta-
wieniu yN do (*) dostajemy: 5Aet = et, sk¡d A = 1

5 , zatem RSRN=15e
t.
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iii) Rozwi¡zanie Ogólne Równania Niejednorodnego (RSRN) jest sum¡
RORJ i RSRN: RORN=C1 sin 2t+ C2 cos 2t+ 1

5e
t.

2. y′′ − 9y = (12t − 8)e−3t (**). i) RORJ: λ2 − 9 = 0 ma pierwiastki
λ1 = 3, λ2 = −3. RORJ = C1e

3t + C2e
−3t. ii) RSRN: Niejednorodno±¢

jest 'zgadywalna', (bo jest postaci: wielomian razy funkcja wykªadnicza).
Wykªadnik niejednorodno±ci pokrywa si¦ z jedn¡ z warto±ci wªasnych,
zatem RSRN przewidujemy w postaci: yN = t(A + Bt)e−3t, gdzie A
i B s¡ staªymi, które musimy wyznaczy¢. Po wstawieniu yN do (**)
dostajemy: (−2B − 6A− 12Bt)e−3t = (12t− 8)e−3t, sk¡d, porównuj¡c
wspóªczynniki przy pot¦gach wielomianów po obu stronach, dostajemy:
−12Bt = 12t, 2B − 6A = 8, sk¡d B = −1, A = 1. iii) RSRN = RORJ
+ RSRN = C1e

3t + C2e
−3t + t(1− t)e−3t.

3. Oscylator harmoniczny tªumiony z periodyczn�a siªa wymu-

szaj�ac�a

We¹my siª�e wymuszaj�a�a w postaci f(t) = cosαt. Rozwa»my najsam-
pierw

• oscylator nietªumiony, nierezonansowy. Mamy wi�ec:

x′′ + ω2x = cosαt (34)

i zakªadamy α 6= ω.

Pami�etamy (a je±li nie to liczymy od razu) RORJ:

xJ = A cosωt+B sinωt, A,B − dowolne staªe

Zakªadamy RSRN w postaci:

yN = a cosαt+ b sinαt,

i wstawiamy to do równania (34), dostaj�ac:

−aα2 cosαt− bα2 sinαt+ ω2a cosαt+ bω2 sinαt = cosαt

sk�ad mamy:
a(ω2 − α2) = 1, b = 0

Mamy wi�ec:

yN =
1

ω2 − α2
cosαt.
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RORN jest sum�a dwóch powy»szych wyra»e« i ogólnie trudno zna-
le¹¢ uproszczenie otrzymanego wyra»enia. W bardziej szczególnych
przypadkach mo»emy si�e jednak o to pokusi¢. We¹my B = 0 i
A = 1

ω2−α2 . Po pomno»eniu przez staª�a mamy wtedy:

x(t) = cosωt+ cosαt.

We¹my teraz przypadek bliski rezonansowemu, tzn.α ≈ ω, co za-
piszmy w postaci: α = θ + ε, ω = θ − ε, gdzie ε jest maªe. Mamy:

x(t) = cosωt+ cosαt = cos(θ + ε) + cos(θ − ε)

cos θt cos εt− sin θt sin εt+ cos θt cos εt+ sin θt sin εt

= 2 cos θt cos ε t

Pierwszy czynnik jest szybkozmienny w porównaniu z drugim; ich
iloczyn ma charakter wolnych oscylacji o cz�esto±ci ε 'wypeªnionych'
szybkimi o cz�esto±ci θ RYS.. Sygna¨ radiowy ma podobny ksztaªt:
Szybkie oscylacje o cz�esto±ci rz�edu MHz (fale ±rednie) wypeªniaj�ace
powolne modulacje o cz�esto±ci d¹wi�ekowej (kHz).

• oscylator nietªumiony, rezonansowy, tzn. o cz�esto±ci α = ω. RORJ
mamy jak poprzednio, za± RSRN zakªadamy postaci:

yN = t(a cosωt+b sinωt), =⇒ y′′N = −2aω sinωt+2bω cosωt−atω2 cosωt−btω2 sinωt;

po wstawieniu do równania niejednorodnego dostaniemy

y′′N+ω2yN = −2aω sinωt+2bω cosωt = cosωt =⇒ a = 0, b =
1

2ω
,

tzn.
yN =

1
2ω
t cosωt.

S�a to rosn�ace oscylacje RYS.. Przykªad ka»dy mógªzaobserwowa¢
rozhu±tuj�ac hu±tawk�e � najskuteczniej robi si�e to dziaªaj�ac ruchami
o cz�esto±ci dostosowanej do cz�esto±ci wªasnej hu±tawki.

Fizycznie tak mo»na robi¢ do czasu, a» przybli»enie harmoniczne
si�e zaªamie, czasem zaªamanie si�e przybli»enia harmonicznego od-
powiada destrukcji ukªadu. Np.: Most w Amiens; ±piewanie do

szklanki z jej cz�esto±ci�a wªasn�a, co zostaªo przesadnie,

ale malowniczo ukazane w 'Blaszanym b�ebenku', czy w filmie

'Shrek I', scena z Fion�a i niebieskim ptaszkiem.
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• Oscylator tªumiony. Tu mamy:

x′′ + 2γx′ + ω2x = cosαt (35)

Wzory na RORJ ju» uzyskali±my uprzednio. Dla RSRN robimy stan-
dardowy Ansatz:

yN = a cosαt+ b sinαt.

Przez wstawienie do równania jednorodnego uzyskamy równania
na staªe a oraz b. Zanim to zrobimy, zastanówmy si�e nad posta-
ci�a RORN. Nakªadaj�a si�e tu dwa czynniki: Pierwszy to ochodz�ace
z RORJ gasn�ace oscylacje lub 'spªywanie' do poªo»enia równowa-
gi, i drugi � periodyczne oscylacje o cz�esto±ci α. Pierwsze ulegaj�a
wytªumieniu po czasie rz�edu 1γ . Amplituda drugich si�e w czasie nie
zmienia.
Wypiszemy zaraz yN , pami�etaj�ac, »e RORN=yJ + yN , a charak-
ter ruchu przeanalizujemy dokªadniej dla du»ych czasów (znacznie
wi�ekszych od 1γ ). Wstawiamy, wyliczamy, aby wykªadu nie prze-
ksztaªci¢ w ±rodek nasenny, szczegóªy rachunkowe pomijamy, i (sprawd¹,
prosz�e, Czytelniku) otrzymywamy, na wspóªczynniki a oraz b z
yN :

a =
α2 − ω2

4α2γ2 + (ω2 − α2)2
, b =

2αγ
4α2γ2 + (ω2 − α2)2

RSRNmo»na zapisaj�ako jedn�a funkcj�e trygonometryczn�a, ale z prze-
suni�eciem fazowym i pomno»one przez amplitud�e A:

A sin(αt+φ0) = A(sinαt cosφ0+cosαt sinφ0) = a cosαt+b sinαt,

sk�ad mamy na przesuni�ecie fazowe:

tg φ0 =
α2 − ω2

2αγ
,

za± na amplitud�e:

A =
√
a2 + b2 =

1√
4α2γ2 + (ω2 − α2)2

.

Dla przypadku sªabego tªumienia, see RYS. amplitudy jako funkcji
cz�esto±ci wymuszaj�acej α. Wida¢, »e amplituda ruchu wymuszonego
jest najwi�eksza dla cz�esto±ci bliskich cz�esto±ci wªasnej; tªumienie
zapewnia, »e amplituda pozostaje zawsze sko«czona.
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7.6 Równania niejednorodne z ogólnymi niejednorodno±ciami

Sprowadzamy równanie n−tego rz¦du do ukªadu niejednorodnego pierwsze-
go rz¦du rozmiaru n × n i post¦pujemy tak jak to opisano w odpowiedniej
Subsection.
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1. Znale¹¢ ogólne rozwi¡zania równa« liniowych:

(a) • y′ + 2y = 4x.

(b) • y′ + 2xy = xe−x
2
.

(c) y′ + y = cosx.

(d) y′ − y =
1 + x2

x
ex.

(e) y′ +
1− 2x
x2

y = 1.

(f) y′ tg x− y = a.

(g) y′ = 3x− 2y + 5.

(h) • y′ + y cosx = sinx cosx.

2. Znale¹¢ ogólne rozwi¡zania równa« jednorodnych:

(a) y′ =
y2

x2
− 2.

(b) y′ =
2xy

x2 − y2
.

(c) y2 + x2y′ = xyy′.

(d) xy′ − y =
√
x2 + y2.

3. Znale¹¢ ogólne rozwi¡zania równa«:

(a) y′′ = x2 + sinx.

(b) y′′ = lnx.

(c) y′′ =
y′

x
+ x.

(d) (y′′)2 = y′.

4. Znale¹¢ rozwi¡zania równa« z danymi warunkami pocz¡tkowymi:

(a) y′′(x2 + 1) = 2xy′, y(0) = 1, y′(0) = 3;

(b) 2y′′ = 3y2, y(−2) = 1, y′(−2) = −1;

(c) y′′ = e2y, y(0) = 0, y′(0) = 1;

5. Znale¹¢ ogólne rozwi¡zania równa«:

(a) • y′′′ + 9y′ = 0.
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(b) • yIV + 16y = 0.

(c) • yIV − 16y = 0.

(d) • yIV − 8y′′ + 16y = 0.

(e) y′′′ − 13y′ − 12y = 0.

(f) yIV + 2y′′′ + y′′ = 0.

(g) yIV − 13y′′ + 36y = 0.

(h) y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0.

6. Znale¹¢ rozwi¡zania równa« z warunkami pocz¡tkowymi:

(a) • y′′′ + y′ = 0, y(0) = 2, y′(0) = 0, y′′(0) = −1.

(b) yV − y′ = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1, y′′(0) = 0,y′′′(0) = 1, yIV (0) = 2.

7. Znale¹¢ ogólne rozwi¡zania równa«:

(a) • y′′′ = cos 2x;

(b) • 2y′′ + y′ − 2y = 2ex;

(c) • y′′ − 7y′ + 6y = sinx;

(d) y′′ − 6y′ + 9y = 2x2 − x+ 3;

(e) • y′′ − 3y′ + 2y = 3e2x;

(f) y′′ − 3y′ + 2y = e−x;

(g) y′′ − 3y′ + 2y = 2 sin x;

(h) y′′ − 3y′ + 2y = 2 sinh x.

8. Znale¹¢ ogólne rozwi¡zania ukªadów równa« ró»niczkowych:

(a)

 ẋ = y − 7x
ẏ = −2x− 5y

(b)

 ẋ = x− 3y
ẏ = 3x+ y

(c)


ẋ = x− 2y − z
ẏ = −x+ y + z
ż = x− z
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