1 Transformata Fouriera

1.1 Kilka przypomnien i nowych faktéw dotyczacych calek nie-
wlasciwych

Catke niewtaSciwg

_/OO f(x)dx

definiowalismy jako

N
Jim [ f(r)da
M——o0

Def. Mowimy, ze funkcja (ciagla , kawatkami ciagla) jest catkowalna na R,
jezeli
sup /|f )| dx < 0. (1)
M,NeR 3,

Stw. Jezeli f — calkowalna, to istnieja granice

hm / f(x)dx oraz hm / f(x

Dow. Pokazemy, ze

N

/f(:z:)d:z:—/f(a:)da:

0

V03N, VN N> N, <€

Uwaga: To co jest po kwantyfikatorach mozna réwnowaznie zapisaé jako

N’

/f(m) dx

N

<€

Koniec uwagi.
N

Z zalozenia mamy, ze sup /|f(.r)\ dx < co. Wobec tego funkcja
eR; %)

O(N) = [ |f(z)| da

jest rosnaca 1 ograniczona. Istnieje wiec granica

N
lim / f(2)] da



Analogicznie jest dla drugiej catki (od —N’ do 0). Lacznie mamy:

N

[ ()] da

N/

V03N, VN N> N, <€

cO znaczy, ze rowniez

V03N, VN N> N, <€

N
/ f(x)dx
A

Tw. Lebesgue'a o zbieznosSci majoryzowane;.
Niech {f,} — ciag funkcji (ciagtych lub kawatkami ciagtych) na R oraz f
— funkgcja (ciagta lub kawatkami ciagta) na R, przy czym

VmGRnlLrgofn(x) = foo(x)
Zatozmy, ze istnieje funkcja catkowalna ¢ > 0 taka, ze
vxERanN‘fn(x)‘ < gD(.CE')

(tzn. wszystkie funkcje f,,(z) sa majoryzowane przez te sama funkcje catko-
walna o, niezaleznie od n).

Wtedy:
400 +0o0
lim [ fal@)de = [ foolz)da; (2)

innymi stowy, mozna przechodzié¢ do granicy pod znakiem calki.
Dow. nie bedzie.
CNBO (Co Nie Bedzie Okazane
Przykl. Niech g(z) = max{0,1 — z°}. Wezmy rodzing funkcji: f,(z) =
g(x —n). W tym przypadku nie mamy szans na znalezienie funkcji ¢(x) z
powyzszego twierdzenia.
Nie zdziwmy sie wiec, ze nie zachodzi tez teza. Mamy bowiem:

+00 n+1 +1

[ 9tz —nde= [ gz —n)dr = [ g(x)dz >0,

—00 n—1 -1

podczas gdy



1.2 Transformata Fouriera i jej podstawowe wlasnosci
1.2.1 Definicja, motywacja i gar$é przykladow

Def. Niech f — catkowalna na R. Transformatq Fouriera funkcji f, oznaczana
jako f(x) lub (F f)(z) nazywamy funkcje

A

f(x)

(FN@) = [ FE) et ©

Motywacja. W jakich problemach przydaje sie transformata Fouriera?
Jako prototyp rozpatrzmy rozszczepienie swiatta w pryzmacie. Pusémy wiaz-
ke swiatta bialego na pryzmat. RYS. Po przejsciu przez pryzmat, obserwuje-
my na ekranie za pryzmatem wszystkie kolory teczy; kazdy kolor jest wiazka
Swiatta monochromatycznego o danej czestosci i okreslonym natezeniu. Mo-
zemy zapytac: Ile w danej wiazce Swiatta biatego jest Swiatta o okreslone;j
dtugosci fali? Odpowiedz uzyskujemy, poddajac wyjsciowa wiazke transfor-
macie Fouriera.

Wracajac na grunt matematyczny, zapytajmy: Jakie funkcje f 2 (3) mozna
zapisa¢ w powyzszej postaci? Jak dla danego f znalez¢ f7

Zanim odpowiemy na powyzsze pytania, rozpatrzmy garsé¢ przyktadow.

1. Transformata Fouriera funkcji charakterystycznej odcinka.

2. Transformata Fouriera gaussianu.

1.2.2 Wtasnoséci transformaty Fouriera

1. f — calkowalna = Ff — ograniczona. (Bo:

+00 +00
(FH@)| < [ Ifk)e™|dk = [ |f(k)|dk;
—0o0 —0o0
a ze f jest catkowalna, to catka po prawej stronie jest skoniczona i nie-
zalezna od z, czyli — jak bylo zapodawane — F f jest ograniczona).
2. Operacja F jest liniowa:

o« F(f+9)=Ff+7Fy;
oo F(\f)=A\Ff, AeC.



3. Jezeli f i f sy funkcjami catkowalnymi, to

F( @) = —ie(Ff)(z). (4)

Dow.

M,N—o0

:70 F'(k)e**dk = lim / F(k) e rdk

= lim | fk)e* /f k) iz e dk

M,N—o0

Pierwszy wyraz (granica) jest rowny zeru (bo f — catkowalna). Drugi
wyraz (catka) to —iz(Ff)(x).
CBDO

Jesli f(k), kf(k) sa catkowalne, to

Fkf)a) =~ (Ff)(x). )

d - (FH+h) = (Ff)@)
4 (@) = lim ?

+oo eik‘(x—i—h) _ etk

2111%Z / kf(k) T dk

. “"OO - ikh_l
=limi [ kf(k)e = ()

h—0
—00

et—1

ale iloraz L = 1, (co mozna

i
zobaczy¢ np. z reguty de I'Hospitala), wiec (z tw. Lebesgue’a o zbieznosci
majoryzowanej) mozna wejs¢ z granica pod znak caltki, tak wiec

+00

(«) =i [ kf(k)e*dk,
tak wiec
i 1kx - _ . d
| kIR)etdk = Fkf)(x) = ~i (Ff)().

—0Q

CBDO



Whiosek. Jezeli f € C?(R) i f, f/, f" sa calkowalne, to Ff tez jest catko-
walna.
Dow. (wniosku). Z zalozenia, F f jest ciagta. Mamy tez:

F(f") (@) = —2*(Ff)(x) (6)

i, skoro F(f) jest ciagla, to F(f")(x) jest ciagta, a wiec ograniczona na zbio-

rze zwartym, np. na odcinku [—a, a]; na tym odcinku jest wiec catkowalna.
Pozostaje oszacowa¢ wktad od 'ogonow’, tzn. dla |x| > a. Z wt. 1, transfor-

mata funkcji catkowalnej jest ograniczona. Mamy wiec dla dowolnego x € R

2 (Ff)(z)| < M, gdzie M = const

co daje
(FH@I <Y
Tak wiec transformata F(f”) jest catkowalna na | — 00, a] i [a, 0o, bo % jest
tam catkowalna.
Czyli F(f") jest catkowalna na calym R.

CBDO
Tw. Niech f € C?(R) oraz f, f, f” beda calkowalne. Wtedy
400
= [ (Ff)(@)dz = 27 £(0). (7)
Dow. Mamy:
400
I =lim (Ff)(x)e dg; (8)

—o0
(RYS. — przyjrzyjmy sie wykresowi e—s\%l)) bowiem funkcja podcatkowa dla
dowolnego € > 0 jest majoryzowana przez |(F f)(x)|, ktora jest catkowalna —
co wynika z Tw. udowodnionego dopiero co. Rownosé (8) wynika teraz z tw.
Lebesgue’a o zbieznosci majoryzowane;j.
Dowd6d oparty jest na manipulacji granicami, co jest dozwolone znowu
przez tw. Lebesgue’a o zbieznosci majoryzowane;j.

Mamy dalej:
+0o0
| (F(@)e¥de = lim / (Ff)(z)e P lda
+N 400 ‘
= lim [ [ (fk)e*"dk) e lda



= lim <hm / fk ZImdk) e ldy

N—o0 M—o0
Zk:a: —elx| _
Alfl_I}l’Cl)o]\}linoo </ f(k)e"™ e dk) dr = (%)

funkcja w wewnetrznej catce majoryzuje sie przez pewna funkcje catkowalng

od zmiennej x. | .... ]Mamy WiQC dalej, po zmianie kolejnosci catkowania:
zkw €|z] _
Policzmy te wewnetrzna catke:
ik+e)z |V ik—e)x N
+N ikr—e|z| _ 0 (tk+e€)x +N (tkz—e)x _ el te) el
/_Ne da:—/_Ne dx+/0 e dx_z’k+€N+i/€—€0
! ! + co§ daz do 0 N
= — co$ cego do — 00
th+¢€ 1k —e¢ AACCE Przy
Wykorzystujac to w (* * ), mamy:
(% %) = A}lm / f(k dk + co$§ dazacego do 0 przy N — oo
+o00 +oo
2e , 2€
= _/OO f(k)mdk‘ = |podstawiamy k = €l| = _/OO f(el)medl
+00
2
czego granica, gdy € — 0, jest réwna
dl =27 f(0).
) [ =20
CBDO

1.2.3 Transformata odwrotna

Teraz poszukajmy transformaty odwrotnej. Majac dana funkcje f, zdefiniuj-
my

filk) = f(k+1), leR
Mamy:

(Ffi)(x /f ket dk = /fk+ Yelkrdk = /f (k=) g



+00
=7 [ f(k)errdk = e (F f)(2); (9)
a ze, z wzoru udowodnionego w poprzedniej Subsection:
1
fi(0) = 5 [ (Ff)()dr.

to
1 i —ilx
=10 =5 [ (FN)e " de (10)
Podsumowanie — wazne wzorki:

e Transformata Fouriera:

+00
(FH@) = f@)= [ fk)e*dk, (11)
e Odwrotna transformata Fouriera:
400
F)0) = 5 [ ol (12)

1.2.4 Przestrzenie C" z iloczynem skalarnym i L*(R)

Przypomnijmy definicje wektorowej przestrzeni zespolonej z iloczynem ska-
larnym (przestrzeni unitarnej). Niech z,y € CV, tzn.

1 2 N)

r=(x 2% ..., x"); y:(yl,yz,...,yN), gdzieajiEC, in(C.

Definiowalismy #loczyn skalarny:
N _
(zly) = > 'y’
i=1
co dawalo tez definicje normy (dtugosci wektora):
|zl = V(]z)
Latwo sprawdzié, ze tak zdefiniowany iloczyn skalarny ma wtasnosci:

L ||z|| > 0, ||z|| =0 <=z = 0;

2. (x|\y) = Mz|y) oraz (Az|y) = A(z|y), gdzie A € C (liniowos¢ w drugim
argumencie, antyliniowo$¢ w pierwszym);

7



3. (z|y + 2) = (zly) + (z|2) oraz (z + y|z) = (z|2) + (y|2).

Zdefiniujmy teraz L?(R) — przestrzen funkcji o wartosciach zespolonych, cal-
kowalnych z kwadratem. Naleza do niej funkcje kawatkami ciggte, catkowalne
z kwadratem, tzn.

/R |f(z)|*dz < oo.

Wprowadzmy w L?(R) iloczyn skalarny wzorem

+00

(flg) = [ F(R)g(k)dk.

o

Latwo sie sprawdza, ze spetnione sa warunki 1. — 3. wyzej.
I[loczyn skalarny definiuje norme funkcji

+00
£l = [ |f(k)dE.

Obliczmy teraz kwadrat normy transformaty Fouriera funkcji:

+00

[FD@Pde = [ FHEE @)

—00

—0oQ —0o0

_ 70 (70 f(k:)e“mdk) (Ff)(z)dz = ...

Zmieniamy kolejno$é¢ catkowania, i dostajemy...

= 70]6(/{) (T(ff)(x)eikxdx) dk = ...

—0o0

Ale! Wewnetrzna caltka jest rowna 2m f(k), wiec ostatecznie dostajemy

=27 70 | f(k)[*dE.

Udowodniona dopiero co rownos¢ nosi nazwe wzoru Plancherela:

+00

[ (FH@)lde=2n [ |£0)dk (13)

—00

Interpretacja fizyczna.



1.3 Zasada nieoznaczonosSci

Zaczniemy od przypomnienia/(a jesli kto§ nie mial do czynienia to od podania na nowo) niektérych
postulatow i Srodkéw operacyjnych z mechaniki kwantowe;j.

Bedziemy mieli do czynienia z czastka, poruszajaca sie po prostej (sytuacja jednowymiarowa).

W mechanice kwantowej nie mozna (z reguly) przypisa¢ czastce konkretnego polozenia. Zamiast
tego operuje sie prawdopodobieristwami. Stuzy do tego funkcja falowa ¥(z). Nie ma ona bezposredniej
interpretacji fizycznej. Ma jg natomiast kwadrat jej modutu: Wielkosé:

| U (x)|?dx

jest prawdopodobienstwem tego, ze czastka (np. elektron) znajduje sie w przedziale [z, x + dx].
Prawdopodobienistwo znalezienia czastki na calej prostej musi by¢ réwne 1, skad otrzymujemy waru-
nek normalizacji funkcji falowej:
/ 10 (2) 2 = 1.
R

Majac funkcje falowa, mozemy otrzymaé¢ dowolne obserwable — w sensie statystycznym, tzn. otrzymac
warto$ci Srednie wielkosci obserwowalnych. Wezmy np. polozenie czastki. Wartosé érednia poltozenia jest

g = (x) = /Rx\\ll(a:)\de

Otrzymana z powyzszego rachunku wartosé srednia nie znaczy, ze podczas pojedynczego pomiaru dosta-
niemy doktadnie x¢,; warto$¢ te dostaniemy jako wartosé $redniqg z wielu pomiardw. Skoro tak, mozemy
moéwié o Srednim odchyleniu kwadratowym, obrazujacym "rozrzut" wynikéw pomiaréw wokét wartosci
§redniej. Definiujemy je podobnie jak w statystyce. Tam, jezeli mierzyliémy jakas wielko$¢, np. x, i w
wyniku N pomiaréw uzyskaliSmy warto$¢ xg,:

N
1
Tgr = N E L,
=1

to §rednie odchylenie kwadratowe (Az)? jest:

LN
2 _ 2
(Az)® = E (x; — zg)”.
i=1
W naszym przypadku (mechanika kwantowa) mamy

(Az)? = /R(x — 24)? |V (2)Pda (14)

Jedna z podstaw mechaniki kwantowej jest dualizm korpuskularno-falowy. Jednym z jego aspektow
jest to, iz zamiast rozpatrywaé¢ funkcje falowa jako funkcje potozenia, mozna rownowaznie rozpatrywac
ja jako funkcje pedu czastki. (Czasem jest to bardziej wygodne, czasem mniej, ale obie te przedstawienia
s3 rownowazne).

Zamiast pedu czastki p, bedziemy tutaj mieli do czynienia z wektorem falowym k, powiazanym z p
prosto przez rownosc

p = hk.

i bedziemy rozpatrywaé funkcje falowa jako funkcje k.
_ Obie te postaci: Funkcja falowa jako funkcja polozenia U(z), oraz jako funkcja wektora falowego
(U(k), sa powiazane przez transformacje Fouriera:

U(z) = Vlz?/ﬂ{eikfxiz(k)dk. (15)

Funkcja falowa ‘il(k:) ma analogiczng interpretacje probabilistyczna, jak U(z): Wielkosé

W (k)[2dk



jest prawdopodobienstwem tego, ze wektor falowy czastki jest zawarty miedzy k a k 4 dk; funkcja \il(k)
jest unormowana, tzn. zachodzi

/ 19 () 2k = 1

co jest stwierdzeniem faktu, ze suma prawdopodobienstw przyjmowania przez czastke wartésci pedu w
przedziale | — 0o, oo] jest 1;
Wartoscia $rednig wektora falowego czastki w stanie opisywanym przez W(k) jest liczba

ke = () = [ HEER

za$ Srednie odchylenie kwadratowe dla wektora falowego czastki w tym stanie jest rowne

(AR = [ (= a1 (0) e (16)

Mamy fundamentalnej waznosci
Tw. (Zasada nieoznaczonosci).

Az - Ak > (17)

1
2 )
lub, co sie czesciej spotyka w fizyce — w wersji pedowej,

h

Dow. Catka z kwadratu modutu dowolnej funkcji jest nieujemna, wiec dla dowolnej A € R mamy

/ W () — 2AT ()] > 0,
R

(tu prim oznacza pochodna). Rozpiszmy wyrazenie podcatkowe:

"(2)]Pdz + N\ | 2%|U(z)|?dx — 20 () (z)dx — 20 ()W (z)dx > 0.
/R|\I/()|d +>\/R [P (x)|"d )\/R U (z)V'(x)d )\/ U (z)¥(x)dx >0 (19)

R

Przedostatni czton scatkujmy przez czesci:

/Rm\il(x)\ll'(m)dx = 2V (z)¥ () J_rz - /R(:L‘\I/(x))'\ll(m)dx

:0—/R\I!(x)\ll(x)dx—/Rxlil’(x)\ll(x)dx

(skorzystaliémy tu z faktu, iz zW(x)¥(x) dazy w nieskoniczonosci do zera). Wstawiajac otrzymang réownosé
do (19) otrzymamy:

0< / |\I!’(x)|2d:c+)\2/x2|\I/(x)|2dx+)\/ | (x)|2dz.
R R R
Popatrzmy na powyzsza nieréwnosé jako na warunek nieujemnosci tréjmianu kwadratowego w zmiennej
A. Trojmian jest nieujemny, co oznacza, ze jego wyrdznik jest niedodatni; otrzymujemy wiec:

1

([ 1¥@)Pda) ([ 2@ Pda) >

R R 4
Skorzystamy teraz z wzoru Plancherela; ostatnia nier6wno$c¢ jest réwnowazna:

([ #rwmPdn ([ )P > |

R
I to juz jest prawie to co chcemy, bo wyrazy po lewej stronie to odpowiednio (Ax)? i (Ak)? — tyle ze

obliczane dla xg = 01 kg = 0 (por. wzory (14) i (16). Na razie wiec mamy

(Az)? - (Ak)? > L

Z dla xér:() i kér:O.

10



Ale tatwo stad otrzymaé ogdlny przypadek. Zmodyfikujmy funkcje ¥(z) nastepujaco:

U(z) — e~ R (). (20)
Przy takiej transformacji, kwadrat modutu funkcji falowej sie nie zmienia:

(@) - ()2
Teraz, ze wzgledu na wzor (15) i wyrazenie na odwrotna transformate Fouriera, mamy:

. 1 Tooo
(k)= — e~ (2)dz,
skad widzimy, ze po modyfikacji (21), transformata \i!(k) zmienia sie na
: L[ ke ik L (P2 itk :
(k) » — e T (p)dr = — e’ PP (x)dx = Wk + ko).
0-—=/_ (o= —= [ (e)d = Wk + ko)

Mamy zatem

([ e+ kPan) - ([ 21@Pan) > §
R

co rOwnowaznie mozna zapisacé

([ = ko2 Wb - ([ 2 w(a)Pds) > |,
e R
Zrobmy teraz inng modyfikacje:
U(x) = U(xr +x0), o€ R; (21)

przy tej modyfikacji | U (k)|? nie zmieni sie, bo

\ 2 1 —ik
Uk — | e lw\l’x To)dx
(W (k)| ’ o / ( + o)

‘ 1 +o0 A )
=|— e T () da
\/271’/—00

- oo

. “ 2
= [e o ()

tak wiec mamy

3

RN,

(4@—%) (k)| dk)-(/R:c W (e + 20)Pde) >

co ostatecznie daje

1
([ 0= ko) k) - ([ (o = o) () Pke) > 5.
R R
Tak wiec dla dowolnych x¢ = xg, ko = kg mamy

(AR - (Ax)® >

| =

CBDO
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2 Szeregi Fouriera

Niech f bedzie funkcja na R.

Def. Mowimy, ze f jest okresowa o okresie T', jezeli dla kazdego x € R
zachodzi

fle+T) = f(x).

Ponizej zalozymy, ze okres rozpatrywanych funkcji jest rowny 1" = 27, co
zadng strata ogdlnosci nie jest.

Tw. Kazda funkcja okresowa o okresie 27, przedziatami ciaggta wraz ze
swoja pochodng, przedzialami monotoniczna i spetniajaca w punktach nie-

f(p) = f+;f1

gdzie: f, = xli_}r&f(x), fo= xllgl_f(x) daje sie rozwing¢ w szereg Fouriera.
SRR AFAAAAA A A IR AR AR AKX

ciggtosci p warunek:

(22)

Def. Rozwinieciem funkcyi okresowej f w szereg Fouriera nazywamy przed-
stawienie jej jako kombinacji liniowej (w ogolnosci, nieskoriczenie wielu) pro-
stych funkeji okresowych {¢x(z)}:

flz) = Zkﬁ k() (23)

Ponizej wybierzemy okres réwny 1T' = 27w, co zadna strata ogolnosci nie
jest.

Jako "prostych funkcji okresowych" najezesciej uzywamy (w zaleznosci od
sytuacji):

1. {sin(kx)}, k€eN;
2. {cos(kx)}, ke NU{0};
3. {e**}, keZ.

Pojawiaja sie naturalne pytania: e Czy kazda funkcje okresowa mozna rozwi-
na¢ w szereg Fouriera? e e Jak otrzymac¢ wspotczynniki szeregu? o o o Czy
otrzymany szereg jest zbiezny?

W pelnej ogolnosci na te pytania nie odpowiemy! Zacznijmy od sytuacji,
ktora jest stosunkowo tatwa, a jednoczesnie dostatecznie ogoélna.

IHistorycznie, rozwéj teorii szeregéw Fouriera doprowadzit na przetomie XIX i XX w. do wielu nowych
poje¢, z ktorych wyrosta spora cze$é dwudziestowiecznej matematyki.

12



Oznaczmy przez C>(T') zbior (przestrzen wektorowa) funkeji okresowych
(o okresie 27) na prostej, nieskoniczenie wiele razy rozniczkowanych, tzn.

C(T) :={f € C®°R) : Vyer : f(x) = f(x +27).}

Uwaga. Dla tunkcji okresowej, gdy catkujemy po pelnym okresie, mozemy
wziaé dowolny przedzial o dtugosci okresu i catka od tego nie zalezy: RYS.

2m+a

/ f(z)dx = /Wf(a:)dx = _7 f(z)dz

a

Dow. Rachujemy:

2r+a 2m+a

/ f(z)dz = ]Tf(x)der / f(x)dx:/wf(a:)der?f(x)daz
a s a 0

a

CBDO
Za zbior funkeji {¢(x)}, w ktore bedziemy rozwijac funkcje okresowe, wezmy
teraz zbior exponensow: {¢y(z) = e**}, k € Z.
Mamy nastepujaca prosta wlasnosé¢ exponensow:

2 A1 jikz|2m _
/emdx:{“‘fe 2" =0 dla k#0

A 2r dla k=0

Wykorzystujac te wtasnosé, tatwo dostaniemy wzor na wspotezynniki rozwi-
niecia w szereg (23). Mamy:

2w . +00 2w ' +00
/f(x)e_mxdx = Y /cke’(k_")xdz = Y Cplppn = 2mCy,
0 k=—o00 " k=—o0
czyli
1 2 .
Cp = 27r/f(a:)e_”mdx.
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3 Zadania

1. Znalezé transformaty Fouriera nastepujacych funkcji:

(a) Funkcja charakterystyczna odcinka [—a,a] (tzn. rowna 1 dla z €
[—a, a] oraz 0 poza nim)

(b) Funkcja charakterystyczna odcinka [0, 2a].

c¢) Funkcja réwna 1 — 22 dla z € [—1,1] oraz 0 poza tym odcinkiem.

)

(c)

(d) Funkcja f(z) = 5+, a > 0.
)
)

r24+a??

e) Funkcja f(z) = <375

z24a?

f) Funkcja f(x) =

(
( L
(g) Funkcja (Gaussa f(x) — efaxQ.

2. Policzy¢ prawa strone zasady nieoznaczono$ci dla funkcji z zadania 1 a,
¢, d, g. Dla ktorej funkeji niepewnosé Ax - Ak jest najmniejsza? Uwaga.
Przy porownywaniach trzeba pamieta¢ o unormowaniu funke;ji!
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