
1 Liczby zespolone

1.1 Dlaczego nie wystarczaj¡ liczby rzeczywiste

W dziejach systemów liczbowych, niejednokrotnie trzeba byªo rozszerza¢ ist-
niej¡ce � wynikaªo to z naturalnych zapotrzebowa«.

• Liczby naturalne N = {1, 2, 3, . . . } z dziaªaniami dodawania i mno»enia;
s¡ one zawsze wykonalne. Natomiast dziaªanie odwrotne do dodawania,
tzn. odejmowanie, jest nie zawsze wykonalne w zbiorze N, np. równanie:
x + 3 = 1 nie ma rozwi¡za« w N. Mo»na jednak sprawi¢, by odejmo-
wanie staªo si¦ wykonalne, rozszerzaj¡c zbiór N o wszystkie rozwi¡zania
równa« postaci x+ a = 0, a ∈ N.

• W zbiorze Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . } jest ju» wykonalne odejmowa-
nie, natomiast nie zawsze jest wykonalna operacja odwrotna do mno»e-
nia, tzn. dzielenie; innymi sªowy, równanie postaci: ax = 1, a 6= 0, nie
zawsze ma rozwi¡zanie w liczbach caªkowitych. I znów mo»na zapew-
ni¢ wykonalno±¢ dzielenia, doª¡czaj¡c do Z rozwi¡zania równa« postaci
ax = 1, a 6= 0. Wynikiem jest zbiór liczb wymiernych Q jako zbioru
uªamków nieskracalnych p

q , p, q ∈ Z.

• W zbiorze Q (tzn. liczb postaci p
q , gdzie p, q ∈ Z) s¡ ju» wykonalne

dodawanie, odejmowanie, mno»enie i dzielenie. Mo»na jednak wprowa-
dzi¢ jeszcze operacj¦ pot¦gowania (wywodz¡c¡ si¦ z mno»enia): an =
a · a · · · · · a (n razy). I znów okazuje si¦, »e operacja odwrotna do pot¦-
gowania, tzn. pierwiastkowanie (tzn. szukanie, dla danej liczby a ∈ Q,
takiej liczby x, »e xn = a), nie zawsze jest wykonalne (np.

√
2 6∈ Q;

czy Czytelnik pami¦ta /moze zrekonstruowa¢ dowód?)
Zbiór liczb wymiernych mo»na rozszerza¢ na ró»ne sposoby; najwa»-
niejszy z nich to doª¡czenie do Q wszystkich granic ci¡gów zbie»nych
o wyrazach wymiernych; prowadzi to do zbioru liczb rzeczywistych. W
zbiorze liczb rzeczywistych wyci¡ganie pierwiastków jest ju» wykonalne
(je±li s¡ to pierwiastki parzyste, to mo»na je wyci¡ga¢ jedynie z liczb
nieujemnych).

Jednak w zbiorze liczb rzeczywistych mamy jeszcze jeden problem z pier-
wiastkami: Pierwiastki (parzystych stopni) z liczb ujemnych.

Rozpatrzmy podnoszenie do kwadratu i wyci¡ganie pierwiastka drugie-
go stopnia. To pierwsze jest zawsze wykonalne i jego wynikiem jest liczba
nieujemna. Powoduje to, »e wyci¡ganie pierwiastka jest wykonalne tylko dla
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liczby nieujemnej. Tak wi¦c, pozostaj¡c w obr¦bie liczb rzeczywistych, nie
ma sensu wyra»enie √

−1, (1)

gdy» nie istnieje taka liczba rzeczywista, która podniesiona do kwadratu da-
ªaby liczb¦ ujemn¡ (tu: −1).

Tym niemniej, taki �bezsensowny� czy �nieistniej¡cy� obiekt jak
√
−1 po-

jawiaª si¦ kilkakrotnie w dziejach (±redniowiecznej i renesansowej) matema-
tyki i nie mo»na go byªo ignorowa¢. Problem nabrzmiaª w XV I wieku, kiedy
odkryto metod¦ rozwi¡zywania równa« trzeciego stopnia:

ax3 + bx2 + cx+ d = 0,

gdzie a, b, c, d s¡ liczbami rzeczywistymi. Dla a 6= 0, zawsze istnieje przynaj-
mniej jeden pierwiastek tego równania, b¦d¡cy liczb¡ rzeczywist¡.

W XV I w. znaleziono metod¦ znajdowania rozwi¡za« (pierwiastków) ta-
kich równa« dla dowolnych parametrów a, b, c, d, zwan¡ metod¡ Cardano
(chocia» wcze±niej metod¦ rozwi¡zywania znale¹li te» Tartaglia i Scipio del
Ferro). Cech¡ charakterystyczn¡ tej metody byª jednak fakt, »e � mimo i»
rozwi¡zanie byªo rzeczywiste � aby je otrzyma¢, trzeba byªo u»y¢ �nieistnie-
j¡cej� liczby

√
−1. Innymi sªowy, trzeba byªo przej±¢ przez �zakazany obszar�,

gdzie pojawia si¦ �nieistniej¡cy� (urojony) obiekt
√
−1.

Ale skoro taki obiekt, jak
√
−1, okazuje swoj¡ u»yteczno±c, to mo»e nie

bro«my si¦ przed nim i pozwólmy mu zaistnie¢? Oczywi±cie, nie jest wyj±ciem
z sytuacji przyj¦cie go za liczb¦ rzeczywist¡. Ale gdyby spróbowa¢ rozszerzy¢
poj¦cie liczby rzeczywistej, tak by to � ogólniejsze � poj¦cie dopuszczaªo te»
takie byty jak

√
−1.

Czy mo»na tak rozszerzy¢ zbiór liczb rzeczywistych, aby to rozszerzenie
zawieraªo te» takie byty jak

√
−1? Odpowied¹ jest pozytywna; zanim jed-

nak o tym powiemy, wyliczmy najpierw wªasno±ci dodawania i mno»enia, co
doprowadzi do poj¦cia ciaªa; oraz sprecyzujmy co rozumiemy przez �rozsze-
rzenie�.

1.2 Ciaªa

W zbiorach takich, jak Q oraz R, wykonalne s¡ dziaªania dodawania i mno»e-
nia oraz ich odwrotno±ci. Bardziej precyzyjnie mo»na powiedzie¢, »e Q oraz
R s¡ przykªadami ciaª.

De�nicja. Ciaªem nazywamy zbiór K, w którym mo»na wykonywa¢ dzia-
ªania dodawania: �+� i mno»enia �·�, takie, »e K jest zamkni¦ty wzgl¦dem
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tych dziaªa« (tzn. nie wyprowadzaj¡ one poza zbiór K). �+� i �·�speªniaj¡
warunki:

• ª¡czno±¢: (a+ b) + c = a+ (b+ c), (a · b) · c = a · (b · c).

• przemienno±¢: a+ b = b+ a, a · b = b · a.

• istnienie elementu neutralnego (dla �+� i �·�): a + 0 = a, a · 1 = a,
przy czym 1 6= 0.

• istnienie elementu przeciwnego (odwrotnego) do danego: a + (−a) =
0, a · a−1 = 1 (dla a 6= 0).

• rozdzielno±¢ mno»enia wzgl¦dem dodawania: a · (b+ c) = a · b+ a · c.

De�nicja. Rozszerzeniem ciaªa K0 przez ciaªo K nazywamy takie ciaªo K,
»e K0 ⊂ K oraz dziaªania w K stosowane do elementów K0 pokrywaj¡ si¦ z
dziaªaniami w K0. Mówimy te» wtedy, »e ciaªo K0 jest podciaªem ciaªa K.

Dwa przykªady ciaª, które ju» znamy, to liczby wymierne Q i rzeczywiste
R. Tutaj R jest rozszerzeniem Q.

Dwa przykªady zbiorów, które nie s¡ ciaªami, to N oraz Z � z powodów,
które widzieli±my.

Inne przykªady:

1. Ciaªo Z2, tzn. zbiór {0, 1} z dziaªaniami: 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1, 1 +
1 = 0, 0 ·0 = 0, 0 ·1 = 1 ·0 = 0, 1 ·1 = 1, jest ciaªem (prosz¦ sprawdzi¢!).
Elementami neutralnymi s¡: 0 dla dodawania oraz 1 dla mno»enia. Ciaªo
Z2 jest podzbiorem R, natomiast nie jest podciaªem R.

2. Zbiór liczb postaci: a + b
√

2, gdzie a, b s¡ liczbami wymiernymi, jest cia-
ªem liczbowym. Oznaczamy je Q(

√
2); jest ono rozszerzeniem ciaªa liczb

wymiernych. (Prosz¦ sprawdzi¢ te stwierdzenia!)

3. Niech kandydatem na ciaªo b¦dzie zbiór wielomianów jednej zmiennej rze-
czywistej, dowolnego stopnia o wspóªczynnikach rzeczywistych. (Zbiór taki
oznaczamy przez R[·]). Dziaªania dodawania i mno»enia s¡ okre±lone w
naturalny sposób. Element neutralny dla dodawania to wielomian to»samo-
±ciowo równy zeru, a element neutralny dla mno»enia � wielomian staªy
to»samo±ciowo równy 1. Czy R[·] jest ciaªem? Sporo aksjomatów ciaªa jest
speªnionych: Suma dwu wielomianów jest wielomianem, podobnie iloczyn.
Speªniona jest ª¡czno±¢ dziaªa«, przemienno±¢, rozdzielno±¢. Speªnione jest
te» istnienie wielomianu przeciwnego wzgl¦dem dodawania. Nie jest jednak
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speªnione istnienie elementu przeciwnego wzgl¦dem mno»enia. Tak np. ele-
mentem przeciwnym do wielomianu w(x) = x musiaªaby by¢ funkcja 1x , a
ona nie jest wielomianem.

4. Natomiast zbiór funkcji wymiernych z naturalnymi dziaªaniami oraz elemen-
tami neutralnymi (zde�niowanymi jak przy wielomianach) jest ju» ciaªem.

Nasz problem rozszerzenia ciaªa R mo»emy wi¦c doprecyzowa¢ tak: Zna-
le¹¢ rozszerzenie ciaªa R zawieraj¡ce element, którego kwadrat jest równy
−1.

Stwierdzenie. Je±li K̃ jest takim rozszerzeniem, za± i jest elementem
takim, »e i2 = −1, to podzbiór C ∈ K̃

Ĉ := {a+ bi : a, b ∈ R} (2)

jest zamkni¦ty ze wzgl¦du na dodawanie, mno»enie i branie elementu od-
wrotnego, wi¦c jest podciaªem K̃, w szczególno±ci jest te» ciaªem.

Dowód: Operacje dodawania, mno»enia i brania elementu odwrotnego,
stosowane do elementów Ĉ, nie wyprowadzaj¡ poza ten podzbiór (wªasno±¢
zamkni¦to±ci). Wynika to z wzorów:

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i; (3)

(a+ bi) · (c+ di) = a · c− b · d+ (ad+ bc)i; (4)

−(a+ bi) = (−a) + (−b)i; (5)

(a+ bi)−1 =
a

a2 + b2
+
−b

a2 + b2
i (6)

Operacje te okre±laj¡ w podzbiorze Ĉ struktur¦ podciaªa.
Ponadto wida¢, »e wszystkie dziaªania na elementach postaci a + bi nie

zale»¡ od rozszerzenia; s¡ one dane wzorami (3�(6) , które nie odwoªuj¡ si¦
w »aden sposób do rozszerzenia.

1.3 Konstrukcja ciaªa liczb zespolonych

Wprowad¹my w zbiorze R2 = R×R par liczb rzeczywistych dziaªanie doda-
wania i mno»enia w nast¦puj¡cy sposób:

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d), (7)

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc). (8)
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Mo»na sprawdzi¢ bezpo±rednimi rachunkami, »e tak okre±lona struktura jest
ciaªem. Zerem jest tu para (0, 0); jedynk¡: (1, 0); elementem przeciwnym do
(a, b) jest (−a,−b), za± element odwrotny do (a, b) to ( a

a2+b2 ,
−b

a2+b2 ).
Tak zdefniniowane ciaªo nazywamy ciaªem liczb zespolonych i oznaczamy

jako C. Daje ono rozwi¡zanie naszego problemu (tzn. rozszerzenia ciaªa liczb
rzeczywistych). Zawieranie si¦ ciaªa liczb rzeczywistych w C jako podciaªa
dane jest przez uto»samienie a ∈ R z liczb¡ zespolon¡ (a, 0) ∈ C, natomiast
elementem takim, »e i2 = −1, mo»na wzi¡¢ i := (0, 1). Maj¡c to uto»samie-
nie, dostajemy prostsz¡ do rachunków posta¢ liczby zespolonej:

(a, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1) = a+ bi. (9)

(W ten sposób dokonali±my uto»samieniaC z Ĉ). Posta¢ liczby zespolonej jako
pary jest mniej wygodna do rachunków, ale prowadzi do wygodnej interpretacji
liczby zespolonej jako punktu na pªaszczy»nie. Bowiem na iloczyn kartezja«ski
R×R mo»na patrze¢ jako na pªaszczyzn¦ wªasnie; w ten sposób liczba zespolona
(a, b) b¦dzie wektorem o skªadowej �x�-owej równej a oraz skªadowej �y� równej
b. Taki sposób patrzenia na liczby zespolone podaª Gauss na przeªomie XVIII i
XIX w.

1.4 Sprz¦»enie zespolone

Wa»n¡ operacj¡ w ciele liczb zespolonych jest sprz¦»enie zespolone, okre±lane
jako:

z = a+ bi→ z̄ := a− bi. (10)

�atwo sprawdzi¢ (bezpo±rednim rachunkiem) nast¦puj¡ce wªasno±ci operacji
sprz¦»enia zespolonego:

z1 + z2 = z1 + z2, z1 · z2 = z1 · z2;
(
z1
z2

)
=
z1
z2

; z = z.

Niech z = a+ bi. Wprowad¹my oznaczenia:

<z := a, =z := b; (11)

nazywamy je odpowiednio: cz¦±ci¡ rzeczywist¡ i urojon¡ liczby z. Mamy:

<z =
z + z

2
, =z =

z − z
2i

.
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1.5 Posta¢ trygonometryczna

Liczb¦ zespolon¡ a + bi mo»na przedstawi¢ jako punkt na pªaszczy¹nie R2
o wspóªrz¦dnych kartezja«skich (a, b) lub jako wektor o tych skªadowych.
Dodawanie liczb zespolonych odpowiada dodawaniu wektorów.

Punkty na pªaszczy¹nie mo»emy te» opisywa¢ innymi wspóªrz¦dnymi- bie-
gunowymi: (r, φ). Przej±cie od wspóªrz¦dnych kartezja«skich do biegunowych
dane jest przez wyra»enia:

r =
√
a2 + b2; cosφ =

a√
a2 + b2

; sinφ =
b√

a2 + b2

De�nicja. Je±li z 6= 0, to φ ∈ R takie, »e

cosφ =
a√

a2 + b2
; sinφ =

b√
a2 + b2

nazywamy argumentem liczby z i oznaczamy przez arg z.
Zauwa»my, »e argument liczby zespolonej wyznaczony jest z dokªadno±ci¡

do wielokrotno±ci 2π. Argument φ liczby z speªniaj¡cy nierówno±¢ 0 ¬ φ <

2π nazywamy argumentem gªównym i oznaczamy Arg z.
Przej±cie od wspóªrz¦dnych biegunowych do kartezja«skich dane jest wy-

ra»eniami:
a = r cosφ; b = r sinφ

Liczb¦ zespolon¡ z = a+ bi mo»na wi¦c równowa»nie przedstawi¢ w postaci

z = r(cosφ+ i sinφ),

nazywanej reprezentacj¡ trygonometryczn¡ liczby zespolonej z.
Przykªad. Niech z1 = 1 + i; mamy: z1 =

√
2( 1√
2

+ 1√
2
i) =

√
2(cos π

4 +

i sin π
4 ); promie« dla liczby z1 jest równy

√
2, za± argument Argz1 = π

4 .

1.6 Moduª i jego wªasno±ci

De�nicja. Moduªem |z| liczby zespolonej z = a+ bi nazywamy

|z| =
√
a2 + b2 (12)

Bezpo±rednio z de�nicji i z postaci trygonometrycznej liczby zespolonej z =
a+ bi = r(cosφ+ i sinφ) wynikaj¡ wªasno±ci

• |z| ∈ R+ ∪ {0},
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• |z| = r.

Stwierdzenie. Zachodz¡ zwi¡zki:

1. |z|2 = zz̄,

2. |z1z2| = |z1| · |z2|,

3. |z̄| = |z|,

4. |Rez| ¬ |z|, |Imz| ¬ |z| ; tym bardziej: Rez ¬ |z|, Imz ¬ |z|.

5.
|z1|
|z2|

=
∣∣∣∣∣z1z2

∣∣∣∣∣,
6. arg(z1z2) = arg z1 + arg z2,

7. arg z̄ = � arg z.

Dowód:

1. Niech z = a+ ib, gdzie a, b ∈ R. Z bezpo±redniego rachunku mamy:

zz̄ = (a+ ib)(a− ib) = a2 + b2 = |z|2.

2. Udowodniona wªa±nie równo±¢ mówi »e zz̄ = |z|2; zastosujmy j¡ do
z = z1z2:

|z1z2|2 = z1z2z1z2 = z1z̄1z2z̄2 = |z1|2|z2|2.

3. Oczywiste.

4. Niech z = a + bi. Mamy: |Rez| = |a| ¬
√
a2 + b2 = |z|. Drug¡ nierów-

no±¢ pokazujemy analogicznie.

5. Mamy 1 = z 1z . Bior¡c moduªy obu stron i korzystaj¡c z 2) mamy:

1 = |z|
∣∣∣∣∣1z
∣∣∣∣∣. Zatem 1

|z|
=
∣∣∣∣∣1z
∣∣∣∣∣. St¡d i z 2) wynika 5).

6. Niech zi = ri(cosφi + i sinφi), i = 1, 2. Mamy:

z1z2 = r1(cosφ1 + i sinφ1) · r2(cosφ2 + i sinφ2)

= r1r2[(cosφ1 cosφ2 − sinφ1 sinφ2) + i(cosφ1 sinφ2 + cosφ2 sinφ1)]

= r1r2[cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2)]

sk¡d wynika 6). Powy»sz¡ równo±¢ mo»na te» wypowiedzie¢ sªowami:
�Przy mno»eniu liczb zespolonych promienie si¦ mno»¡ a argumenty
dodaj¡�.
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7. W reprezentacji biegunowej:

z̄ = r(cosφ− i sinφ) = r(cos(−φ) + i sin(−φ))

Wniosek (wzór de Moivre'a). Je»eli z = r(cosφ+i sinφ), to dla n ∈ N
zn = rn[cos(nφ) + i sin(nφ)].

Uwaga. Wygodne jest zastosowanie nast¦puj¡cego skrótowego zapisu liczby
postaci (cosφ+ i sinφ):

cosφ+ i sinφ = eiφ.

Mamy:
ei(φ+ψ) = eiφeiψ, eiφ = e−iφ.

W chwili obecnej, symbol eiφ jest jedynie wygodnym oznaczeniem i nie ma
on »adnego zwi¡zku z liczb¡ e i funkcj¡ wykªadnicz¡. Zwi¡zek ten pojawi si¦
dopiero na analizie, staj¡c si¦ twierdzeniem.

Stwierdzenie. Dla dowolnych z1, z2 ∈ R zachodz¡ nierówno±ci:

1. |z1 + z2| ¬ |z1|+ |z2|,

1'. |z1 + z2 + · · ·+ zn| ¬ |z1|+ |z2|+ · · ·+ |zn|

2. ||z1| − |z2|| ¬ |z1 − z2|.
Dowód:

1. We¹my kwadrat lewej strony nierówno±ci:

|z1 + z2|2 = (z1 + z2) · (z1 + z2) = z1z̄1 + z1z̄2 + z̄1z2 + z2z̄2

= |z1|2 + z1z̄2 + z̄1z2 + |z2|2 = |z1|2 + z1z̄2 + z1z̄2 + |z2|2

= |z1|2 + 2Re(z1z̄2) + |z2|2 ¬ |z1|2 + 2|Re(z1z̄2)|+ |z2|2

¬ |z1|2 + 2|(z1z̄2)|+ |z2|2 = |z1|2 + 2|z1| · |z2|+ |z2|2 = (|z1|+ |z2|)2

(wykorzystali±my tu p. 4) poprzedniego stwierdzenia).

1'. Dowód indukcyjny, którego pierwszy krok stanowi powy»sza nierówno±¢.

2. Z udowodnionej wªa±nie nierówno±ci 1. wynika

|z1| = |z1 − z2 + z2| ¬ |z1 − z2|+ |z2|,
|z2| = |z2 − z1 + z1| ¬ |z2 − z1|+ |z1|,

sk¡d
|z1| − |z2| ¬ |z1 − z2|,
|z2| − |z1| ¬ |z1 − z2|,

i teza.
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1.7 Pierwiastkowanie liczb zespolonych

De�nicja. Niech w ∈ C. Pierwiastkiem stopnia n z liczby w nazywamy tak¡
liczb¦ zespolon¡ z, »e zn = w.

Stwierdzenie. Niech n ∈ N. Ka»da niezerowa liczba zespolona w ∈ C
posiada dokªadnie n ró»nych pierwiastków n-tego stopnia. Je±li w = r(cosφ+
i sinφ), to s¡ one dane wzorami

zk = n
√
r

(
cos

φ+ 2kπ
n

+ i sin
φ+ 2kπ

n

)
= n
√
rei

φ+2kπ
n , k = 0, 1, . . . , n− 1

(13)
gdzie n

√
r � pierwiastek arytmetyczny.

Dowód: Liczba z = |z|(cosα + i sinα) jest takim pierwiastkiem
⇐⇒ |z| = n

√
r oraz nα = φ+ 2kπ dla pewnego k ∈ Z

⇐⇒ |z| = n
√
r oraz α = φ+2kπ

n dla pewnego k ∈ Z .

Dwie liczby caªkowite k i k′ daj¡ równowa»ne argumenty α = φ+2kπ
n i

α′ = φ+2k′π
n

⇐⇒ φ+2kπ
n − φ+2k′π

n jest wielokrotno±ci¡ 2π
⇐⇒ k − k′ jest wielokrotno±ci¡ n.

St¡d wynika, »e wszystkie ró»ne pierwiastki otrzymamy dla k = 0, 1, . . . , n−
1.

cbdo.
Komentarz.Wida¢ tutaj ró»nic¦ pomi¦dzy ciaªami liczb rzeczywistych a

zespolonych. W przypadku zespolonym, zawsze mamy dokªadnie n pierwiast-
ków z liczby niezerowej. W przypadku rzeczywistym, sytuacja jest bardziej
skomplikowana:

1. gdy pierwiastek jest nieparzystego stopnia, to jest on wyznaczony jed-
noznacznie (np. 3

√
8 = 2, 3

√
−8 = −2);

2. gdy pierwiastek jest parzystego stopnia, to:

(a) pierwiastek z liczby ujemnej nie istnieje,

(b) pierwiastek z liczby dodatniej ma dwie warto±ci, ró»ni¡ce si¦ zna-
kiem (np. 4

√
16 = ±2).

Tak wi¦c sytuacja w przypadku rzeczywistym mo»e by¢ bardziej skompliko-
wana ni» w przypadku zespolonym.

Przykªad. We¹my w = −4 i obliczmy 4
√
−4. Mamy: w = (

√
2)4(−1 +

9



0i) = (
√

2)4(cosπ + i sin π). Istniej¡ cztery pierwiastki:

k = 0 : z0 = (
√

2)
[
cos

(
π + 0 · 2π

4

)
+ i sin

(
π + 0 · 2π

4

)]
= 1 + i

k = 1 : z1 = (
√

2)
[
cos

(
π + 1 · 2π

4

)
+ i sin

(
π + 1 · 2π

4

)]
= −1 + i

k = 2 : z2 = (
√

2)
[
cos

(
π + 2 · 2π

4

)
+ i sin

(
π + 2 · 2π

4

)]
= −1− i

k = 3 : z3 = (
√

2)
[
cos

(
π + 3 · 2π

4

)
+ i sin

(
π + 3 · 2π

4

)]
= 1− i

Przykªad. Obliczmy pierwiastki n-tego stopnia z 1. Promie« liczby 1 jest
równy 1, a argument Arg=0. Mamy wi¦c n pierwiastków, danych wyra»enia-
mi:

εk =
[
cos

(2kπ
n

)
+ i sin

(2kπ
n

)]
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Wszystkie te pierwiastki le»¡ na okr¦gu jednostkowym o ±rodku w punkcie
(0, 0) ukªadu wspóªrz¦dnych, w wierzchoªkach n-k¡ta foremnego.

Uwaga. Mamy: εk = (ε1)k.
Uwaga. Je±li z jest którymkolwiek pierwiastkiem z liczby zespolonej w 6=

0, to wszystkie pierwiastki n−tego stopnia mo»na otrzyma¢ z z mno»¡c j¡
przez wszystkie εk. Mamy wi¦c wszystkie te pierwiastki dane wzorem równo-
wa»nym z (13)

z, zε1, zε2, . . . , zεn−1.

1.8 Zasadnicze twierdzenie algebry

Twierdzenie b¦dzie wykorzystane przy liczeniu caªek z f. wymiernych � przy roz-
kªadaniu wyra»enia podcaªkowego na uªamki proste; oraz przy problemie warto±ci
wªasnych macierzy, gdzie b¦dzie si¦ badaªo wielomian charakterystyczny i jego
pierwiastki.

Twierdzenie. Ka»de równanie n-tego stopnia

q(z) = zn + cn−1z
n−1 + · · ·+ c1z + c0 = 0 (14)

gdzie n ∈ N, cj ∈ C (j = 0, . . . , n− 1) ma rozwi¡zanie w C.
Dygresja. Ide¦ dowodu zilustrujemy najpierw w prostszym przypadku wersji rzeczywistej powy»-

szego twierdzenia:
Ka»de równanie nieparzystego stopnia n = 2k + 1

p(x) = xn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0

gdzie k ­ 0, aj ∈ R (j = 0, . . . , n− 1) ma rozwi¡zanie w R.

10



Tu idea dowodu jest nast¦puj¡ca: Dla x → +∞, równie» p(x) → +∞, tak wi¦c istnieje x+ takie, »e
dla dowolnego x > x+, p(x) > 0. Analogicznie, dla x → −∞ zachodzi: p(x) → −∞, tak wi¦c istnieje
x− takie, »e dla dowolnego x < x−, p(x) < 0. Poniewa» funkcja p(x) jest ci¡gªa, to na odcinku [x−, x+]
funkcja p(x) przyjmuje wszystkie warto±ci po±rednie, a w szczególno±ci istnieje takie x0, »e f(x0) = 0.

W przypadku równania (14) zarówno argument jak i warto±¢ funkcji s¡ liczbami zespolonymi, wi¦c

nie mo»na u»y¢ powy»szego rozumowania bezpo±rednio; jednak uogólnienie jest naturalne i wtedy dowód

�idzie�.

Idea dowodu. (Nie b¦dzie to dowód jako taki, gdy» argumentacja od-
woªuje si¦ do kilku faktów z analizy, prawdopodobnie nie znany w tej chwili
Czytelnikowi. W tej chwili znajomo±¢ tych faktów musi zast¡pi¢ Jego/Jej
intuicja.)

1) Rozpatrzmy najsampierw odwzorowanie C → C : z → zn. We¹my w
przestrzeni argumentów okr¡g γ1 = CR

0 (okr¡g o ±rodku w punkcie 0 i pro-
mieniu R); jego obrazem jest równie» okr¡g CRn

0 . Obiegnijmy naokoªo okr¡g
γ1. Zmiana argumentu w przeciwobrazie wynosi 2π, za± w obrazie wynosi
2nπ (tzn. okr¡g w obrazie jest obiegany n razy).

2) Poka»emy, »e podobna sytuacja ma miejsce, gdy rozpatrujemy dowolne
odwzorowanie C → C : z → q(z) dla dostatecznie du»ego R. Rozpatrzmy
znów obraz okr¦gu γ1 = CR

0 : γ2 = q(γ1). Obraz ten jest pewn¡ zamkni¦t¡
krzyw¡ ci¡gª¡. Obiegnijmy znów naokoªo okr¡g γ1. Ile b¦dzie wynosiª przyrost
argumentu w obrazie? Obliczmy argument q(z):

arg (q(z)) = arg (zn + cn−1z
n−1 + · · ·+ c1z + c0)

= arg (zn) + arg (1 +
cn−1
z

+ · · ·+ c1
zn−1

+
c0
zn

)

Przyrost argumentu ∆(q(z)), gdy z obiega okr¡g γ1, wynosi:

∆(q(z)) = 2πn+ ∆ arg(1 +
cn−1
z

+ · · ·+ c1
zn−1

+
c0
zn

)

Mamy oszacowanie (pami¦tajmy »e z = Reiφ):

|1 +
cn−1
z

+ · · ·+ c1
zn−1

+
c0
zn
| ¬ 1 + |cn−1

z
|+ · · ·+ | c1

zn−1
|+ | c0

zn
|

= 1 +
|cn−1|
R

+ · · ·+ |c1|
Rn−1 +

|c0|
Rn

Bior¡c teraz R dostatecznie du»e, otrzymujemy, »e dla dowolnego z = Reiφ

liczby: (1 + cn−1
z + · · ·+ c1

zn−1 + c0
zn ) le»¡ wewn¡trz okr¦gu o ±rodku w punkcie

1 i promieniu 12 . Tak wi¦c zmiana argumentu tej liczby wynosi zero, gdy
obiegamy okr¡g γ1 w przeciwobrazie.

11



Sytuacj¦ mo»emy podsumowa¢ mówi¡c, »e: Przyrost argumentu q(z), gdy
z obiega okr¡g γ1, wynosi 2πn � analogicznie jak w przypadku odwzorowania
z → zn.

3) Z drugiej strony, mamy: q(0) = c0, zakªadamy za±, »e c0 6= 0, gdy» w
innym przypadku dowód jest sko«czony.

4) We¹my teraz rodzin¦ okr¦gów o promieniu malej¡cym od R do zera i
rozpatrujmy obrazy tych okr¦gów. Zmiana obrazu okr¦gu o promieniu r jest
ci¡gªa, gdy zmieniamy promie«. Z 2) i 3) wnioskujemy, »e gdzie± po drodze,
gdy deformujemy okr¦gi, przechodz¡c od promieniaR do zera, obraz pewnego
okr¦gu �zahaczy� o zero.

Uwaga. Pokazali±my, »e dowolne równanie algebraiczne n-tego stopnia
posiada przynajmniej jeden pierwiastek. St¡d ªatwo wynika, »e równanie
n−tego stopnia posiada dokªadnie n pierwiastków (liczonych z krotno±ciami)
� wystarczy zastosowa¢ tw. Bézout: Niech z1 b¦dzie pierwiastkiem równania
q(z) = 0. Mo»emy zapisa¢: q(z) = (z − z1)q̃(z), gdzie q̃(z) jest wielomianem
n − 1-wszego stopnia. Argumentuj¡c jak wy»ej, q̃(z) znów ma pierwiastek;
nazwijmy go z2. Zatem q̃ = (z − z2)˜̃q(z), tzn. q(z) = (z − z1)(z − z2)˜̃q(z),
czyli q(z) ma dwa pierwiastki z1, z2; itd., a» dojdziemy do równania stopnia
1.

Zadajmy jeszcze pytanie dodatkowe: co z mo»liwo±ci¡ efektywnego obli-
czenia pierwiastków? Innymi sªowy, czy dla dowolnego równania algebraicz-
nego da si¦ napisa¢ wzory na jego pierwiastki, analogiczne do wzorów na
pierwiastki równania kwadratowego?

Okazuje si¦, »e odpowied¹ jest negatywna. Wzory na pierwiastki daje si¦
jeszcze napisa¢ dla równania 4. stopnia (znalazª je L. Ferrari w XVI w.)
Rozwi¡za« dla równa« wy»szych stopni bezskutecznie poszukiwano przez na-
st¦pne dwa wieki, a» na pocz¡tku XIX w. niezale»nie N. Abel oraz E. Galois
odkryli, »e dla równa« stopnia wy»szego ni» czwarty, w ogólnym przypadku
pierwiastki nie wyra»aj¡ si¦ za pomoc¡ sko«czonej kombinacji dziaªa« aryt-
metycznych i operacji wyci¡gania pierwiastka. 1 (Dowody mo»na znale¹¢ w
wielu podr¦cznikach algebry; przyst¦pny wykªad teorii Galois stanowi ksi¡-
»eczka M. Bry«skiego w serii "Biblioteka Delty".)

Pó¹niej okazaªo si¦, »e mo»na napisa¢ wyra»enia na pierwiastki równania
dowolnego stopnia, je±li rozszerzy si¦ �asortyment� funkcji, które dopuszcza-
my w wyra»eniach na pierwiastki. Pierwiastki dowolnego równania mo»na
wyrazi¢ przez tzw. funkcje modularne (do ich zde�niowania i zbadania ko-

1Ich prace byªy poprzedzone niezale»nym i � jak si¦ pó¹niej okazaªo � niekompletnym dowodem Ruf-
�niego.
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nieczna jest do±¢ zaawansowana analiza zespolona). Pokazano to pod koniec
XIX wieku (Ch. Hermite, F. Klein, F.Lindemann, C. Jordan).
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2 Równania trzeciego stopnia � wzory Cardano

Uwaga. Ta cz¦±¢ stanowi materiaª nieobowi¡zkowy!

2.1 Rozwi¡zywanie równania trzeciego stopnia

Ogólne równanie trzeciego stopnia ma posta¢

a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 = 0

Zakªadamy, »e a3 6= 0, gdy» inaczej mamy równanie stopnia drugiego. Dziel¡c
powy»sze równanie przez a3 otrzymujemy:

x3 + A2x
2 + A1x+ A0 = 0 (gdzieA2 =

a2
a3

itd.)

W powy»szym równaniu zawsze mo»emy si¦ pozby¢ wyrazu drugiego stopnia
przez podstawienie z = x+ A2/3; dostajemy wtedy

z3 + pz + q = 0. (15)

(prosz¦ podstawi¢ i sprawdzi¢, »e wyrazy drugiego stopnia si¦ kasuj¡!)
Wykonajmy teraz nast¦puj¡ce podstawienie:

z = u+ v,

gdzie u, v - liczby zespolone. Na pierwszy rzut oka wydaje si¦, »e ten rodzaj
podstawienia to zamiana w rodzaju "zamieniª stryjek siekierk¦ na kijek", bo
zamiast jednej zmiennej, mamy ich dwie! Okazuje si¦ jednak, »e to podstawienie
prowadzi do uproszczenia problemu. Mamy:

z3+ pz+ q = (u+ v)3+ p(u+ v) + q = u3+ v3+ 3u2v+ 3uv2+ p(u+ v) + q

= u3 + v3 + (u+ v)(3uv + p) + q = 0

Wida¢, »e je»eli znajdziemy tak¡ par¦ {u, v}, »e

u3 + v3 + q = 0 (16)

3uv + p = 0 (17)

Rozwi¡»my ukªad (17). Mamy: v = −p
3u , i wstawiaj¡c to do pierwszego rówania

dostajemy: u3− p3

27u3+q = 0, a jest to równanie kwadratowe w zmiennej U = u3:

U 2 + qU − p3

27
= 0 (18)
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którego rozwi¡zania s¡:

U± =
−q ±

√
∆

2
, gdzie ∆ = q2 +

4p3

27
(19)

We¹my dowolny z tych pierwiastków, np. U+ i wyci¡gnijmy pierwiastek trzeciego
stopnia. Dostajemy trzy warto±ci u:

u0, u1 = u0ε, u2 = u0ε̄

gdzie u0 � którykolwiek z pierwiastków trzeciego stopnia z U , za± ε jest pierwszym
pierwiastkiem trzeciego stopnia z jedynki: ε = e2iπ/3 = 1

2(−1 +
√

3i).
St¡d dostajemy

v0 =
−p
3u0

, v1 =
−p
3u0

ε̄, v2 =
−p
3u0

ε

i ostatecznie mamy pierwiastki równania (15)

z0 = u0 + v0, (20)

z1 = u1 + v1 = u0ε+ v0ε̄, (21)

z2 = u2 + v2 = u0ε̄+ v0ε (22)

Uwaga 1. Przy rozwi¡zywaniu równania kwadratowego (18) wystarczy wzi¡¢
tylko jeden z pierwiastków (19). Mamy bowiem: V+ = −p3

27U+
= U− (prosz¦

sprawdzi¢!) oraz analogicznie V− = U+, co implikuje »e para {U+, V+} ró»ni si¦
od pary {U−, V−} tylko kolejno±ci¡ czynników � tak wi¦c zamiana U+ na U− nie

prowadzi do nowego pierwiastka.

2.2 Dyskusja równania 3. stopnia dla wspóªczynników rzeczywi-
stych

Zaªó»my, »e wspóªczynniki p, q w rówaniu (15) s¡ rzeczywiste. Mamy wówczas
nast¦puj¡ce mo»liwo±ci, je±li chodzi o znak wyró»nika ∆, danego w (19): ∆ > 0,
∆ = 0, ∆ < 0.
• Przypadek 1. ∆ > 0.
Wtedy jako pierwiastek u0 wybieramy rzeczywisty pierwiastek trzeciego stop-

nia z liczby rzeczywistej:

u0 = −q
2

+

√√√√∆
4
,
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gdzie pierwiastek kwadratowy ustalamy � na przykªad � jako nieujemny. Wtedy
v0 = −p

3u0
jest rzeczywistym pierwiastkiem trzeciego stopnia z

−q
2
−
√√√√∆

4

Równanie (20) daje z0 rzeczywiste, za± równania (21, 22) daj¡ z1, z2 zespolone
sprz¦»one, przy czym cz¦±ci urojone z1, z2 s¡ niezerowe (gdyby byªo inaczej to
mieliby±my Im(z1−z2) = 1

2i(z1−z1) = u0ε+v0ε̄−u0ε̄−v0ε = (u0−v0)(ε−ε̄) =
0, co jest niemo»liwe, gdy» u30 6= v30).
• • Przypadek 2. ∆ = 0.
Mamy tutaj: u0 = 3

√
−q/2 (jako u0 znowu wybieramy rzeczywisty pierwiastek

3-go stopnia), oraz: v0 = u0. St¡d mamy: z0 = 2u0, z1 = u0(ε + ε̄) = −u0 =
z2. Tak wi¦c mamy tutaj dwa pierwiastki rzeczywiste: jeden pojedynczy i jeden
podwójny.
• • • Przypadek 3. ∆ < 0.
W takiej sytuacji, u0 jest pierwiastkiem trzeciego stopnia z liczby zespolonej

z niezerow¡ cz¦±ci¡ urojon¡:

−q
2

+ i

√√√√−∆
4

(23)

Niech r(cosφ + i sinφ) b¦dzie przedstawieniem trygonometrycznym powy»szej
liczby. Wybierzmy u0 w postaci:

u0 = 3
√
r

(
cos

φ

3
+ i sin

φ

3

)

Wówczas v0 jest pierwiastkiem trzeciego stopnia z −q
2

+ i

√√√√−∆
4
, wi¦c

v0 = 3
√
r

(
cos

φ

3
− i sin

φ

3

)
= u0

Ostatecznie mamy

z0 = u0 + v0 = 2Reu0 = 2 3
√
r cos

φ

3
,

z1 = u0ε+ ū0ε̄ = 2Re(u0ε) = 2 3
√
r cos

φ+ 2π
3

,

z2 = u0ε̄+ u0ε = 2Re(u0ε̄) = 2 3
√
r cos

φ+ 4π
3

.
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S¡ to trzy ró»ne pierwiastki rzeczywiste. To, »e s¡ one ró»ne wynika z faktu, i»
s¡ one cz¦±ciami rzeczywistymi (rzutami na o± rzeczywist¡) liczb: u0, u0ε, u0ε̄.
Gdyby które± z tych rzutów si¦ pokryªy, znaczyªoby to, »e jeden z boków trójk¡ta
równobocznego o wierzchoªkach w punktach u0, u0ε, u0ε̄ jest równolegªy do osi
urojonej (�pionowy�), a wtedy jedna z tych liczb musiaªaby by¢ rzeczywista. Jest
to niemo»liwe, gdy» trzecia pot¦ga tej liczby jest nie-rzeczywista.

Uwaga.. Ta wªa±nie sytuacja wywoªywaªa w XVII w. spory o istnienie liczb
urojonych. Mimo »e wszystkie pierwiastki równania 3. stopnia s¡ w przypadku
∆ < 0 rzeczywiste, to aby je otrzyma¢, trzeba wyci¡ga¢ pierwiastki kwadratowe
z liczb ujemnych (p. wyra»enie (23) powy»ej).
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