1 Liczby zespolone

1.1 Dlaczego nie wystarczaja liczby rzeczywiste

W dziejach systemow liczbowych, niejednokrotnie trzeba byto rozszerzac ist-
niejace — wynikato to z naturalnych zapotrzebowan.

e Liczby naturalne N = {1,2,3, ...} z dzialaniami dodawania i mnozenia;
sg one zawsze wykonalne. Natomiast dziatanie odwrotne do dodawania,
tzn. odejmowanie, jest nie zawsze wykonalne w zbiorze N, np. rownanie:
r + 3 = 1 nie ma rozwigzan w N. Mozna jednak sprawié¢, by odejmo-
wanie stato sie wykonalne, rozszerzajgce zbior N o wszystkie rozwiazania,
rownan postaci x +a =0, a € N.

e W zbiorze Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} jest juz wykonalne odejmowa-
nie, natomiast nie zawsze jest wykonalna operacja odwrotna do mnoze-
nia, tzn. dzielenie; innymi stowy, réwnanie postaci: ax = 1, a # 0, nie
zawsze ma rozwigzanie w liczbach catkowitych. I znéw mozna zapew-
ni¢ wykonalno$¢ dzielenia, dotaczajac do Z rozwigzania rownan postaci
ar = 1, a # 0. Wynikiem jest zbior liczb wymiernych @ jako zbioru
utamkow nieskracalnych g, D,q € 7.

e W zbiorze Q (tzn. liczb postaci %, gdzie p,q € Z) sa juz wykonalne

dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie. Mozna jednak wprowa-
dzi¢ jeszcze operacje potegowania (wywodzaca sie z mnozenia): a” =
a-a----- a (n razy). I znow okazuje sie, 7ze operacja odwrotna do pote-
gowania, tzn. pierwiastkowanie (tzn. szukanie, dla danej liczby a € Q,
takiej liczby x, Zze 2" = a), nie zawsze jest wykonalne (np. v2 & Q;
czy Czytelnik pamieta /moze zrekonstruowaé dowod?)
Zbior liczb wymiernych mozna rozszerza¢ na rézne sposoby; najwaz-
niejszy z nich to dotaczenie do Q wszystkich granic ciggow zbieinych
o wyrazach wymiernych; prowadzi to do zbioru liczb rzeczywistych. W
zbiorze liczb rzeczywistych wyciaganie pierwiastkow jest juz wykonalne
(jesli sa to pierwiastki parzyste, to mozna je wyciaga¢ jedynie z liczb
nieujemnych).

Jednak w zbiorze liczb rzeczywistych mamy jeszcze jeden problem z pier-
wiastkami: Pierwiastki (parzystych stopni) z liczb ujemnych.

Rozpatrzmy podnoszenie do kwadratu i wyciaganie pierwiastka drugie-
go stopnia. To pierwsze jest zawsze wykonalne i jego wynikiem jest liczba
nieujemna. Powoduje to, ze wyciaganie pierwiastka jest wykonalne tylko dla
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liczby nieujemnej. Tak wiec, pozostajac w obrebie liczb rzeczywistych, nie

V=1, (1)

gdyz nie istnieje taka liczba rzeczywista, ktora podniesiona do kwadratu da-

ma, sensu wyrazenie

taby liczbe ujemna (tu: —1).

Tym niemniej, taki “bezsensowny” czy “nieistniejacy” obiekt jak v/—1 po-
jawial sie kilkakrotnie w dziejach (Sredniowiecznej i renesansowej) matema-
tyki i nie mozna go bylo ignorowac¢. Problem nabrzmial w X'V I wieku, kiedy
odkryto metode rozwigzywania réwnan trzeciego stopnia:

az® 4+ bx? + cx +d =0,

gdzie a, b, ¢, d s liczbami rzeczywistymi. Dla a # 0, zawsze istnieje przynaj-
mniej jeden pierwiastek tego rownania, bedacy liczba rzeczywista.

W XV w. znaleziono metode znajdowania rozwigzan (pierwiastkow) ta-
kich rownan dla dowolnych parametrow a,b,c,d, zwana metodg Cardano
(chociaz wezesniej metode rozwiazywania znalezli tez Tartaglia i Scipio del
Ferro). Cecha charakterystyczna tej metody byt jednak fakt, ze — mimo iz
rozwiazanie byto rzeczywiste — aby je otrzymac, trzeba bylo uzyé “nieistnie-
jacej” liczby v/—1. Innymi stowy, trzeba bylo przejs¢ przez “zakazany obszar”,
gdzie pojawia sie “nieistniejacy” (urojony) obiekt /—1.

Ale skoro taki obiekt, jak v/—1, okazuje swoja uzytecznosc, to moze nie
brofimy sie przed nim i pozwélmy mu zaistnie¢? Oczywiscie, nie jest wyjsciem
7 sytuacji przyjecie go za liczbe rzeczywista. Ale gdyby sprobowad rozszerzy¢
pojecie liczby rzeczywistej, tak by to — ogoélniejsze — pojecie dopuszczato tez
takie byty jak v/—1.

Czy mozna tak rozszerzy¢ zbior liczb rzeczywistych, aby to rozszerzenie
zawierato tez takie byty jak /—1? Odpowied? jest pozytywna; zanim jed-
nak o tym powiemy, wyliczmy najpierw wtasnos$ci dodawania i mnozenia, co
doprowadzi do pojecia ciata; oraz sprecyzujmy co rozumiemy przez ‘Tozsze-
rzenie”.

1.2 Ciala

W zbiorach takich, jak Q oraz R, wykonalne sa dziatania dodawania i mnoze-
nia oraz ich odwrotnosci. Bardziej precyzyjnie mozna powiedzieé, ze QQ oraz
R sa przyktadami ciaf.

Definicja. Ciatem nazywamy zbior K, w ktorym mozna wykonywacé dzia-
tania dodawania: “+” i mnozenia “.” takie, ze K jest zamkniety wzgledem

2



tych dzialaii (tzn. nie wyprowadzaja one poza zbior K). “47 i “."spelniaja
warunki:

o lgcznosé: (a+b)+c=a+(b+c¢), (a-b)-c=a-(b-c).
e przemiennoSé. a+b=b+a, a-b=0b-a.

e istnienie elementu neutralnego (dla “+71“"):a+0=a, a-1=aq,
przy czym 1 # 0.

e istnienie elementu przeciwnego (odwrotnego) do danego: a + (—a) =
0, a-a'=1(dlaa#0).

e rozdzielno$é mnozenia wzgledem dodawania: a-(b+c¢)=a-b+a-c.

Definicja. Rozszerzeniem ciala K, przez cialo K nazywamy takie cialo K,
ze Ky C K oraz dziatania w K stosowane do elementow Ky pokrywaja sie z
dziataniami w Ky. Méwimy tez wtedy, ze cialo Kq jest podciatem ciata K.

Dwa przyktady cial, ktore juz znamy, to liczby wymierne Q i rzeczywiste
R. Tutaj R jest rozszerzeniem Q.

Dwa przyktady zbioréw, ktore nie sg ciatami, to N oraz Z — z powodow,
ktore widzielismy:.

Inne przyktlady:

1. Ciato Zy, tzn. zbiér {0, 1} z dziataniami: 0+0=0,0+1=14+0=1,1+
1=0,0-0=0,0-1=1-0=0,1-1=1, jest ciatem (prosze sprawdzic!).
Elementami neutralnymi s3: 0 dla dodawania oraz 1 dla mnozenia. Ciato
Z> jest podzbiorem R, natomiast nie jest podciatem R.

2. Zbiér liczb postaci: a + bv/2, gdzie a,b sa liczbami wymiernymi, jest cia-
tem liczbowym. Oznaczamy je Q(1/2); jest ono rozszerzeniem ciata liczb
wymiernych. (Prosze sprawdzi¢ te stwierdzenia!)

3. Niech kandydatem na ciato bedzie zbiér wielomianéw jednej zmiennej rze-
czywistej, dowolnego stopnia o wspétczynnikach rzeczywistych. (Zbiér taki
oznaczamy przez R[-]). Dziatania dodawania i mnozenia s3 okreslone w
naturalny sposéb. Element neutralny dla dodawania to wielomian tozsamo-
Sciowo réwny zeru, a element neutralny dla mnozenia — wielomian staty
tozsamosciowo réwny 1. Czy R[] jest ciatem? Sporo aksjomatéw ciata jest
spetnionych: Suma dwu wielomianéw jest wielomianem, podobnie iloczyn.
Spetniona jest tacznos¢ dziatan, przemienno$¢, rozdzielnos¢. Spetnione jest
tez istnienie wielomianu przeciwnego wzgledem dodawania. Nie jest jednak



spetnione istnienie elementu przeciwnego wzgledem mnozenia. Tak np. ele-
mentem przeciwnym do wielomianu w(x) = = musiataby by¢ funkcja 1, a

- . - - x
ona nie jest wielomianem.

4. Natomiast zbiér funkcji wymiernych z naturalnymi dziataniami oraz elemen-
tami neutralnymi (zdefiniowanymi jak przy wielomianach) jest juz ciatem.

Nasz problem rozszerzenia ciata R mozemy wiec doprecyzowac tak: Zna-
lezé rozszerzenie ciata R zawierajgce element, ktorego kwadrat jest rowny
—1.

Stwierdzenie. Jesli K jest takim rozszerzeniem, zas i jest elementem
takim, 7e 12 = —1, to podzbior C € K

C:={a+bi: abecR} (2)

jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie, mnozenie i branie elementu od-
wrotnego, wiec jest podciatem K, w szczegolnodci jest tez ciatem.

Dowd6d: Operacje dodawania, mnozenia 1 brania elementu odwrotnego,
stosowane do elementow @, nie wyprowadzaja poza ten podzbior (wlasnosc
zamknigtosci). Wynika to z wzorow:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i; (3)
(a+0bi)-(c+di)=a-c—0b-d+ (ad + bc)i; (4)
—(a+bi) = (—a) + (=0)i; (5)

(6)

a —b
a+bi) = + i
( ) a2+ b2 a®+b?
Operacje te okreslaja w podzbiorze C strukture podciata.
Ponadto widaé, ze wszystkie dzialania na elementach postaci a + bi nie

zaleza od rozszerzenia; sa one dane wzorami (3—(6) , ktore nie odwotuja sie
w zaden sposéb do rozszerzenia.

1.3 Konstrukcja ciala liczb zespolonych

Wprowadzmy w zbiorze R? = R x R par liczb rzeczywistych dziatanie doda-
wania 1 mnozenia w nastepujacy sposob:

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), (7)
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc). (8)



Mozna sprawdzi¢ bezposrednimi rachunkami, ze tak okreslona struktura jest
ciatem. Zerem jest tu para (0,0); jedynka: (1,0); elementem przeciwnym do
(a,b) jest (—a, —b), zas element odwrotny do (a,b) to (253, arj—sz)

Tak zdefniniowane ciato nazywamy ciatem liczb zespolonych i oznaczamy
jako C. Daje ono rozwiazanie naszego problemu (tzn. rozszerzenia ciala liczb
rzeczywistych). Zawieranie sie ciala liczb rzeczywistych w C jako podciala
dane jest przez utozsamienie a € R z liczba zespolong (a,0) € C, natomiast
elementem takim, ze 1> = —1, mozna wzia¢ i := (0, 1). Majac to utozsamie-
nie, dostajemy prostsza do rachunkéw postac liczby zespolonej:

(a,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + bi. (9)

(W ten sposob dokonalismy utozsamienia C z @) Posta¢ liczby zespolonej jako
pary jest mniej wygodna do rachunkéw, ale prowadzi do wygodnej interpretacji
liczby zespolonej jako punktu na ptaszczyznie. Bowiem na iloczyn kartezjanski
R xR mozna patrze¢ jako na ptaszczyzne wtasnie; w ten sposéb liczba zespolona
(a,b) bedzie wektorem o sktadowej “x"-owej réwnej a oraz sktadowej “y" réwne;
b. Taki sposéb patrzenia na liczby zespolone podat Gauss na przetomie XVIII i
XIX w.

1.4 Sprzezenie zespolone

Wazna operacja w ciele liczb zespolonych jest sprzezenie zespolone, okreslane
jako:
z=a+bi — zZ:=a— bi. (10)

Latwo sprawdzi¢ (bezposrednim rachunkiem) nastepujace wlasnosci operacji
sprzezenia zespolonego:

- L L - L 21 21 _
21tz =21+2, Z1-%=21"22 |—|=—; Z==%

Niech z = a 4 bi. Wprowadzmy oznaczenia:

nazywamy je odpowiednio: czescia rzeczywistq i urojong liczby z. Mamy:

_z+z ~. R—Z
= , Sz = -
2 21

Rz




1.5 Postaé trygonometryczna

Liczbe zespolong a + bi mozna przedstawi¢ jako punkt na plaszczyznie R?
o wspotrzednych kartezjariskich (a,b) lub jako wektor o tych sktadowych.
Dodawanie liczb zespolonych odpowiada dodawaniu wektorow.

Punkty na ptaszczyZznie mozemy tez opisywac innymi wspotrzednymi- bie-
gunowymi: (r, ). Przejscie od wspohrzednych kartezjariskich do biegunowych
dane jest przez wyrazenia:

a
r=+var+0b; cosp=-———nr; sing=
¢ a’ + b? ¢
Definicja. Jedli z # 0, to ¢ € R takie, ze

a , b
COS¢:W; SID¢ZW

nazywamy argumentem liczby z i oznaczamy przez arg z.

b
Vi

Zauwazmy, ze argument liczby zespolonej wyznaczony jest z doktadnoscia
do wielokrotnosci 2. Argument ¢ liczby 2z spelniajacy nieréwnosé 0 < ¢ <
27 nazywamy argumentem gtownym i oznaczamy Arg z.

Przejécie od wspotrzednych biegunowych do kartezjanskich dane jest wy-
razeniami:

a=rcos¢; b=rsing

Liczbe zespolong z = a + bi mozna wiec rownowaznie przedstawi¢ w postaci
z =r(cos ¢ + isin @),

nazywanej reprezentacjq trygonometryczng liczby zespolonej z.

Przyklad. Niech z; = 1 4 ¢; mamy: z; = \/5(% + %z) = V2(cos T +
isin 7); promien dla liczby z; jest rowny V2, za§ argument Argz; = T
1.6 Modul i jego wlasno$ci

Definicja. Modutem |z| liczby zespolonej z = a + bi nazywamy
|z| = Va? + b? (12)

Bezposrednio z definicji i z postaci trygonometrycznej liczby zespolonej z =
a + bi = r(cos ¢ + isin ¢) wynikaja wlasnosci

o 2] € R, U{O},



o |z| =1

Stwierdzenie. Zachodza zwiazki:

1. |z = 2z,
2. |z1za| = |2 - |2l
3. |2 = |z,
4. |Rez| < |z], |Imz| < |z| ; tym bardziej: Rez < |z|, Imz < |z].
5. Al |,
22| 2
6. arg(z129) — arg z; + arg 2o,
7. arg z = — arg z.
Dowéd:
1. Niech z = a + b, gdzie a,b € R. Z bezposredniego rachunku mamy:

22 = (a +1ib)(a — ib) = a* + b* = |2|*.

. Udowodniona wlagnie réwnosé moéwi ze 2z = |z|% zastosujmy ja do
Z = Z1%k9:
|2122‘2 = Z1R9R1R9 = 212_1222_2 = ‘Zl|2‘22|2.
. Oczywiste.
Niech z = a + bi. Mamy: |Rez| = |a| < va? 4 b? = |z|. Druga nierow-

nos$¢ pokazujemy analogicznie.

. Mamy 1 = z% Biorac moduly obu stron i korzystajac z 2) mamy:
1 1 1
1 =|z| ‘ Zatem — = ‘ . Stad i z 2) wynika 5).
. Niech z; = ri(cos ¢; + isin¢;), i = 1,2. Mamy:

2129 = 11(COS @1 + i sin ¢y) - T9(COS P + i sin o)

= r172[(COS 1 COS o — Sin ¢ Sin @) + i(cos @1 Sin Py + oS P9 sin @1 )]
= r17r2[cos(¢p1 + ¢2) + isin(¢1 + ¢2)]
skad wynika 6). Powyzsza rownos¢ mozna tez wypowiedzie¢ stowami:
“Przy mnozeniu liczb zespolonych promienie sie mnoza a argumenty
dodaja”.



7. W reprezentacji biegunowe;:
Z =r(cos¢p —isin @) = r(cos(—¢) + isin(—¢))
Whiosek (wzor de Moivre’a). Jezeli z = r(cos ¢+isin¢), todlan € N
2" = r"[cos(ng) + isin(ne).
Uwaga. Wygodne jest zastosowanie nastepujacego skrotowego zapisu liczby
postaci (cos ¢ + isin ¢):
cos¢ +ising = e'.

Mamy:
(iOH) _ (ibgit  Gi — i)

W chwili obecnej, symbol €’ jest jedynie wygodnym oznaczeniem i nie ma
on zadnego zwiazku z liczba e i1 funkcja wyktadnicza. Zwiazek ten pojawi sie
dopiero na analizie, stajac sie twierdzeniem.

Stwierdzenie. Dla dowolnych 2z, 2o € R zachodza nier6wnosci:

L. |21 + 22| < |z1| + |22,
U |zr+ 20+ + 2] < a4 |2 + - + |2
2. |[z1] = |z2l| < |21 — 22
Dowéd:
1. Wezmy kwadrat lewej strony nieréwnogci:
i+ 2P =(n+2) (a1+2) =08 +215+ 820+ 05
=l +am+ an+ |0l = 4P+ 215+ 215 + |2/
= |21|? + 2Re(21%) + |22)? < |21 4 2|Re(212)| + | 2|
<zl +20(z2)| + |z = 2 + 20z - [22] + |22 = (J21] + |22))?
(wykorzystalismy tu p. 4) poprzedniego stwierdzenia).
1’. Dowo6d indukeyjny, ktorego pierwszy krok stanowi powyzsza nieréwnosé.

2. Z udowodnionej wtasnie nieréwnosci 1. wynika

21| = |21 — 22 + 2| < |21 — 22| + |22,
20| = |20 — 21 + 21| < |20 — 21| + |21,
skad
21| = |z2| < [21 — 2,
22| — |21] < |21 — 22,
1 teza.



1.7 Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Definicja. Niech w € C. Pierwiastkiem stopnia n z liczby w nazywamy taka
liczbe zespolonag z, ze 2" = w.

Stwierdzenie. Niech n € N. Kazda niezerowa liczba zespolona w € C
posiada doktadnie n roznych pierwiastkow n-tego stopnia. Jesli w = r(cos ¢+
isin @), to sa one dane wzorami

2k 2k
2 = {’/?(cosw Jrz'simM
n n

>:<L/;ei¢’ﬁf’”, k=0,1,... . n—1

gdzie {/r — pierwiastek arytmetyczny.

Dowdd: Liczba z = |z|(cos o 4 i sin ) jest takim pierwiastkiem
< |z| = ¥r oraz na = ¢ + 2kw dla pewnego k € Z
= |z| = 1 oraz a = 2 dla pewnego k € Z .

Dwie liczby catkowite k i k' daja rownowazne argumenty o = % i

o = o+2k'T
n !

— ¢+skw — ¢+ik T jest wielokrotnoscia 27
<= k — k' jest wielokrotnoscia n.

Stad wynika, ze wszystkie rozne pierwiastki otrzymamy dlak =0,1,... , n—
1.

cbdo.

Komentarz. Wida¢ tutaj réznice pomiedzy ciatami liczb rzeczywistych a
zespolonych. W przypadku zespolonym, zawsze mamy doktadnie n pierwiast-
kow z liczby niezerowej. W przypadku rzeczywistym, sytuacja jest bardzie]
skomplikowana:

1. gdy pierwiastek jest nieparzystego stopnia, to jest on wyznaczony jed-

noznacznie (np. V8 = 2, /—8 = —2);
2. gdy pierwiastek jest parzystego stopnia, to:

(a) pierwiastek z liczby ujemnej nie istnieje,
(b) pierwiastek z liczby dodatniej ma dwie wartosci, rozniace sie zna-
kiem (np. v'16 = £2).

Tak wiec sytuacja w przypadku rzeczywistym moze by¢ bardziej skompliko-
wana niz w przypadku zespolonym.

Przyktad. Wezmy w = —4 i obliczmy +/—4. Mamy: w = (v2)*(—1 +



0i) = (v/2)*(cos  + isin7). Istnieja cztery pierwiastki:

-2 2

k=0: 2z =(V2) COS<W>+iSin<W+O Wﬂ—l%—z
1-2 1-2

k=1: zlz(ﬁ)lcos<w>+isin<ﬂ+ W)]:—lJrz
22 22

k=2: 2= (v2)|cos (W)—i—isin(ﬂjL W)] =—1—1

k=3: zgz(ﬁ)[cos<w>+isin<w>]zl—z'

Przyktad. Obliczmy pierwiastki n-tego stopnia z 1. Promien liczby 1 jest
rowny 1, a argument Arg—0. Mamy wiec n pierwiastkow, danych wyrazenia-

2 2
COS(MT)%—isin(lm)], k=0,1,...,n—1.

n n

mi:

€L —

Wszystkie te pierwiastki leza na okregu jednostkowym o §rodku w punkcie
(0,0) uktadu wspotrzednych, w wierzchotkach n-kata foremnego.

Uwaga. Mamy: ¢, = (7).

Uwaga. Jesli z jest ktdrymkolwiek pierwiastkiem z liczby zespolonej w #
0, to wszystkie pierwiastki n—tego stopnia mozna otrzymaé¢ z z mnozac ja
przez wszystkie €. Mamy wiec wszystkie te pierwiastki dane wzorem réwno-
waznym z (13)

Z,R€1,2€92,...,2€Eh_1.

1.8 Zasadnicze twierdzenie algebry

Twierdzenie bedzie wykorzystane przy liczeniu catek z f. wymiernych — przy roz-
ktadaniu wyrazenia podcatkowego na utamki proste; oraz przy problemie wartosci
wtasnych macierzy, gdzie bedzie sie badato wielomian charakterystyczny i jego
pierwiastki.

Twierdzenie. Kazde rownanie n-tego stopnia

q2)=2"+cp 12" P+ Fztcp=0 (14)

gdzien € N, ¢; € C (j=0,...,n— 1) ma rozwiazanie w C.

Dygresja. Idee dowodu zilustrujemy najpierw w prostszym przypadku wersji rzeczywistej powyz-
szego twierdzenia:

Kazde rownanie nieparzystego stopnia n = 2k + 1

p(x)=2" +ap 12" P+ Faxztag=0

gdziek >0, a; € R (j=0,...,n— 1) ma rozwigzanie w R.
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Tu idea dowodu jest nastepujaca: Dla © — +oo, rowniez p(z) — +oo, tak wiec istnieje x4 takie, ze
dla dowolnego = > x4, p(x) > 0. Analogicznie, dla z — —oo zachodzi: p(z) — —oo, tak wiec istnieje
x_ takie, ze dla dowolnego x < z_, p(x) < 0. Poniewaz funkcja p(z) jest ciagta, to na odcinku [z_, 2]
funkcja p(x) przyjmuje wszystkie wartosci posrednie, a w szczegdlnosci istnieje takie xg, ze f(xzg) = 0.

W przypadku réwnania (14) zaréwno argument jak i warto§¢ funkcji sa liczbami zespolonymi, wiec
nie mozna uzy¢ powyzszego rozumowania bezposrednio; jednak uogoélnienie jest naturalne i wtedy dowéd
“idzie”.

Idea dowodu. (Nie bedzie to dowdd jako taki, gdyz argumentacja od-
wotuje sie do kilku faktow z analizy, prawdopodobnie nie znany w tej chwili
Czytelnikowi. W tej chwili znajomosé tych faktow musi zastapié Jego/Jej
intuicja.)

1) Rozpatrzmy najsampierw odwzorowanie C — C : z — 2". Wezmy w
przestrzeni argumentéw okrag ;1 = C (okrag o srodku w punkcie 0 i pro-
mieniu R); jego obrazem jest réwniez okrag CI". Obiegnijmy naokolo okrag
1. Zmiana argumentu w przeciwobrazie wynosi 27, za§ w obrazie Wynosi
2n7 (tzn. okrag w obrazie jest obiegany n razy).

2) Pokazemy, ze podobna sytuacja ma miejsce, gdy rozpatrujemy dowolne
odwzorowanie C — C : z — ¢(z) dla dostatecznie duzego R. Rozpatrzmy
zmoéw obraz okregu 1 = Cf 1 v9 = q(v1). Obraz ten jest pewng zamknieta
krzywa ciggtg. Obiegnijmy znéw naokoto okrag ;. Ile bedzie wynosit przyrost
argumentu w obrazie? Obliczmy argument ¢(2):

arg (¢(z)) = arg (2" + ¢, 12" -+ a1z + @)

Cp—1 & Co
+ot =+ )
z " Ak

Przyrost argumentu A(q(z)), gdy z obiega okrag 71, wynosi:

= arg (z") + arg (1 +

Cn— c c
A(g(2)) =2mn + Aarg(l + ——2 4. 4 anl + 22)
Mamy oszacowanie (pamietajmy ze z = Re'):
Ch c c Ch c c
L+ b b [ <L [T+ = |
2 2z z 2 2z z
|Cn1] 1] | el
R A T I )

Biorac teraz R dostatecznie duze, otrzymujemy, ze dla dowolnego z = Re'®
liczby: (14 2 + -+ 4 5 + %) lezg wewnatrz okregu o Srodku w punkcie
1 i promieniu % Tak wiec zmiana argumentu tej liczby wynosi zero, gdy
obiegamy okrag vy, w przeciwobrazie.
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Sytuacje mozemy podsumowaé méwiac, ze: Przyrost argumentu q(z), gdy
z obiega okrgg 1, wynosi 2tn — analogicznie jak w przypadku odwzorowania
z— 2"

3) Z drugiej strony, mamy: q(0) = ¢, zakladamy zas, ze ¢y # 0, gdyz w
innym przypadku dowod jest skoniczony.

4) Wezmy teraz rodzine okregéw o promieniu malejacym od R do zera i
rozpatrujmy obrazy tych okregéw. Zmiana obrazu okregu o promieniu 7 jest
ciggta, gdy zmieniamy promien. Z 2) i 3) wnioskujemy, ze gdzie$ po drodze,
gdy deformujemy okregi, przechodzac od promienia R do zera, obraz pewnego
okregu “zahaczy” o zero.

Uwaga. Pokazalismy, ze dowolne réwnanie algebraiczne n-tego stopnia
posiada przynajmniej jeden pierwiastek. Stad tatwo wynika, ze rownanie
n—tego stopnia posiada dokladnie n pierwiastkow (liczonych z krotnosciami)
— wystarczy zastosowac tw. Bézout: Niech z; bedzie pierwiastkiem rownania
q(z) = 0. Mozemy zapisa¢: q(z) = (z — 21)q4(2), gdzie ¢(2) jest wielomianem
n — l-wszego stopnia. Argumentujac jak wyzej, ¢(z) znéw ma pierwiastek;
nazwijmy go 2. Zatem § = (z — 20)q(2), tzn. q(2) = (z — 21)(z — 22)q(2),
czyli q(z) ma dwa pierwiastki 21, 29; itd., az dojdziemy do réwnania stopnia
1.

Zadajmy jeszcze pytanie dodatkowe: co z mozliwoscia efektywnego obli-
czenia pierwiastkow? Innymi stowy, czy dla dowolnego réwnania algebraicz-
nego da sie napisa¢ wzory na jego pierwiastki, analogiczne do wzoréw na
pierwiastki rownania kwadratowego?

Okazuje sie, ze odpowied? jest negatywna. Wzory na pierwiastki daje sie
jeszcze napisa¢ dla rownania 4. stopnia (znalazt je L. Ferrari w XVI w.)
Rozwiazan dla réwnan wyzszych stopni bezskutecznie poszukiwano przez na-
stepne dwa wieki, az na poczatku XIX w. niezaleznie N. Abel oraz E. Galois
odkryli, ze dla rownan stopnia wyzszego niz czwarty, w ogolnym przypadku
prerwiastkt nie wyrazajq sie za pomocq skorczonej kombinacyi dziatan aryt-
metycznych i operacyi wyciggania pierwiastka. 1 (Dowody mozna znalezé w
wielu podrecznikach algebry; przystepny wyktad teorii Galois stanowi ksig-
zeczka M. Brynskiego w serii "Biblioteka Delty".)

Pozniej okazato sie, ze mozna napisa¢ wyrazenia na pierwiastki réwnania
dowolnego stopnia, jesli rozszerzy sie “asortyment” funkcji, ktére dopuszcza-
my w wyrazeniach na pierwiastki. Pierwiastki dowolnego réwnania mozna
wyrazi¢ przez tzw. funkcje modularne (do ich zdefiniowania i zbadania ko-

'Ich prace byty poprzedzone niezaleznym i — jak sie pézniej okazalo — niekompletnym dowodem Ruf-
finiego.
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nieczna jest do§¢ zaawansowana analiza zespolona). Pokazano to pod koniec

XIX wieku (Ch. Hermite, F. Klein, F.Lindemann, C. Jordan).
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2 Rownania trzeciego stopnia — wzory Cardano

Uwaga. Ta cze$¢ stanowi material nieobowigzkowy!

2.1 Rozwigzywanie rownania trzeciego stopnia

Ogdlne réwnanie trzeciego stopnia ma postac
3 2 _
aszx” + asx” + a1x +ag =0

Zaktadamy, ze a3 # 0, gdyz inaczej mamy réwnanie stopnia drugiego. Dzielac
powyzsze réwnanie przez as otrzymujemy:

.%’3 + AQ.’L‘Q + Al.%' + AO =0 (gdzieA2 = % ltd)
as

W powyzszym réwnaniu zawsze mozemy sie pozby¢ wyrazu drugiego stopnia
przez podstawienie z = x + As/3; dostajemy wtedy

2?4+ pr+q=0. (15)

(prosze podstawic¢ i sprawdzi¢, ze wyrazy drugiego stopnia sie kasuja!)
Wykonajmy teraz nastepujace podstawienie:

Z=u-+w,

gdzie u,v - liczby zespolone. Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze ten rodzaj
podstawienia to zamiana w rodzaju "zamienit stryjek siekierke na kijek", bo
zamiast jednej zmiennej, mamy ich dwie! Okazuje sie jednak, ze to podstawienie
prowadzi do uproszczenia problemu. Mamy:

P rprtqg=(ut+v) +plu+v)+q=1’+v>+3u v+ 3uv’ +plu+v)+q

=u® + 0% + (u+v)(Buv +p) +q¢=0
Wida¢, ze jezeli znajdziemy taka pare {u, v}, ze

w+vl+g = 0 (16)

3uv+p =0 (17)

Rozwigzmy uktad (17). Mamy: v = 3, i wstawiajac to do pierwszego réwania

dostajemy: u? — 217’23 +q = 0, a jest to réwnanie kwadratowe w zmiennej U = u?:
2 P’

U+ qU — 97 = 0 (18)
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ktérego rozwigzania s3:

_—q:l:\/Z
-y

4p3
dzie A =¢* 4+ — 19
g ¢+ o (19)
Wezmy dowolny z tych pierwiastkéw, np. U, i wyciggnijmy pierwiastek trzeciego
stopnia. Dostajemy trzy wartosci u:

Ut

Uy, U1 = UgE, U = UgE

gdzie ug — ktérykolwiek z pierwiastkéw trzeciego stopnia z U, za$ € jest pierwszym
pierwiastkiem trzeciego stopnia z jedynki: € = *™/% = 1(—1 4 1/3i).
Stad dostajemy
D —D_ —Pp
Vo= 45— U1 = —
?)U() 3U0 3U0

| ostatecznie mamy pierwiastki réwnania (15)

2o = Ug + Vg, (20)

21 = U1 + v = Ug€ + VgE, (21)

29 = Uy + Vg = UQE€ + Vg€ (22)

Uwaga 1. Przy rozwigzywaniu réwnania kwadratowego (18) wystarczy wzigé
tylko jeden z pierwiastkéw (19). Mamy bowiem: V, = 2?1}1 = U_ (prosze

sprawdzi¢!) oraz analogicznie V_ = Uy, co implikuje ze para {U,, V} rézni sie
od pary {U_, V_} tylko kolejnoscia czynnikéw — tak wiec zamiana U na U_ nie
prowadzi do nowego pierwiastka.

2.2 Dyskusja réwnania 3. stopnia dla wspoélczynnikéw rzeczywi-
stych

Zatézmy, ze wspétczynniki p, g w réwaniu (15) sa rzeczywiste. Mamy wéwczas
nastepujace mozliwosci, jesli chodzi o znak wyréznika A, danego w (19): A > 0,
A=0 A<O0.
e Przypadek 1. A > 0.
Wtedy jako pierwiastek ug wybieramy rzeczywisty pierwiastek trzeciego stop-
nia z liczby rzeczywistej:
q A

=TT
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gdzie pierwiastek kwadratowy ustalamy — na przyktad — jako nieujemny. Wtedy
vg = 3= jest rzeczywistym pierwiastkiem trzeciego stopnia z
0

Réwnanie (20) daje 2y rzeczywiste, zas réwnania (21, 22) daja 21, 22 zespolone
sprzezone, przy czym czesci urojone zi, 2o sa niezerowe (gdyby byto inaczej to
mielibysmy Im(z;—29) = 2%.(,21—71) = upe+vg€—upe—vpe = (ug—vp)(e—€) =
0, co jest niemozliwe, gdyz u3 # vg).

e ¢ Przypadek 2. A = 0.

Mamy tutaj: ug = \'—q/2 (jako ug znowu wybieramy rzeczywisty pierwiastek
3-go stopnia), oraz: vy = ug. Stad mamy: zg = 2ug, 21 = up(€ + €) = —uy =
29. Tak wiec mamy tutaj dwa pierwiastki rzeczywiste: jeden pojedynczy i jeden
podwdjny.

e ¢ ¢ Przypadek 3. A < 0.

W takiej sytuacji, ug jest pierwiastkiem trzeciego stopnia z liczby zespolonej
Z niezerowg €ze€SCig urojona:

q .
N 2
2+z 1 (23)

Niech r(cos ¢ + isin ¢) bedzie przedstawieniem trygonometrycznym powyzsze]
liczby. Wybierzmy ug w postaci:

Uy = %(cos?—l—isin?)

A
Woéwczas vy jest pierwiastkiem trzeciego stopnia z —g +1 1 wiec

Yo = %(cos?—isin?) =y

Ostatecznie mamy

zo = Ugp + vg = 2Reuy = QWCOS?,

3
2
21 = upe + Upe = 2Re(uge) = 2+/7 cos (/b_; W,
¢+ 4rm

29 = up€ + Uge = 2Re(uge) = 2+/7 cos 7
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S3 to trzy rozne pierwiastki rzeczywiste. To, ze s3 one rézne wynika z faktu, iz
s one czesciami rzeczywistymi (rzutami na o$ rzeczywista) liczb: ug, wpe, uge.
Gdyby ktéres z tych rzutéw sie pokryty, znaczytoby to, ze jeden z bokéw tréjkata
rownobocznego o wierzchotkach w punktach wug, uge, ug€ jest rownolegty do osi
urojonej (“pionowy"), a wtedy jedna z tych liczb musiataby by¢ rzeczywista. Jest
to niemozliwe, gdyz trzecia potega tej liczby jest nie-rzeczywista.

Uwaga.. Ta wtasénie sytuacja wywotywata w XVII w. spory o istnienie liczb
urojonych. Mimo ze wszystkie pierwiastki réwnania 3. stopnia s3 w przypadku
A < 0 rzeczywiste, to aby je otrzymac, trzeba wyciggac pierwiastki kwadratowe
z liczb ujemnych (p. wyrazenie (23) powyzej).
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