
1 Pochodne pierwszego rz¦du

1.1 Podstawowe de�nicje

Def. Niech funkcja f b¦dzie okre±lona w pewnym przedziale otwartym zawie-
raj¡cym punkt a. Ilorazem ró»nicowym funkcji f w punkcie a dla przyrostu

h nazywamy funkcj¦

ga(h) =
f(a+ h)− f(a)

h
(1)

Pochodn¡ funkcji f w punkcie a (ozn. f ′(a)) nazywamy granic¦ ilorazu ró»-
nicowego:

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)
h

(2)

Inne oznaczenia pochodnej: Pochodn¡ funkcji f w punkcie a oznacza si¦ te»:

df(x)
dx

∣∣∣∣∣∣
x=a

b¡d¹ � je±li nie trzeba podawa¢, w jakim punkcie jest liczona � jako df(x)dx .

Oznaczenia df(x)dx pochodz¡ od Leibniza (XVII w.) � jednego z wynalazców
(obok Newtona) rachunku ró»niczkowego. Pochodzenie tej symboliki jest nast¦-
puj¡ce: Iloraz ró»nicowy (1) mo»na zapisa¢ jako:

przyrost wartości funkcji f
przyrost wartości argumentu x

=
∆f
∆x

;

pochodna jest granic¡ ilorazu ró»nicowego, i "w granicy" zast¦puje si¦ ∆ przez
d.

Uwaga. Symbol df(x)dx nale»y traktowa¢ jako jedn¡ caªo±¢. O ile wielko±ci z
licznika czy mianownika � tzn ∆f czy ∆x s¡ dobrze okre±lone, o tyle oddzielnie

symbole df , dx � bez dodatkowych umów � nie maj¡ sensu, lub s¡ bezu»yteczne.
(gdyby np. rozpatrywa¢ je w najbardziej narzucaj¡cy si¦ sposób, tzn. jako granice,
gdy przyrost argumentu d¡»y do zera, to otrzymaªoby si¦ zero). Sensowna, b¡d¹
u»yteczna, jest jedynie ich kombinacja dfdx .

Nie oznacza to, »e nie wolno w ogóle posªugiwa¢ si¦ symbolami w rodzaju df
czy dx. Wolno, ale jedynie na etapie po±rednim jakiego± rozumowania, którego
�naªem b¦dzie jaki± w peªni legalny ju» symbol w rodzaju dfdx czy

∫
f(x)dx.

Przykª. f(x) = x2, f ′(3) = 6.
Pochodna funkcji w punkcie ma bardzo wyrazisty sens geometryczny.

(RYS.) Rozpatrzmy wykres funkcji y = f(x). Ustalmy dodatnie h i prze-
prowad¹my prrost¡ przez punkty: (x, f(x)) i (x + h, f(x + h)). Prost¡ tak¡
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nazywamy sieczn¡ krzywej. Jak wida¢, iloraz ró»nicowy jest tangensem k¡ta
αh, który sieczna tworzy z osi¡ OX. Gdy h → 0, to sieczne d¡»¡ do prostej
granicznej � stycznej do krzywej w punkcie x. Tak wi¦c

f ′(a) = tgα (3)

Nie ka»da funkcja ci¡gªa posiada pochodn¡ (co w ilustracji geometrycznej
znaczy, »e nie ka»da krzywa posiada styczn¡, a je±li nawet tak, to taka styczna
nie jest jednoznacznie okre±lona). I tak np. funkcja f(x) = |x| nie posiada
pochodnej w punkcie x = 0. Mamy bowiem:

lim
h→0+

f(h)− f(0)
h

= +1, oraz lim
h→0−

f(h)− f(0)
h

= −1.

W powy»szym jednak przypadku mo»emy mówi¢ o pochodnych jednostron-

nych, tzn. granicach ilorazów ró»nicowych: lim
h→0+

(pochodna prawostronna) i

lim
h→0−

(pochodna lewostronna). Dokªadniej, mamy:

Def. Pochodn¡ prawostronn¡ (lewostronn¡) funkcji f w punkcie a nazy-
wamy granic¦

f ′+(a) = lim
h→0+

f(a+ h)− f(a)
h

, f ′−(a) = lim
h→0−

f(a+ h)− f(a)
h

. (4)

S¡ jednak te» funkcje, które (w jakim± punkcie) w ogóle nie posiadaj¡ po-
chodnej � ani lewo-, ani prawostronnej. Np. funkcja:

f(x) = x sin
1
x

dla x 6= 0; f(0) = 0 (5)

jest ci¡gªa, lecz nie posiada pochodnej (ani lewo-, ani prawostronnej) w ze-
rze. Nieistnienie tej pochodnej wynika np. z nieistnienia granicy lim

x→0
sin 1x .

Bowiem granica ilorazu ró»nicowego:

lim
h→0

f(h)− f(0)
h

= lim
h→0

sin
1
h

nie istnieje, jak to widzieli±my uprzednio (2 wykªady temu).
Istniej¡ tak»e funkcje ci¡gªe, które nie posiadaj¡ pochodnej w »adnym

punkcie.
Rozwa»amy te» pochodne niesko«czone (ma to miejsce, gdy granica ilo-

razu ró»nicowego w jakim± punkcie d¡»y do niesko«czono±ci). I tak np. dla
funkcji f(x) =

√
x mamy

f ′+(0) = lim
h→0+

√
h− 0
h

= lim
h→0+

1√
h

=∞
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(bo lim
h→0

√
h = 0); b¡d¹ dla pochodnej dwustronnej: we¹my f(x) = 3

√
x,

f ′(0) = lim
h→0

3
√
h− 0
h

= lim
h→0

1
3
√
h2

=∞

Def. Mówimy, »e funkcja jest ró»niczkowalna w przedziale otwartym, je±li
posiada pochodn¡ sko«czon¡ w ka»dym punkcie tego przedziaªu. Funkcja
jest ró»niczkowalna w przedziale domkni¦tym [a, b], je±li posiada pochodn¡ w
ka»dym punkcie wewn¦trznym przedziaªu, a pochodn¡ jednostronn¡ (praw¡
lub lew¡) w lewym /prawym ko«cu przedziaªu.

Def. Mówimy, »e pochodna f ′(x) funkcji f(x) jest ci¡gªa w przedziale
[a, b], je±li f ′(x) jest ci¡gªa wewn¡trz przedziaªu, pochodna prawostronna
jest ci¡gªa prawostronnie w punkcie a, za± pochodna lewostronna � ci¡gªa
lewostronnie w punkcie b.

1.2 Pierwsze zastosowania geometryczne i �zyczne pochodnej

Def. Przez normaln¡ do krzywej y = f(x) w punkcie p = (x, f(x) rozumie-
my prost¡, prostopadª¡ do stycznej w p i przechodz¡cej przez p.

Tak wi¦c:

• równanie prostej stycznej do krzywej y = f(x) w punkcie p = (x0, y0),
gdzie y0 = f(x0) jest:

y = f ′(x0)x+ f(x0)− f ′(x0)x0,

lub � w postaci by¢ mo»e ªatwiejszej do zapami¦tania �

y − y0 = f ′(x0)(x− x0). (6)

• Dla prostej normalnej mamy: Wspóªczynni kierunkowy tej prostej to
− 1
f ′(x0)

, co daje równanie prostej

y = − 1
f ′(x0)

x+ y0 +
x0

f ′(x0)

lub w równowa»nej postaci

f ′(x0)(y − y0) = −(x− x0). (7)

Przykª. f(x) = x3; znajd¹my styczn¡ i normaln¡ do wykresu w punkcie x =
1, y = 1.
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Odp. Styczna: y = 3x− 2; normalna: y = −13x+ 43 . W �zyce, znaczeniem
pochodnej jest pr¦dko±¢ (zmiany jakiej± wielko±ci �zycznej w czasie). I tak,
prototypem wszelkich takich wielko±ci jest droga (punktu materialnego jako
funkcja czasu). Pochodna drogi po czasie � to wªa±nie pr¦dko±¢. Analogicznie
de�niuje si¦ inne rodzaje pr¦dko±ci. Np. gdy mamy rozpad promieniotwórczy
substancji radioaktywnej, to mo»emy mówi¢ o szybko±ci rozpadu (pr¦dko±ci
ubytku masy substancji radioaktywnej).

1.3 Ró»niczkowanie funkcji elementarnych

Zauwa»my najsampierw, »e jest prawdziwe
Tw. Je±li funkcja f jest ró»niczkowalna w punkcie x, to jest w tym punkcie

ci¡gªa.
Dow. Skoro f jest ró»niczkowalna w punkcie x, to istnieje i jest sko«czona

granica ilorazu ró»nicowego

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

;

tak wi¦c

lim
h→0

(f(x+h)−f(x)) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

·h = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

·lim
h→0

h = 0,

co oznacza, »e f jest ci¡gªa w punkcie x.
CBDO

Tw. Pochodna funkcji staªej: f(x) = c jest równa 0:

dc
dx

= 0 (8)

Dow. Bowiem: f(x+ h) = c, f(x) = c, co daje

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= 0.

CBDO

Tw. Pochodna funkcji identyczno±ciowej f(x) = x jest równa 1:

dx
dx

= 1. (9)

Dow. Mamy:

lim
h→0

(x+ h)− x
h

= lim
h→0

h

h
= 1.
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Tw. Mamy nast¦puj¡ce wzory dotycz¡ce ró»niczkowania sumy, ró»nicy,
iloczynu i ilorazu funkcji ró»niczkowalnych. Je±li f(x), g(x) s¡ ró»niczkowalne
w punkcie x, to mamy

d(f(x)± g(x))
dx

=
df(x)
dx

± dg(x)
dx

lub krócej (f(x)± g(x))′ = f ′(x)± g′(x) ; (10)

d(f(x) · g(x))
dx

=
df(x)
dx

· g(x) +
dg(x)
dx
· f(x)

lub (f(x) · g(x))′ = f ′(x)g(x) + g′(x)f(x) (11)

d
(
f(x)
g(x)

)
dx

=
df(x)
dx · g(x)− dg(x)dx · f(x)

g2(x)

lub
(
f(x)
g(x)

)′
= f ′(x)g(x)−g′(x)f(x)

g2(x) (12)

Dow. (10) (dla sumy):

(f(x) + g(x))′ = lim
h→0

(f(x+ h) + g(x+ h))− (f(x) + g(x))
h

= lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

+ lim
h→0

g(x+ h)− g(x)
h

= f ′(x) + g′(x);

dla ró»nicy dowód jest analogiczny.
Dow. (11)

(f(x) · g(x))′ = lim
h→0

f(x+ h) · g(x+ h)− f(x) · g(x)
h

(f(x) · g(x))′ =

lim
h→0

(f(x+ h) · g(x+ h)− f(x+ h) · g(x)) + (f(x+ h) · g(x)− f(x) · g(x))
h

= lim
h→0

f(x+ h)
g(x+ h)− g(x)

h
+ lim

h→0
g(x)

f(x+ h)− f(x)
h

= f ′(x) · g(x) + g′(x) · f(x).

Dow. (12). Poka»emy najsampierw:

d
(
1

g(x)

)
dx

= − 1
g2(x)

dg(x)
dx

. (13)
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Mamy bowiem:

d
(
1

g(x)

)
dx

= lim
h→0

 1
g(x+ h)

− 1
g(x)

 =

− 1
lim
h→0

g(x+ h)
· 1
g(x)

· lim
h→0

g(x+ h)− g(x)
h

= − 1
g2(x)

· dg(x)
dx

, (14)

bo lim
h→0

g(x+h) = g(x); i ponadto, poniewa» g(x) 6= 0, to istnieje takie δ > 0,

»e dla |h| < δ zachodzi g(x + h) 6= 0, tak wi¦c wszystkie wyra»enia w (14)
s¡ dobrze okre±lone.

Teraz (12) wynika z (11) oraz (13):f(x)
1

g(x)

′ = f ′(x) · 1
g(x)

+ f(x) ·
− g′(x)

g2(x)

 =
f ′(x)g(x)− g′(x)f(x)

g2(x)
.

(15)
Wniosek. Podstawiaj¡c we wzorach (10) oraz (11): f(x) = c, otrzymamy:

(f(x) + c)′ = f ′(x), (16)

(c · f(x))′ = cf ′(x). (17)

Wzór (16) mówi, »e przesuni¦cie wykresu funkcji f(x) wzdªu» osi 0Y nie ma
wpªywu na warto±¢ k¡ta, tworzonego przez styczn¡ z osiami (RYS.). Wzór
natomiast (17) mówi, »e je»eli przeskalujemy wykres funkcji y = f(x) c razy,
to tyle samo razy zwi¦kszy si¦ tangens k¡ta nachylenia stycznej.

Tw.

(xn)′ = nxn−1 dla n ∈ N. (18)

Dow. Dowodzi si¦ indukcyjnie. Dla n = 0 i n = 1 wzór ten jest prawdziwy
� p. (8) i (9). Zaªózmy teraz, »e wzór jest prawdziwy dla n− 1, i mamy dla
n, z wykorzystaniem (11)

(xn)′ = (x · xn−1)′ = 1 · xn−1 + x · (n− 1) · xn−2 = n · xn−1.

CBDO

Tw. (xn)′ = nxn−1 dla n ∈ Z.
Dow. We¹my teraz n < 0. Wtedy −n > 0. Mamy, z (14) i (18)

(xn)′ =
( 1
x−n

)′
= − 1

x−2n
(x−n)′ = n · x−n−1 · 1

x−2n
= nx2n−n−1 = n · xn−1.

CBDO

Uwaga. Wzór ten sªuszny jest te» dla dowolnych wykªadników rzeczywistych,
co udowodnimy nieco pó¹niej.
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Z pokazanych wªa±nie faktów wynika od razu
Tw. (wzór na pochodn¡ wielomianu).

(anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0)′ = nanx

n−1 + · · ·+ 2a2x+ a1.

1.4 Intermezzo: 2 granice � uzupeªnienie

Aby nie rozprasza¢ si¦ na w¡tkach pobocznych, policzmy nast¦puj¡ce granice
teraz.

Tw.

lim
x→0

sinx
x

= 1. (19)

Dow. Mamy, dla x > 0, nast¦puj¡ce nierówno±ci (p. RYS.) dla pól dwu
trójk¡tów i wycinka koªa:

1
2
R2 sinx <

1
2
R2x <

1
2
R2 tg x,

sk¡d
sinx < x < tg x;

pierwsza nierówno±¢ jest równowa»na:

sinx
x

< 1

a druga:
sinx
x

> cosx;

razem:

cosx <
sinx
x

< 1.

Bior¡c granic¦ lim
x→0

i korzystaj¡c z faktu (co byª uprzednio pokazany) »e

lim
x→0

cosx = 1, otrzymujemy (19).

Tw.

lim
x→∞

(
1 +

1
x

)x
= e (20)

Bez dowodu.

1.5 Granice funkcji elementarnych � cd.

Tw. (sin x)′ = cosx.
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Dow.

(sinx)′ = lim
h→0

sin(x+ h)− sinx
h

= lim
h→0

2
h
· sin(

h

2
) · cos(x+

h

2
) =

= lim
h→0

sin(h2)
h
2

· lim
h→0

cos(x+
h

2
) = cos x (21)

Tw.

(cos x)′ = − sin x.

Dow.

(cosx)′ = lim
h→0

cos(x+ h)− cosx
h

= lim
h→0

−2
h
· sin(

h

2
) · sin(x+

h

2
) =

= −lim
h→0

sin(h2)
h
2

· lim
h→0

sin(x+
h

2
) = − sinx (22)

Po drodze korzystali±my z to»samo±ci:

cos(x+ h)− cosx = −2 sin(
h

2
) sin(x+

h

2
) (23)

Bo: Mamy:
cos(α + β) = cosα cos β − sinα sin β,

cos(α− β) = cosα cos β + sinα sin β.

Odejmuj¡c stronami, mamy

cos(α + β)− cos(α− β) = −2 sinα sin β.

Bior¡c teraz: α−β = x; α+β = x+h, mamy, przez dodanie i odj¦cie stronami:

α = x+
h

2
, β =

h

2

wi¦c dostajemy (23).
Tw.

(tg x)′ =
1

cos2 x
.

Dow.

(tg x)′ =
( sinx

cosx

)′
=

(sinx)′ cosx− (cosx)′ sinx
cos2 x

=
cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1
cos2 x

.

Tw. (lnx)′ = 1
x i ogólniej(loga x)′ = 1

x ln a .
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Dow.

(lnx)′ = lim
h→0

ln(x+ h)− lnx
h

= lim
h→0

1
h

ln
(

1 +
h

x

)
= lim

h→0

1
x

ln
(1 +

h

x

)x
h

 .
Podstawmy teraz y = h

x . Poniewa» lim
h→0

y = 0, to

lim
h→0

ln(x+ h)− lnx
h

= lim
h→0

1
x

ln
(1 +

h

x

)x
h

 =
1
x

lim
y→0

ln(1 + y)
1
y .

Mamy: lim
y→0

(1+y)
1
y = e. Pami¦taj¡c, »e logarytm jest funkcj¡ ci¡gª¡ wsz¦dzie

w dziedzinie, a w szczególno±ci dla warto±ci argumentu równej e, mamy

lim
y→0

ln(1 + y)
1
y = ln lim

y→0
(1 + y)

1
y = ln e = 1,

zatem

(lnx)′ =
1
x
.

Drug¡ cz¦±¢ twierdzenia otrzymamy z wªasno±ci logarytmu:

(loga x)′ =
( lnx

ln a

)′
=

1
ln a

(lnx)′ =
1

x ln a
.

1.6 Pochodna funkcji odwrotnej

Niech b¦dzie dana w przedziale [a, b] funkcja ró»niczkowalna i ró»nowarto-
±ciowa y = f(x). Wiadomo, »e istnieje wówczas funkcja odwrotna f−1 (któr¡
oznaczymy tu g: x = g(y)), ci¡gªa w przedziale [f(a), f(b)] (lub [f(b), f(a)]
� zale»nie od tego, czy f jest rosn¡ca czy malej¡ca). Poka»emy, »e w tym
przedziale funkcja g te» jest ró»niczkowalna, a przy okazji wyprowadzimy
wzór na pochodn¡ funkcji odwrotnej. Mianowicie mamy

Tw. Je±li f(x) = y tzn. x = g(y), to

g′(y) ≡ dg(y)
dy

=
1

f ′(x)
=

1
df(x)
dx

. (24)

przy zaªo»eniu »e f ′(x) 6= 0.
Dow. Przy zadanym x we¹my k = f(x+h)−f(x). Mamy wi¦c f(x+h) =

y+k, tzn. x+h = g(y+k), sk¡d h = g(y+k)−g(y). Mo»emy wi¦c traktowa¢
h jako funkcj¦ k. Ze wzgl¦du na ci¡gªo±¢ funkcji g, mamy lim

k→0
h(k) = 0, a
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ponadto dla k 6= 0 mamy h 6= 0, poniewa» funkcja g jest ró»nowarto±ciowa.
Mamy wi¦c:

g′(y) = lim
k→0

g(y + k)− g(y)
k

= lim
h→0

h

f(x+ h)− f(x)
=

1
f ′(x)

.

Przy drugiej równo±ci powy»ej korzystali±my z faktu, i» dla funkcji ci¡gªych
F (x), G(y) mamy: Je±li y0 = F (x0), to lim

x→x0
G(F (x)) = lim

y→y0
G(y).

CBDO

Uwaga. Twierdzenie powy»sze ma ilustracj¦/interpretacj¦ geometryczn¡.
Rozpatrzmy krzyw¡ dan¡ równaniem y = f(x). Poprowad¹my w jakim±
punkcie (x0, y0 (tu y0 = f(x0)) styczn¡ do tej krzywej i znaczmy przez α
k¡t utworzony przez styczn¡ z osi¡ OX, a przez β � k¡t utworzony przez
styczn¡ z osi¡ OY . Oczywi±cie α = π

2 − β. Wówczas tg β = ctgα czyli
tg β = 1

tgα � zgodnie z wzorem (24).
Za pomoc¡ powy»szego twierdzenia policzymy pochodne kolejnych funkcji

elementarnych.
Tw. (ex)′ = ex i, ogólniej, (ax)′ = ax ln a.
Dow. We¹my y = f(x) = ex; wtedy x = f−1(y) ≡ g(y) = ln y. Mamy:

g′(y) = 1
y = 1

ex = 1
f ′(x) , a ostatnia równo±¢ to wªa±nie f ′(x) = (ex)′ = ex.

W ogólniejszym przypadku (ax)′, bierzemy y = f(x) = ax, a dla funkcji
odwrotnej x = g(y) = loga y. Pami¦tamy, »e g′(y) = 1

y ln a = 1
f ′(x) =⇒

f ′(x) = ax ln a.
CBDO

Tw. a) (arcsinx)′ = 1√
1−x2 , b)(arccosx)′ = − 1√

1−x2 .

Dow. a) We¹my y = f(x) = arcsinx i wtedy x = g(y) = sin y. Mamy:

g′(y) = cos y =
√

1− sin2 y =
√

1− x2 = 1
f ′(x) , (znak pierwiastka to plus, bo

x ∈ [−π
2 ,+

π
2 ]), a ostatnia równo±¢ to f ′(x) = (arcsin x)′ = 1√

1−x2 .

b) Rozwa»ania s¡ analogiczne: y = f(x) = arccosx, x = g(y) = cos y;
jedyna ró»nica jest w znaku, bo g′(y) = − sin y i dalej jak w a), z wynikiem
ko«cowym (arccosx)′ = − 1√

1−x2 .
CBDO

Tw. (arctgx)′ = 1
1+x2 .

Dow. Dla y = f(x) = arctgx jest x = g(y) = tg y, g′(y) = 1
cos2 y ; st¡d

f ′(x) = cos2 y = 1
1+tg2 y = 1

1+(tg(arctg(x))2 = 1
1+x2 .

1.7 Ekstrema funkcji. Twierdzenie Rolle'a

Def. Niech funkcja f b¦dzie okre±lona w otoczeniu punktu a (tzn. w jakim±
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przedziale otwartym, zawieraj¡cym a). Je±li istnieje takie δ > 0, »e

∀h:|h|<δ : f(a+ h) ¬ f(a), (25)

to mówimy, »e funkcja f(x) ma maksimum w punkcie a.
Je±li za± przy analogicznych zaªo»eniach mamy nierówno±¢:

f(a+ h)  f(a), (26)

to mówimy, »e funkcja f(x) ma minimum w punkcie a.
Innymi sªowy, w punkcie a wyst¦puje maksimum (minimum), je±li istnieje

takie otoczenie U punktu a, »e f(a) jest najwi¦ksz¡ (najmniejsz¡) liczb¡ w
zbiorze warto±ci, jakie funkcja f przyjmuje na U .

Je±li we wzorach (25) i (26) zast¡pi¢ znaki  (¬) przez > (<), to mamy
do czynienia z maksimum (minimum) wªa±ciwym.

Def. Maksima i minima obejmujemy wspóln¡ nazw¡ ekstremów funkcji f .
Przykª.

1. Funkcja x2 posiada minimum w punkcie x = 0;

2. funkcja cosx posiada maksima w punktach 2kπ, k ∈ Z oraz minima w
punktach (2k + 1)π, k ∈ Z.

3. funkcja |x| posiada minimum w x = 0.

Z poj¦ciem ekstremum ±ci±le jest zwi¡zane (ale ró»ne) poj¦cie kresów war-

to±ci funkcji na zbiorze. Ekstrema s¡ poj¦ciami lokalnymi: Aby stwierdzi¢,
czy funkcja posiada ekstremum w danym punkcie a, wystarczy zna¢ warto-
±ci funkcji w dowolnie maªym otoczeniu punktu a. Natomiast wyznaczenie
kresów zbioru warto±ci funkcji na zbiorze X wymaga znajomo±ci funkcji na
caªym X.

Z de�nicji maksimum wynika natychmiast
Tw. Je±li funkcja f okre±lona w przedziale [a, b] osi¡ga kres górny w punk-

cie c nale»¡cym do wn¦trza tego przedziaªu (tzn. a < c < b), to funkcja
posiada maksimum w c. (analogicznie dla kresu dolnego i minimum).

CBDO

Je±li oka»e si¦, »e kres górny funkcji jest osi¡gany w jednym z ko«ców
przedziaªu [a, b] (np. w a), to nie mówimy, i» w tym punkcie funkcja posiada
maksimum, poniewa» funkcja nie jest okre±lona w otoczeniu a. Np. funkcja
y = x na zbiorze X = [0, 1] posiada kres górny równy 1; nie nazywamy go
jednak maksimum.

11



Tw. . Je±li funkcja f jest ró»niczkowalna w punkcie c i posiada w tym
punkcie ekstremum, to f ′(c) = 0.

Dow. Zaªó»my, »e f posiada w punkcie c maksimum (je±li minimum, to
rozumowanie jest analogiczne). We¹my wi¦c takie δ > 0, aby dla dowolnego
h takiego, »e|h| < δ, zachodziªa nierówno±¢ f(c + h) − f(c) ¬ 0. Dziel¡c
przez h, otrzymujemy

f(c+ h)− f(c)
h

¬ 0 dla h > 0,
f(c+ h)− f(c)

h
 0 dla h < 0.

Poniewa» z zaªo»enia istnieje pochodna f ′(c), to

f ′+(c) = f ′−(c) = f ′(c).

Z poprzednich nierówno±ci wynika jednak, »e f ′+(c) ¬ 0 ¬ f ′−(c). Musi wi¦c
by¢

f ′+(c) = 0 = f ′−(c), co znaczy, »e f ′(c) = 0.

CBDO

Uwaga. Twierdzenie odwrotne nie zachodzi: Równo±¢ f ′(c) = 0 mo»e by¢
speªniona, mimo i» funkcja f nie posiada ekstremum w c. Jest tak np. dla
funkcji f(x) = x3 w punkcie x = 0.

Def. Je±li funkcja jest ró»niczkowalna w x = a i f ′(a) = 0, to punkt x = a

nazywamy punktem krytycznym funkcji f .
Uwaga. Istnienie ekstremum funkcji ró»niczkowalnej w punkcie c oznacza,

»e styczna do krzywej y = f(x) w punkcie (c, f(c) jest równolegªa do osi OX
(z mo»liwo±ci¡, »e si¦ z t¡ osi¡ pokrywa).

Tw. (Rolle'a). Niech funkcja f b¦dzie ci¡gªa w przedziale domkni¦tym
[a, b] i ró»niczkowalna wewn¡trz tego przedziaªu. Je±li f(a) = f(b), to istnieje
takie c, »e a < c < b oraz f ′(c) = 0.

Dow. Je±li funkcja f jest staªa, to ∀x∈[a,b]f ′(x) = 0. Mo»na wtedy wzi¡¢
dowolny x ∈]a, b[ i teza tw. Rolle'a b¦dzie speªniona.

Zaªó»my wi¦c, »e funkcja f nie jest staªa; np. niech przyjmuje warto±ci
wi¦ksze od f(a). Oznaczaj¡c przez M kres górny zbioru warto±ci funkcji
na przedziale [a, b], mamy: M > f(a). Zatem, z tw. Weierstrassa, istnieje
takie c ∈ [a, b], »e f(c) = M . Przy tym a 6= c 6= b, poniewa» z zaªo»enia
f(a) = f(b); zatem a < c < b. To znaczy, »e funkcja f osi¡ga kres górny
w punkcjie c poªo»onym wewn¡trz przedziaªu [a, b]. Zgodnie z twierdzeniem
niedawno udowodnionym funkcja f posiada w punkcie c maksimum, co z
kolei implikuje (pami¦taj¡c o rózniczkowalno±ci f wewn¡trz przedziaªu), »e
f ′(c) = 0.

12



CBDO

Rys. � ilustracja tw. Rolle'a.

Uwaga. Twierdzenie Rolle'a mo»na tak sformuªowa¢: Je±li f(x) = f(x+h),
to istnieje takie θ : 0 < θ < 1, »e

f ′(x+ θh) = 0. (27)

przy tych samych zaªo»eniach, tzn. funkcja f ma by¢ ró»niczkowalna we-
wn¡trz przedziaªu [x, x+ h] (lub [x+ h, x], je±li h < 0; nie zakªadamy tu, »e
h > 0 lecz jedynie »e h 6= 0) i ci¡gªa w x oraz x+ h.

1.8 Twierdzenie Lagrange'a i Cauchy'ego

Tw. (Lagrange'a). Zaªó»my (podobnie jak w tw. Rolle'a), »e funkcja f jest
ci¡gªa w przedziale [a, b] i ró»niczkowalna wewn¡trz tego przedziaªu. Zachodzi
wówczas wzór

f(b)− f(a)
b− a

= f ′(a+ θh), (28)

gdzie h = b− a oraz θ ∈]0, 1[.
Uwaga. Wzór ten nazywany jest te» wzorem Lagrange'a na warto±¢ ±red-

ni¡, lub twierdzeniem o przyrostach sko«czonych.
Rys. � ilustracja tw. Lagrange'a.

Wida¢, »e szczególnym przypadkiem (gdy f(a) = f(b)) jest tw. Rolle'a.
Okazuje si¦, »e dowód tw. Lagrange'a mo»na sprowadzi¢ do tw. Rolle'a.

Dow. We¹my mianowicie funkcj¦

g(x) = f(a)− f(x) + (x− a)
f(b)− f(a)

b− a
(29)

i ponadto g(x) jest ci¡gªa na [a, b] i ró»niczkowalna w ]a, b[; jej pochodna jest

g′(x) = −f ′(x) +
f(b)− f(a)

b− a
Ponadto g(b) = 0 = g(a), zatem g(x) speªnia zaªo»enia tw. Rolle'a. Skoro
tak, to pochodna g′(x) znika w pewnym punkcie mi¦dzy a i b. Mo»emy to
wypowiedzie¢ tak, »e istnieje takie θ : 0 < θ < 1, »e

g′(a+ θh) = 0 tzn. 0 = −f ′(a+ θh) +
f(b)− f(a)

b− a
,

czyli zachodzi wzór z tezy tw. Lagrange'a.
CBDO
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Uwaga. W sposób podobny, jak wzór (27) przy tw. Rolle'a, mo»na tez¦
tw. Lagrange'a sformuªowa¢ jako:

Dla funkcji f ró»niczkowalnej wewn¡trz przedziaªu [x, x + h] i ci¡gªej na
[x, x + h] (to dla h > 0; dla h < 0 jest to przedziaª [x + h, x]) istnieje takie
θ : 0 < θ < 1, »e

f(x+ h) = f(x) + f ′(x+ θh) · h. (30)

Z tw. Lagrange'a wypªywaj¡ dwa wnioski, bardzo wa»ne dla rachunku caª-
kowego:

Tw. Je±li ∀x∈]a,b[ zachodzi f ′(x) = 0, to funkcja w tym przedziale jest
staªa.

Dow. Na mocy udowodnionego dopiero co wzoru (30), mamy bowiem dla
ka»dego x i h: f(x) = f(x+ h), co oznacza, »e f(x) =const.

CBDO

Tw. Je±li ∀x∈]a,b[ zachodzi f ′(x) = g′(x), to f(x) = g(x)+const.
Dow.Mamy: (f(x)−g(x))′ = f ′(x)−g′(x) = 0, czyli funkcja f(x)−g(x)

ma pochodn¡ równ¡ zeru. Na mocy dopiero co udowodnionego twierdzenia
znaczy to, »e f(x)− g(x) jest staªa, tzn. f(x) = g(x)+const.

CBDO

Tw. (Cauchy'ego; czasem z przydomkiem: O warto±ci ±redniej). Je±li
funkcje f i g s¡ ci¡gªe na przedziale [a, b] i ró»niczkowalne wewn¡trz oraz
je±li ∀x∈]a,b[ jest g′(x) 6= 0, to istnieje takie θ ∈]0, 1[, »e

f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

=
f ′(a+ θh)
g′(a+ θh)

, (31)

gdzie h = b− a.
Przed dowodem
Uwaga. Twierdzenie Lagrange'a otrzymuje si¦ z tw. Cauchy'ego, je±li pod-

stawi¢ g(x) = x. Okazuje si¦, »e tak»e tw. Cauchy'ego wynika z tw. Lagran-
ge'a, ale tu trzeba zaargumentowa¢ nast¦puj¡co:

Dow. We»my funkcj¦

G(x) = f(a)− f(x) + (g(x)− g(a))
f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

(mianownik g(b)−g(a) jest ró»ny od zera ze wzgl¦du na zaªo»enie, »e wsz¦dzie
w przedziale ]a, b[ mamy g′(x) 6= 0 i tw. Rolle'a).

Funkcja G(x) speªnia zaªo»enia tw. Rolle'a: Jest ró»niczkowalna i ci¡gªa
jak trzeba, oraz G(a) = 0 = G(b). Pochodna funkcji G(x) jest

G′(x) = −f ′(x) + g′(x)
f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

; (32)
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zatem (z tw. Rolle'a) istnieje takie x ∈]a, b[, (tzn. x = a+θh, θ ∈]0, 1[ , gdzie
h = b − a) »e G′(a + θh) = 0. Podstawiaj¡c x = a + θh we wzorze (32),
otrzymujemy (31).

Analogicznie do sposobu, w jaki tw. Rolle'a i Lagrange'a byªy wyra»ane
wzorami (27) i (30), mo»na tw. Cauchy'ego sformuªowa¢ tak: Istnieje θ ∈]0, 1[
takie, »e

f(x+ h)− f(x)
g(x+ h)− g(x)

=
f ′(x+ θh)
g′(x+ θh)

. (33)

Uwaga: W powy»szym wzorze θ jest TO SAMO w liczniku i mianowniku.

1.9 Ró»niczkowanie funkcji zªo»onych

Niech y = f(x), z = g(y), przy tym funkcja g jest okre±lona na zbiorze
warto±ci funkcji f ; ponadto niech f i g b¦d¡ ró»niczkowalne, a pochodna
g′ niech b¦dzie ci¡gªa. Nast¦puj¡cy wzór wyra»a pochodn¡ funkcji zªo»onej
g(f(x)) przez pochodne f ′ i g′.

Tw.

(g(f(x))′ = f ′(x) · g′(f(x)), tzn.
d(g(f(x))
dx

=
df(x)
dx
·
dg(y)
dy


y=f(x)

. (34)

Dow. Przy danych x i h 6= 0 we¹my k = f(x+h)−f(x), tzn. f(x+h) = y+k.
Zastosujmy teraz wzór Lagrange'a na warto±¢ ±redni¡ w wersji (30) do

funkcji g; otrzymamy

g(f(x+ h))− g(f(x))
h

=
g(y + k)− g(y)

h
= g′(y + θk) · k

h

= g′(y + θk) · f(x+ h)− f(x)
h

.

dla pewnego θ ∈]0, 1[ (pami¦tajmy, »e θ jest pewn¡ funkcj¡ h). Co stanie
si¦ z powy»szym wyra»eniem, gdy we¹miemy jego granic¦ przy h→ 0? Otó»
ze wzgl¦du na ci¡gªo±¢ funkcji g, mamy lim

h→0
k = 0, a poniewa» 0 < θ < 1,

to równie» lim
h→0

θk = 0. Skoro tak, to lim
h→0

(y + θk) = y, co � w poª¡czeniu z

ci¡gªo±ci¡ funkcji g′ � daje

lim
h→0

g′(y + θk) = g′(y) = g′(f(x)).

Mamy wi¦c:
dg(f(x))
dx

= lim
h→0

g(f(x+ h))− g(f(x))
h

15



= lim
h→0

g′(y + θk)lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= g′(f(x)) · f ′(x).

Przykª.

• (sin2 x)′ na dwa sposoby

• (e−x
2
)′

• (esinx)′

• (ln(tg x
2))
′

Przykª. Udowodnimy teraz anonsowany wcze±niej wzór

(xa)′ = axa−1 dla a ∈ R.

Dow. Napiszmy xa w postaci: xa = ea lnx i ze wzoru na pochodn¡ funkcji
zªo»onej

(xa)′ = (ea lnx)′ =
dea lnx

dx
=
da lnx
dx

· de
y

dy

∣∣∣∣∣
y=a lnx

= a
1
x
ey|y=a lnx = ax−1xa = axa−1

CBDO

Niejednokrotnie trzeba kilkakrotnie zastosowa¢ twierdzenie o pochodnej funk-
cji zªo»onej. Mamy np. pochodn¡ funkcji trzykrotnie zªo»onej:

h(g(f(x)))′ = f ′(x) · g′(f(x)) · h′(g(f(x))

Sztuczka mnemotechniczna: Wzór powy»szy mo»na zapami¦ta¢ np. w nast¦-
puj¡cy sposób: Oznaczmy: y = f(x), z = g(y), w = h(z), oraz W (x) =
h(g(f(x))). Mo»na wtedy napisa¢

dW
dx

=
dw
dz
· dz
dy
· dy
dx
,

pami¦taj¡c, w jakich punktach s¡ liczone wszystkie pochodne.
W powy»szym wzorze pochodne zachowuj¡ si¦ jak uªamki. Ale UWAGA!

Jest to zbie»no±¢ przypadkowa; inne pochodne (zwª. cz¡stkowe) ju» si¦ tak
nie zachowuj¡!

Uwaga � wzór na pochodn¡ funkcji odwrotnej z wzoru na pochodn¡ funkcji zªo»onej
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1.10 Zwi¡zek mi¦dzy znakiem pochodnej a monotoniczno±ci¡ funk-

cji

Z tw. Lagrange'a wynika nast¦puj¡cy zwi¡zek pomi¦dzy znakiem pochodnej
a tym, czy funkcja ro±nie, czy maleje.

Tw. * Je±li ∀x∈[a,b] zachodzi nierówno±¢ f ′(x) > 0, to funkcja f jest w
tym przedziale ±ci±le rosn¡ca. Je±li mamy f ′(x) < 0, to funkcja f jest ±ci±le
malej¡ca.

Dow. Z wzoru (30) mamy, dla h > 0: f(x+ h) > f(x) je±li w przedziale
[x, x+h] pochodna jest stale dodatnia, b¡d¹ f(x+h) < f(x), je±li pochodna
jest stale ujemna. Czyli funkcja jest ±ci±le rosn¡ca w pierwszym przypadku,
a ±ci±le malej¡ca w drugim.

CBDO

Uwaga. Je±li zaªo»y¢, »e zachodzi nierówno±¢ nieostra f ′(x)  0 (f ′(x) ¬
0), to w tezie mamy, »e funkcja jest rosn¡ca (malej¡ca).

Zachodzi równie» twierdzenie odwrotne do powy»szego:
Tw. Je±li funkcja f jest ró»niczkowalna w punkcie c i ro±nie (maleje) w

jakim± przedziale ]a, b[ zawieraj¡cym ten punkt, to f ′(c)  0 (odpowiednio
f ′(c) ¬ 0).

Dow. Je±li f ro±nie, to dla h > 0 mamy

f(c+ h)− f(c)  0 =⇒ f(c+ h)− f(c)
h

 0

i przechodz¡c do granicy lim
h→0

otrzymujemy f ′(c)  0.
Je±li funkcja f maleje, to rozumowanie jest analogiczne.

CBDO

Z tw. * wynika
Tw. Je±li f ′(c) > 0 i pochodna f ′(x) jest ci¡gªa w punkcie c, to funkcja

f jest ±ci±le rosn¡ca w pewnym otoczeniu punktu c.
Analogicznie: Je±li f ′(c) < 0 i pochodna f ′(x) jest ci¡gªa w punkcie c, to

funkcja f jest ±ci±le malej¡ca w pewnym otoczeniu punktu c.
Dow. Poniewa» funkcja f ′(x) jest ci¡gªa w c, to nierówno±¢ f ′(c) > 0

mówi, »e w pewnym otoczeniu punktu c funkcja f ′(x) jest dodatnia: ∃δ>0 :
∀h<δ : f ′(c + h) > 0. Znaczy to, »e pochodna f ′ jest dodatnia ∀x : c − h <
x < c+ h. Na mocy Tw. *, funkcja f jest rosn¡ca w tym przedziale.

CBDO

Uwaga. Powy»sze twierdzenie mo»na przeformuªowa¢ w nast¦puj¡cy spo-
sób:
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i) Je±li f ′(c) 6= 0, to (przy zaªo»eniu ci¡gªo±ci pochodnej) funkcja f jest
ró»nowarto±ciowa w pewnym otoczeniu punktu c, tzn. dla ]c−δ, c+δ[ (δ > 0).
Skoro tak, to funkcja f posiada w tym przedziale funkcj¦ odwrotn¡ x =
g(y), czyli równanie: y = f(x) posiada w tym przedziale dokªadnie jedno
rozwi¡zanie..

ii) Jak wiemy, pochodna tej»e funkcji odwrotnej g′(y) jest odwrotno±ci¡
pochodnej funkcji f ′(x).

iii) Powy»sze fakty: Przy zaªo»eniu f ′(c) 6= 0 istnieje w otoczeniu punktu f(c) funkcja odwrotna, lub

»e równanie: y = f(x) ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie o otoczeniu punktu c � przenosz¡ si¦ na wy»sze

wymiary, tzn. zachodz¡ dla odwzorowa« Rn → Rn. Oczywi±cie konieczne jest stosowne uogólnienie poj¦¢.

B¦dzie o tym mowa w semestrze II.

1.11 Wyra»enia nieoznaczone i reguªa de l'Hospitala

Cz¦sto zdarza si¦ konieczno±¢ obliczania granic postaci nast¦puj¡cej:

lim
x→a

f(x)
g(x)

, gdzie f(a) = 0 = g(a). (35)

Wyra»enia tego rodzaju nosz¡ nazw¦ wyra»e« nieoznaczonych typu 00 .
Tw. Je±li funkcje f i g s¡ ci¡gªe w przedziale domkni¦tym [a, b] i s¡ ró»-

niczkowalne wewn¡trz tego przedziaªu i je±li f(a) = 0 = g(a), to

lim
x→a+

f(x)
g(x)

= lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

(36)

przy zaªo»eniu, »e ta ostatnia granica istnieje.
Dow. Kluczem do dowodu jest twierdzenie Cauchy'ego o warto±ci ±redniej

(2 strony wcze±niej).
Oznaczmy: x = a+ h. Nale»y dowie±¢, »e

lim
h→0+

f(x+ h)
g(x+ h)

= lim
h→0+

f ′(x+ h)
g′(x+ h)

. (37)

Ale: Równo±ci: f(a) = 0 = g(a) i wzór Cauchy'ego (31) daj¡:

f(a+ h)
g(a+ h)

=
f(a+ h)− f(a)
g(a+ h)− g(a)

=
f ′(a+ θh)
g′(a+ θh)

dla pewnego θ ∈]0, 1[.
Oznaczmy F (x) = f ′(x)

g′(x) . Z zaªo»enia lim
h→0+

F (a+ h) istnieje. Poniewa» za±

lim
h→0+

h = 0, to te» lim
θh→0+

θh = 0 i, co za tym idzie, lim
h→0+

F (a+ θh) te» istnieje
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i jest równe lim
h→0+

F (a+ h); mamy wi¦c

lim
h→0+

f ′(x+ θh)
g′(x+ θh)

= lim
h→0+

f ′(x+ h)
g′(x+ h)

sk¡d otrzymujemy wzór (36).
CBDO

Analogiczne twierdzenie mamy w przypadku granicy lewostronnej.
W przypadku, gdy pochodne f ′ i g′ s¡ ci¡gªe w punkcie a, a ponadto

g′(a) 6= 0, ze wzoru (36) (plus jego odpowiednika dla granicy lewostronnej)
natychmiast wynika wzór de l'Hospitala:

lim
x→a

f(x)
g(x)

=
f ′(a)
g′(a)

(38)

Uwaga: Po prawej stronie powy»szego wzoru nie ma granicy!
Analogiczne wzory mamy w przypadku granic jednostronnych i pochod-

nych jednostronnych.
Przykª.

lim
x→0

ln(1 + x)
x

; lim
x→0

ex − 1
x

Uwaga. Je±li zdarzy si¦, »e po prawej stronie wyra»enia (38) mamy f ′(a) =
g′(a) = 0, to tego» wzoru nie daje si¦ stosowa¢. Ale mo»na post¦powa¢
rekurencyjnie! tzn. bada¢ wy»sze pochodne.

Uwaga. Powy»sze twierdzenia dotyczyªy wyra»e« typu 00 . Przez sztuczki
z zamian¡ zmiennych i inne, mo»na te» liczy¢ inne wyra»enia nieoznaczone:
∞
∞ ; ∞−∞; 1∞; 00; ∞0.
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