1 Pochodne wyzszych rzedow

1.1 Definicja i przyklady

Def. Drugg pochodng tfunkcji f nazywamy pochodnag pochodnej tej funk-
cji. Trzecia pochodna jest pochodng drugiej pochodnej; itd. Ogélnie, n-ta
pochodna funkcji jest pochodna n — 1-wszej pochodne;.
Pochodne wyzszych rzedow oznaczamy
Fof ™o Tub df &°f & d'J

dz’ dz?’ da3’" T dan’

Mamy wiec

dnf B d dn—lf
= ar L)
Uwaga. Dogodnie jest przy tym zdefiniowa¢ pochodna rzedu zerowego jako
samq funkcje: fO(x) = f(x).

Praykt. Dla f(z) = 2° mamy: f'(x) = 322, f’(z) = 62, f"(x) = 6, a
wszystkie wyzsze pochodne sg réwne zeru.

Przykt. Ogolnie: k—ta pochodna funkcji f(z) = 2™ jest

fH@)y=nn-1)...(n—k+1)z"* dla k<n f"z)=nl, (1)
a wyzsze pochodne sg réwne zeru.

Przykt. k—ta pochodna funkcji f(z) = 2, gdzie a € R oraz = > 0, jest
rowna

fO@)y=ala—1)... (a—k+1)z2" (2)
zwroéémy uwage, ze tutaj pochodna dowolnego rzedu jest rézna od zera!
Przykt. (") = e, co daje, ze wszystkie wyzsze pochodne funkcji e” sg
rowne e*.

Przykt. Dla funkcji f(z) = sinx mamy
fl(x) =cosz; f"(z)=—sinz; f"(z)=—cosz; fY(x)=sinz; (3)

to byto dla pierwszych czterech pochodnych, a dowolng pochodna mozna
obliczy¢ wykorzystujac tozsamosé zawarta wyzej: £ (x) = f)(z).

Przykt. Wzor (1) pozwala policzy¢ dowolna pochodng dowolnego wielo-
mianu f(z) = ag + a1z + asx® + - - - + a,2". Nie bedziemy tego wypisywaé
in extenso, (wzor ten jest do$é¢ skomplikowany i nie mamy tu potrzeby wypi-
sywac go), a wezmy jego szczegdlny przypadek, tzn. wypiszmy pochodne od
0 do n w punkcie x = 0. Mamy:

ap = f(0), a1 = f'(0), ag = =f"(0),...,an = —f"(0). (4)



Stad wynika wzor:

xk "

F(2) = FO) +af'(0) + S f7(0) + -4 PO + -+ = f(0). (5)

footnotesize Wzor ten daje sie znaczaco uogélni¢ na dowolne funkcje, dajac
tym samym sposob na przyblizenie dowolnej funkceji przez wielomian; zrobimy
to juz niedtugo.

Przykt. Wzor na pochodne funkeji odwrotne;.

1.2 n-ta pochodna iloczynu funkcji — wzoér Leibniza

Na n—ta pochodna sumy i r6znicy sumy dwoch funkeji mamy proste wzory

(f(a) £ g(x))™ = f(x) £ g™ (2) (6)

(natychmiastowy dowod indukeyjny: W pierwszym kroku: (f(z) + g(z)) =
f'(x) £ ¢'(w); dalej: (f(x) + g(x))™ = ((f(z) + g(a))" D) = (f"D(2) £
g () = fM(z) £ g™ (2); i na mocy zasady indukcji wzor (6) jest
prawdziwy dla kazdego n.)

Dla n—tej pochodnej iloczynu funkcji wzor jest bardziej skomplikowany,
ale dajacy sie ogarnac:

Tw. (wzor Leibniza). n—ta pochodna iloczynu dwoch funkeji dana jest
wzorem

() = ft >g+(1>f< 1>g/+<2)f< g7 g

= () s )

(dla prostoty nie pisaliSmy jawnej zaleznosci od z; wszedzie wyzej nalezy

pamictaé, ze f = f(z), f* = fF)(z) itd.)

Dow. bedzie indukcyjny. Dla n = 1 otrzymujemy znany juz wzoér na
pochodna iloczynu. Zatozmy, ze wzor (7) zachodzi dla n i obliczmy pochodna
obu jego stron. Z twierdzenia o pochodnej iloczynu mamy

k=0

s {1 ()



n+1 n _|_ 1 .
=Y ( N )f( k+1)g(k);
k=0

ostatnia rownos¢ wynika z faktu, iz mamy dla wspoétczynnikow Newtona

(1) ()= ()

(wzor ten byt pokazywany przy dowodzie wzoru dwumiennego Newtona).
CBDO
Przykt. Obliczmy druga pochodna funkcji odwrotnej. Najsampierw wypro-
wadzmy raz jeszcze wzor na te pochodna, korzystajac z wzoru na pochodna
funkcji z6zonej. Jesli f(x) — funkcja, a f~!(z) — funkcja do niej odwrotna, to
mamy: f~1(f(z)) = z, skad po zrézniczkowaniu otrzymamy

co daje

Obustronnie rézniczkujac, otrzymujemy

1 ) " (x)

(S @) = F@)- () (@) = (f,(x)

co daje

—1\/ _ f(z)

Rozniczkujac ten wzor, mozna uzyskaé¢ dowolng wyzsza pochodng.

1.3 Wzér Taylora

Tw. (Wzor Taylora). Zalozmy, ze funkcja f jest n—krotnie rozniczkowalna
w przedziale [a,b]. Oznaczmy h = b — a. Wtedy zachodzi

"(a am (n=1)(q
10 = f+ 5P 0-a) 0 00 00y R 0

(b—a)+

gdzie wyraz R, zwany resztq n—tego rzedu, mozna przedstawi¢ w jednej z
postaci

R, = —'f(")(a + 6h) dla pewnego @ €]0, 1], (10)
n!



(reszta w postaci Lagrange’a), lub

h(1 — 9/ n—1
=0
(n—1)!

(reszta w postaci Cauchy’ego).
Przed dowodem:

f"(a+#'n) dla pewnego @ €]0,1] (11)

Uwaga 1 Wzor Taylora mozna uwazaé za uogélnienie wzoru Lagrange’a:
Ten ostatni to szczegblny przypadek wzoru Taylora dla n = 1.
Dow. Wypiszmy z wzoru (9) reszte:

_ [f'(a)

"(a (n-1)(
1! (b—a)—f()(b—a)Q_... f()(b—a)”l

2  (n—1)!
(12)

Oznaczmy przez g,(x) funkcje pomocniczg zdefiniowang w ten sposob, ze w

Ry, = f(b) = f(a)

R,, zastepujemy a przez x:

f'(x)

gu(a) = F(0) = fla) =

"z (1) (.
(b—x)_fz(! )(b—a:)Q—--- fi.)(b—x)”_l

Pochodna funkgji g, (x) jest rowna:

fla) | @), x)] _ [—2W(b e @ x)2]

o) = —f'(a)— |-

11 1 2l o1
@), e O,
_ |3 3(! )b — 22 + 3,( )(b—x)]+
f(nil)(x) n—2 f(n)(x) n—1
—|—(n— 1)M(b—x) + (n— 1)!(6—33) ] .

W powyzszej sumie kasuja sie wiec wszystkie cztony oprocz ostatniego i mamy

(n)
/ f (.CIZ') n—1
= — b— : 14
dhia) =~ (b a) (14)
Zarazem: ¢,(b) = 0, g,(a) = R,.
Stosujac do funkcji g, () twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej, otrzy-
mujemy

gn(b) — gnla)

; =g (a+0'h) dlapewnego 6 €]0,1],
—a

wiec

5” =g, (a+06'h)
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_ -1
a (n - 1)' (b $) r=a+6'h
(n) ! (n) !
_ _f ( (CL +1)0'h> (b —a— elh)n—l — _f ( (a’ +1)9'h) hn—l(l . Hl)n—l
n — : n — .
skad otrzymujemy
h(1 — 9/ n—1

czyli reszte w postaci Cauchy’ego (11).

Pozostaje pokazaé, ze rownowazna postacia reszty jest posta¢ Lagrange’a
(10). W dowodzie uzywa sie wzoru Cauchy’ego o wartosci sredniej z funkcja-
mi: g,(z) 1 uy(z) = (b — x)". Otrzymujemy:

gn(b) _ gn(a) _ 97/1(& + Qh)
un(b) —uy(a)  ul(a+ 60h)
Mamy: u,(b) = 0, u,(a) = h", wiec u,(b) — u,(a) = —h™. Ponadto u/ (x) =

_n<b - :C)n_l' Pamigtajac, ze gn(b) =0, gn(a) = Ry, skad: gn(b) - gn(a) -
—R,,, otrzymujemy:

dla pewnego 6 €]0,1].

gulb) — gula) _ R,
up(b) —up(a)  —hn

_ gpla+06h)
~ul(a+0h)
... p. wz. (14) oraz: ...
o (b—a— 0h)"1 1
= —/Ma+6h) (n—1)! —n(b—a— 0h)n-1
B f"(a+ 6h)
B n! ’

czyli otrzymujemy
n

R, = —f"(a+ 6h),
n!
tzn. postaé reszty Lagrange’a (10).

Uwaga. Wzoru Taylora zazwyczaj uzywa sie w postaci:

/ " (n—1)
fla+h) = f(z) + fl(!x)iw f;!x)iﬂ +]En_1 Scl)h"l + R,

(15)



Mozna na ten wzor patrzeé¢ jako na przyblizenie funkcji w otoczeniu punktu
x przez wielomian (n—tego stopnia). Jesli umiemy oszacowac reszte, to daje
nam ona doktadno$é¢ tego przyblizenia.

Dla = = 0, powyzsza wersja wzoru Taylora nazywana jest wzorem Maclaurina

Uwaga. Gdy funkcja jest rézniczkowalna dowolng ilo$¢ razy, to reszta moze by¢
dowolnie wysokiego rzedu. Okazuje sie, ze mozna "odsuna¢ ja do nieskonczono-
sci'' — zapisa¢ rozwiniecie Taylora jako nieskoriczony szereg. Aby to precyzyjnie
wyrazi¢, potrzebne jest pojecie zbieznosci szeregu i jakie$ kryteria zbieznosci;
zajmiemy sie tym niedtugo.

Przykt. Zapiszmy wzor Taylora dla funkeji f(x) = e* w otoczeniu punktu
r = 0 z doktadnoscia do drugiego rzedu. Mamy: f'(z) = f"(x) = e, f(0) =
f(0) = f"(0) =1, tak wiec

2

e =14+z+ Zeem, gdzie 6 €]0,1].

Stad wynika, ze dla kazdego = zachodzi réownosé
e > 1+, (16)

bo reszta jest dodatnia (jako ze 22 > 0 i e/ > 0).
Nieré6wnos¢ ta posiada wyrazisty sens geometryczny — see wykres.
Przykt. Wzor Taylora pozwala w nastepujacy sposob zwickszy¢ moc reguty
de ’'Hospitala:
Tw. Jesli funkcje f i g posiadaja n—te pochodne ciggle i jesli

fla)=0, f'(a)=0, ...f" () =0,

g(a’) = O; g/(a) — O, Ce g(n_l)(a) =0 oraz g(n) # 07

to -
) _ T
x—>ag(x) g n (CL)

Dow. We wzorze Taylora (9) b zastapmy przez x. Z uwagi na znikanie pierw-

(17)

szych n — 1 pochodnych zostaje tylko sama reszta:

_(r—a)"

) f(n)(x+9(x—a)) oraz g(r) = (:C_a)ng(n)($+9/(x_a)).

n!

fla) _ f"(a+0(z —a))
g(z)  g"(a+0(x—a))




Przechodzac do granicy lim 1 biorac pod uwage cigglos¢ tunkeji ) g g
(podobnie jak to bylo przy dowodzie zwyktego tw. de I'Hospitala), otrzymu-
jemy wzor (17).
CBDO
SN TrT—T

Przykt. lin(l) SRI=T

x(1—cosz)

1.4 Kryteria na ekstrema

Niedawno pokazalismy, ze jesli funkcja (rozniczkowalna) f posiada w punkcie
xo ekstremum, to f'(rg) = 0. Pamietamy tez, ze na odwrot nie jest: Jesli
f'(xz) = 0, to nie znaczy, ze w xg znajduje si¢ ekstremum (np. dla f(z) = 23).
Rownosé f/'(z) = 0 jest wiec warunkiem koniecznym, ale niedostatecznym na
istnienie tam ekstremum. Okazuje sie, ze badanie wyzszych pochodnych daje
ogoblniejsze kryterium na istnienie ekstremum:

Tw. Zalozmy, ze funkcja f jest rézniczkowalna n—krotnie i n—ta pochod-
na jest ciggta. Niech réwniez

flley=0=f"(c)=--= f(n_l)(c), natomiast £ 0.

Wowczas, jesli n jest parzyste, to w punkcie ¢ funkcja f ma ekstremum
wlasciwe: maksimum, jesli f™ < 0, minimum, jesli f™ > 0. Jesli natomiast
n jest liczba nieparzysta, to f nie posiada ekstremum w punkcie c.
Dow. Z wzoru Taylora mamy:
F" I (c)

f/(C) n—1 1 (n) n

i, poniewaz na mocy zalozenia pierwszych n — 1 pochodnych f zeruje sie w

fleth) = fle)+

punkcie ¢, mamy
fle+h) = flc)+ ;'f(”)(c + Oh)h". (19)

Zalozmy, ze n jest liczba parzysta. Niech f(™(c) < 0. Ze wzgledu na ciaglosé
funkeji f(x) w punkcie c istnieje takie § > 0, ze nieréwnosé: |z —c| < §
implikuje " (z) < 0. Jesli wiec |h| < 6, to i 6h < §, zatem f)(c+0h) < 0.
Patrzac teraz na (19) widzimy, ze jesli

0<lh|<d, to flc+h)—f(c)<O

(pamietajmy, ze n jest parzyste, wiec h" > 0). Powyzsza nier6wnos$¢ oznacza,
ze w punkcie ¢ funkcja f posiada maksimum.
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Z analogicznego rozumowania wynika, ze jesli n jest liczba parzysta i za-
chodzi: f((c) > 0, to f(c+h) — f(c) > 0 (znowu dla b > 01i h < 0), co
znaczy, ze w punkcie ¢ funkcja f ma minimum.

Zalozmy teraz, ze n jest liczba nieparzystq. Niech f(c) < 0 (w przy-
padku przeciwnym, tzn. f™(c) > 0, rozumowanie jest analogiczne). Wezmy
mow § takie, aby dla |h| < 6 bylo f™(c 4+ 0h) < 0. Mamy wowczas dla
0 < h < ¢ nieréwnosé

fle+h)—f(c) <0, czyli f(c)> f(c+h),

a dla —0 < h < 0 zachodzi nieré6wnosé

fle+h)—f(c) >0, czyli f(c) < f(c+ h);

tak wiec w punkcie ¢ nie ma ani maksimum, ani minimum.

Przykt. Funkcja f(z) = 2" posiada w x = 0 minimum, jesli n jest parzyste,
1 nie posiada minimum, jesli n jest nieparzyste.

Uwaga. Najczesciej spotyka sic w zastosowaniach ekstrema niezdegenero-
wane, tzn. takie, ze druga pochodna jest rézna od zera. Wtedy testowanie,
czy dany punkt krytyczny odpowiada ekstremum, koriczy sie na drugiej po-
chodne;j.

1.5 Interpretacja geometryczna drugiej pochodnej. Punkty prze-
giecia

Uprzednio widzielismy, ze jesli f'(¢) > 0, to funkcja rosnie w otoczeniu c.
Jesli wiec f”(c) > 0, to funkcja f’ rosnie; a jesli ponadto f'(c) > 0, to f
ro$nie jeszcze szybciej.

To byta heurystyka, a teraz

Tw. Jesli druga pochodna funkcji f jest ciagta i

i) zachodzi f"(c) > 0, to krzywa y = f(z) jest dla pewnego otoczenia,
punktu ¢ potozona powyzej stycznej do tej krzywej w punkcie (¢, f(c);

i) zachodzi f"(c) < 0, to krzywa y = f(z) jest dla pewnego otoczenia
punktu ¢ polozona ponizej stycznej do tej krzywej w punkcie (¢, f(c).

Uwaga. Patrzac na wykres funkeji f(x), widzimy, ze w pierwszym przy-
padku wykres jest skierowany wypuktoscia do dotu, a w drugim — do gory.

Dow. i) Oszacujmy réznice miedzy ilorazem réznicowym a pochodna:

oty = TEEW =IO g




Na mocy wzoru Taylora mamy:

1
Flet h)— £(e) — hf'(c) = LhS"(c+ o).
Poniewaz f”(c) > 0, to dla dostatecznie matego h mamy rowniez

fle+h)—fle) _ 4
, > f'(c).

Interpretujac iloraz réznicowy jako tangens kata nachylenia siecznej do osi
OX wnioskujemy, ze dla h > 0 tangens ten jest wiekszy niz f'(c), tzn.

f"(c+6h) > 0,=> f(c+h)—f(c)—hf'(c) > 0=

wiekszy niz tg kata miedzy styczng a osia OX. A to oznacza, ze rozwazana
krzywa lezy nad styczna. rys.

Dowdd i) jest analogiczny.

Przykt. Parabola y = 2? w kazdym punkcie lezy nad styczna — nic dziw-
nego, bo druga pochodna wszedzie jest tu rowna 2.

Przykt. Wykres funkcji wyktadniczej y = €* rowniez lezy wszedzie nad
styczng — tak by¢ musi, bo druga pochodna (e*)” = e* > 0.

Def. Rozwazmy sytuacje, gdy krzywa y = f(z) posiada w punkcie ¢
styczna i dla dostatecznie matych przyrostow dodatnich krzywa lezy po jed-
nej strone stycznej (np. nad styczna), a dla dostatecznie matych przyrostow
ujemnych lezy po drugiej stronie krzywej (np. pod krzywa). Innymi stowy:
Rozpatrzmy wyrazenie:

(h) = fle+h) = f(c) = hf(c)

i dla dostatecznie matego d mamy: Vo5 ¥ (h) > 0 oraz V_sop<o: (k) < 0.

W takiej sytuacji mowimy, ze krzywa y = f(z) ma punkcie ¢ punkt prze-
giecia.

Przykt. Sinusoida y = sin z ma punkt przegiecia dla x = 0. Mamy bowiem:
Y(h) =sinh —sin0 — hcos0 = sinh — h. Dla b > 0 mamy ¥(h) < 0, dla
h <0 jest ¥(h) > 0.

Z tw. powyzej wynika, ze jesli f”(c) # 0, to krzywa lezy (lokalnie) po
jednej stronie stycznej. W takiej sytuacji, punkt ¢ nie jest punktem przegiecia.
Mozemy to sformutowaé jako

Tw. Jesli punkt ¢ jest punktem przegiecia krzywej y = f(x), to f"(c) = 0.

Na odwrét to nie zachodzi (np. dla y = 2! w 2 = 0).

1.6 Funkcje wypukle/wkleste i ich wlasnosci
Def. Funkcje f :]a,b[— R nazywamy wypuktq na ]a, b, jesli dla dowolnych
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x, 2 €]a,b[ 16 € [0,1] mamy rys.

fOx + (1= 0)a") <Of(x)+ (1-0)f(a), (20)
zas$ wklesta, jesli

f0x + (1 =0)2") > 6f(x) + (1 —0)f(z), (21)

Whniosek: Funkcja f jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja —f jest
wklesta. Wystarczy wiec w dalszym ciagu zajac sie tylko funkcjami wypukty-
mi.

Tw. Funkcja f jest wypukta na |a, b] wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowol-
nego skoriczonego zbioru n punktow {xy, zs, ..., z,} Cla,b[ i dla dowolnego
zestawu n liczb 6y,...,60,, takich, ze 0, € [0,1], i = 1,...,n 1 %;6; = 1,
zachodzi

fé bi:) < z 0, () (22)

Dow. indukcyjny. Niech f bedzie wypukta na Ja, b[ — wtedy nier6wnosc (22)
zachodzi dla n = 2.
Zatozmy, ze teza jest prawdziwa dla n — 1 (tzn. prawdziwa jest T),_1.
Niech {z1,x9,...,2,} Cla,b[10 < 6; < 1,7 =1,...,n beda takie, jak
w sformulowaniu twierdzenia. Jesli 6,, = 1, to nieréwnosé jest trywialna.
Wezmy wiec 0, # 1. Mamy:

f(i Oix;) = (nf . 919 xz) + 0nn)
=1 =1 n

<(1-6)f ( o) + s

n—1

0i
S (@ =6) 3 75 f (@) + 0nf (@),

a to znaczy, ze prawdziwa jest T,,. Udowodniliémy wiec implikacje T}, 1 =
T, czyli teza jest prawdziwa dla kazdego n > 2.
W druga strone, dla n = 2 mamy definicje funkcji wypukte;.

CBDO
[stnieja tez inne rownowazne kryteria wypuktosci; uzyteczne okaze sie za-
raz nastepujace.
Stw.
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1. f jest wypukta <= dla dowolnych punktow z; < x9 < x3 z przedziatu
Ja, b] spelniona jest nieréwnosé

f(x2) — f(x1) < f(xa) — f(x3)

< . 23
Ty — 1 To — X3 ( )

2. f jest wypukta <= dla dowolnych punktéw z; < x9 < x3 z przedziatu
Ja, b] spelniona jest nieréwnosé

f(xs3) — f(x1) o f(x3) — f(x2)

X
xr3 — 1 xr3 — X2

. (24)

3. f jest wypukla <= dla dowolnych punktéow x; < zo < x3 z przedziatu
Ja, b] spelniona jest nieréwnosé

f(x2) — f(21) < f(x3) — f(x1)

S : 25
T2 — I T3 — I ( )

Dow. Jesli 1 < 29 < w3, to 29 = Ox1 + (1 — 0)x3, gdzie § = LB=22 |

Tr3—a

1 —60 = 2= f jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnylch

r3—T1
punktow r1 < x9 < r3 mamy nierownosé

0 < O (21)+(1=0) f(ws) — f(ws) = O(f (1) — f (22)) + (1 =) (f (w5) — [ (2))
(f(21) = f(@) + 221 f(ws) — f(wa)). (26)

T3 — I I3 — 1
Poniewaz 3 — x1, T3 — x9 1 x9 — x1 sa dodatnie, to nieréwnosé (26) jest

T3 — T2

rownowazna niero6wnosci

f(x2) — f(x1) < f(x2) — f(x3)

X
To — I Lo — I3

czyli otrzymalismy (23).
Nieréwnosé (26) mozna tez zapisa¢ w postaci
0<0f(x1) + (1 —0)f(2s) — fla2) = 0(f(21) — flxs)) + (f(23) — f(x2))
o T3 — T2

= (f(x1) = flas)) + (f(23) — f(22)),

xr3 — X1

ktora jest réwnowazna nieréwnosci

f(xs) — f(22) < f(x3) — f(x1)

X
X3 — X2 xr3 — X1

czyli otrzymalismy (24).
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Wreszcie, gdy nieréwnosé (26) zapiszemy w postaci

0 <Of(x1)+(1—=0)f(xs)— flx2) = (1—=0)(f(23) — fz1))+ (f (1) — f(22))
= BT Fag) — fn) + (f(@1) — f(@2))

N r3 — X1
czyli otrzymalismy (25).
CBDO
Whiosek 1. Jedli f jest wypukla na ]a, b[, to istnieja granice: lewo- i pra-
wostronne pochodne:

f(z+h) = f(x) f(x+h) = fx)

A /AT
fi = im h o Jo = im I
Ponadto f, > f’.
Dow. Zauwazmy, ze funkcja h — w jest monotoniczna i ogra-

niczona (powyzsze Stw.), a stad wynika istnienie granicy (podobnie jak dla
clagow).

Whniosek 2. Funkcja wypukta na odcinku otwartym jest ciggla.

Zatozenie otwarto$ci odcinka jest istotne: Funkcja wypukta na odcinku
domknietym moze by¢ nieciagta na jego brzegu. (rys.)

Dla funkcji rézniczkowalnych, mamy proste kryterium wypuktosci.

Tw i) Funkcja rézniczkowalna na |a, b| jest wypukla <= jej pochodna,
jest funkcja niemalejaca.

ii) Funkcja dwukrotnie rézniczkowalna na |a, b| jest wypukta <= jej dru-
ga pochodna jest nieujemna.

Dow. Wida¢, ze drugi punkt wynika z pierwszego; wystarczy wiec udo-
wodni¢ pierwszy. Niech 1 < xo < x3 bedg punktami w |a,b[. Z tw. La-
grange’a istnieja £ €|xy,xo[ oraz n €|xq, x3 takie, ze f(x2) — f(21)
J(E)(wa— 1) oraz f(x3) — f(x2) = f'(n)(w3 —x2). Nieréwnosc f'(n) = f'(£)

jest wiec rownowazna nieréwnosci

f(x3) — f(x2) S f(x1) — f(x2)

=
xr3 — X2 T1 — T2

Stad powyzsza nieréwnosé jest spetniona dla wszystkich x1 < x9 < x3 wtedy
i tylko wtedy, gdy f’ jest funkcja niemalejaca. Ze Stw. wyzej wynika teza.
CBDO
Znaczenie wypuktosci:
Badanie funkcji: Kryteria na ekstremum, potozenie stycznych do wykresu.
Termodynamika: Z wypuktosci energii swobodnej wynika dodatnio$é ta-
kich (fizycznie oczywistych, ale trudnych bezposrednio do udowodnienia)
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wielkosci, jak cieplo wlasciwe: sa to drugie pochodne en. sw. (tu: po tem-
peraturze).
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