
1 Zbiory przeliczalne i nieprzeliczalne

S¡ ró»ne rodzaje niesko«czono±ci, mimo i» niesko«czono±¢ oznacza si¦ jednym symbolem.
Ale niesko«czono±¢ niesko«czono±ci nierówna. Uzasadnimy to zaraz; ale najsampierw kilka
de�nicji.

Def. Mówimy, »e dwa zbiory X, Y s¡ równoliczne, je±li istnieje bijekcja α zbioru X
na zbiór Y .

Przykª. Dwa zbiory sko«czone s¡ równoliczne wtedy i tylko wtedy, gdy maj¡ t¦ sam¡
ilo±¢ elementów.

Def. Zbiór X nazywamy przeliczalnym, je±li jest równoliczny ze zbiorem liczb natu-
ralnych N.

Obrazowo mówimy, »e X jest przeliczalny, je±li wszystkie jego elementy mo»na ustawi¢
w ci¡g, albo te», je±li wszystkie jego elementy mo»na ponumerowa¢ liczbami naturalnymi.

Przykª. Zbiór X = N ∪ {0} jest przeliczalny. �atwo bowiem skonstruowa¢ bijekcj¦ α
zbioru X na N:

α(0) = 1, α(1) = 2, α(2) = 3, . . . , α(k) = k + 1, . . .

RYS. Mo»na powy»sz¡ bijekcj¦ zapisa¢ symbolicznie jako

1 +∞ =∞

Przykª. Zbiór liczb parzystych Np = {2, 4, 6, 8, . . . } jest przeliczalny. Bijekcj¦ α : Np → N
mo»na skonstruowa¢ tak:

α(2) = 1, α(4) = 2; α(6) = 3; . . . , α(2k) = k, . . .

RYS. Bardzo podobnie pokazuje si¦, »e zbiór liczb nieparzystych te» jest przeliczalny.
Sytuacj¦ t¦ mo»na zobrazowa¢ pisz¡c

∞+∞ =∞

Przykª. Zbiór liczb caªkowitych jest przeliczalny. Bijekcja α : Z→ N:

α(0) = 1; α(1) = 2; α(−1) = 3; α(2) = 4; α(−2) = 5; . . . , α(k) = 2k, α(−k) = 2k+1, . . .

Przykª. Zbiór N2 = N× N jest przeliczalny. Ustawmy bowiem jego elementy w ci¡g:

{(1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 3), (2, 2), (3, 1), (1, 4), (2, 3), . . . }

RYS. Aby da¢ upust pedantyczno±ci, zapiszmy t¦ bijekcj¦ wzorkiem (-ami):
Parze (a, b) przyporz¡dkowujemy numer 1

2 [(a+b)2−a−3b]+1. Troch¦ jest gimnastyki
przy sprawdzaniu, ale sprawdza si¦, »e odwzorowanie N2 → N: (a, b) → 1

2 [(a + b)2 − a −
3b] + 1 jest bijekcj¡.

Znów to symbolicznie podsumowujemy pisz¡c

∞ ·∞ =∞.

Przykª. Z powy»szego przykªadu ªatwo wynika, »e zbiór liczb wymiernych (na razie, po-
wiedzmy, dodatnich) jest przeliczalny. Bowiem ka»d¡ liczb¦ wymiern¡ p

q
mo»na zakodowa¢
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jako par¦ liczb naturalnych (p, q), gdzie p i q s¡ nieskracalne; a zbiór takich par stanowi
podzbiór N× N.

Przykª. Zbiór liczb rzeczywistych na odcinku [0, 1] NIE jest przeliczalny.
W celu udowodnienia tego stwierdzenia posªu»my si¦ ukªadem dwójkowym zapisu

liczby, i zauwa»my, »e ka»d¡ liczb¦ rzeczywist¡ z przedziaªu [0, 1] mo»na zapisa¢ jako
pewien ci¡g zer i jedynek (cyfr po przecinku rozwini¦cia dwójkowego liczby). Przypu±¢my,
ze liczby rzeczywiste z przedziaªu [0, 1] s¡ przeliczalne, tzn. dadz¡ si¦ ustawi¢ w pewien
ci¡g {a1, a2, . . . }. Poka»emy, »e istnieje liczba rzeczywista x, która nie jest elementem
powy»szego ci¡gu.

W tym celu zapiszmy rozwini¦cia dziesi¦tne wszystkich liczb:

a1 = (a1
1 , a1

2 , a1
3 , . . . )

a2 = (a2
1 , a2

2 , a2
3 , . . . )

...
ak = (ak1 , ak2 , ak3 , . . . )
...

(tu aij jest j−t¡ cyfr¡ rozwini¦cia dwójkowego liczby ai). Liczb¦ x konstruujemy nast¦pu-
j¡co:

Je±li na pierwszym miejscu rozwini¦cia dziesi¦tnego liczby a1 jest 0, to jako pierwsz¡
cyfr¦ rozwini¦cia dziesi¦tnego x bierzemy 1; i na odwrót. (tzn. je±li a1

1 = 0, to x1
1 = 1; oraz

je±li a1
1 = 1, to x1

1 = 0). Liczba x zatem nie jest równa a1.
je±li a2

2 = 0, to x2
2 = 1; oraz je±li a2

2 = 1, to x2
2 = 0). Liczba x zatem nie jest równa a1

ani a2.
Itd.; ogólnie:
je±li akk = 0, to xkk = 1; oraz je±li akk = 1, to xkk = 0). Liczba x zatem nie jest równa a1

, a2, . . . ak.
W ten sposób znale¹li±my liczb¦ x, która nie jest równa »adnemu wyrazowi ci¡gu

{a1, a2, . . . }, co ±wiadczy, »e ci¡g ten nie zawiera wszystkich liczb rzeczywistych z prze-
dziaªu [0, 1]. A zatem zbiór tych liczb nie jest przeliczalny.

CBDO

2 Caªka podwójna w prostok¡cie

2.1 Prostok¡ty, ich podziaªy, obj¦to±¢ dwuwymiarowa

Niech f(x, y) b¦dzie ograniczon¡ funkcj¡ okre±lon¡ na prostok¡cie domkni¦tym P , gdzie
P jest dany nierówno±ciami a ¬ x ¬ b, c ¬ y ¬ d.

Def. Obj¦to±ci¡ (dwuwymiarow¡) |P | prostok¡ta nazywamy iloczyn jego boków:

|P | = (b− a)(d− c)

Def. Wn¦trzem prostok¡ta P nazywamy zbiór okre±lony nierówno±ciami ostrymi:

IntP = {(x, y) : a < x < b, c < y < d}

Podzielmy prostok¡t P na n dowolnych prostok¡tów domkni¦tych p1, p2, . . . , pn. Tzn.
mamy:

P = ∪ni=1pi, Int pi ∩ Int pj = ∅ dla i 6= j.
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Def. Powy»sze rozbicie prostok¡ta na mniejsze nazywamy podziaªem π, tzn..

π = {p1, p2, . . . , pn} (1)

Zachodzi:
|P | = |p1|+ |p2|+ . . . |pn|.

Niech π � podziaª P oraz π1 = {q1, . . . , qk} � inny podziaª P . Mówimy, »e π1 jest drob-
niejszy ni» π, je»eli

pi = qi1 ∪ qi2 ∪ . . . qim , i = 1, 2, . . . , n.

Niech prostok¡t pi ma boki ai, bi. De�niujemy ±rednic¦ podziaªu π (1 jako

δπ = max1¬i¬n{ai, bi}.

2.2 Zbiory o zerowej obj¦to±ci

Def. Niech X ⊂ R2. Mówimy, »e X ma miar¦ Lebesgue'a równ¡ zeru (lub, »e X jest
miary zero), je»eli dla ka»dego ε > 0 istnieje taki ci¡g prostok¡tów P1, P2, . . . , Pn, . . . , »e

X ⊂ ∪
i
Pi oraz

∑
i

|Pi| < ε

Przykª.

1. Punkt x ∈ R2 jest zbiorem miary zero.

2. Sko«czony zbiór punktów w R2 jest zbiorem miary zero.

3. Odcinek o sko«czonej dªugo±ci α jest zbiorem miary 0. (mo»na go zawrze¢ w pro-
stok¡cie o dªugo±ci α i dowolnie maªej wysoko±ci).

4. Ka»dy przeliczalny zbiór punktów D ⊂ R2 jest zbiorem miary zero. dow. Ponu-
merujmy elementy D: D = d1 ∪ d2 ∪ . . . , a nast¦pnie pokryjmy ka»dy element
dk kwadracikiem o bokach ε−k; suma pól powierzchni tych kwadracików jest dana
szeregiem geometrycznym

∑
k ε
−2k = ε2

1−ε2 , jest wi¦c sko«czona i mo»na j¡ uczyni¢
dowolnie maª¡.

5. We¹my R1; zbiór liczb wymiernych jest miary zero (jako »e jest przeliczalny).

2.3 De�nicja caªki

Niech M i m b¦d¡ kresami górnymi i dolnymi odpowiednio funkcji f w prostok¡cie P ,
za± Mi oraz mi � kresami górnymi i dolnymi funkcji f w prostok¡cie pi. Niech ξ1

i , ξ
2
i

b¦dzie dowolnym punktem prostok¡ta pi. Zbiór wszystkich punktów {ξ1
i , ξ

2
i }, i = 1, . . . , n

nazwijmy wypunktowaniem podziaªu π i nazwijmy ξ. Utwórzmy � analogicznie jak w
przypadku funkcji jednej zmiennej � trzy sumy:

S(f, π) = m1|p1|+m2|p2|+ · · ·+mn|pn| =
n∑
i=1

mi|pi|; (2)
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(suma dolna),

σ(f, π, ξ) =
n∑
i=1

f(ξ1
i , ξ

2
i ) (3)

(suma wypunktowana), oraz

S̄(f, π) = M1|p1|+M2|p2|+ · · ·+Mn|pn| =
n∑
i=1

Mi|pi| (4)

(suma górna).
Analogicznie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, speªniaj¡ one nierówno±ci

m|P | ¬ S(f, π) ¬ σ(f, π, ξ) ¬ S̄(f, π) ¬M |P |. (5)

Równie» analogicznie, jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, de�niujemy caªk¦ górn¡
oraz doln¡:

Def. Caªk¡ górn¡ z funkcji f nazywamy in�mum z S̄(f, π) po wszystkich mo»liwych
podziaªach: ∫

P

f = inf
π
S̄(f, π)

i analogicznie caªk¡ doln¡ z funkcji f nazywamy∫
P

f = sup
π
S(f, π)

i tako» podobnie, jak dla funkcji jednej zmiennej, de�niujemy funkcje caªkowalne:
Def. Mówimy, »e funkcja f jest caªkowalna w sensie Riemanna, je»eli caªki: górna i

dolna s¡ równe: ∫
P

f =
∫
P

f.

W takim przypadku t¦ wspóln¡ granic¦ oznaczamy jako
∫
P

f .

Maj¡ miejsce nast¦puj¡ce twierdzenia (dowodzi si¦ ich analogicznie jak dla funkcji
jednej zmiennej):

Tw. Niech f � funkcja ograniczona na prostok¡cie P . Je»eli f jest caªkowalna na P w

sensie Riemanna, to dla dowolnego ci¡gu {πk} podziaªów P takiego, »e δπk
k→∞→ 0, ci¡g

wypunktowanych sum Riemanna jest zbie»ny do
∫
P

f niezale»nie od sposobu wypunkto-

wania.
Zachodzi te» twierdzenie (prawie) odwrotne:
Tw. Niech f � funkcja rzeczywista na prostok¡cie P . (Uwaga. Nie zakªadamy, »e f

musi by¢ ograniczona). Je»eli dla dowolnego ci¡gu {πk} podziaªów P takiego, »e δπk
k→∞→

0 ci¡g wypunktowanych sum Riemanna jest zbie»ny do granicy niezale»nej od sposobu
wypunktowania, to f jest ograniczona i caªkowalna w sensie Riemanna.

Oczywiste jest
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Tw. Je±li P jest sum¡ (mnogo±ciow¡) dwu prostok¡tów P1, P2 o rozª¡cznych wn¦trzach,
a f jest funkcj¡ caªkowaln¡ na P , to∫

P

f =
∫
P1

f +
∫
P2

f

Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, dowodzi si¦
Tw. Niech f, g � funkcje caªkowalne na P oraz λ ∈ R. Wtedy caªkowalne na P s¡ te»

funkcje f + g oraz λf , przy czym zachodz¡ równo±ci∫
P

(f + g) =
∫
P

f +
∫
P

g, (6)

∫
P

λf = λ
∫
P

f. (7)

Zapytajmy teraz:

2.4 Jakie funkcje na pewno s¡ caªkowalne?

Analogicznie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, dowodzimy, »e s¡ caªkowalne funk-
cje ci¡gªe:

Tw. Je»eli f jest ci¡gªa na prostok¡cie P , to jest caªkowalna (tzn. istnieje
∫
P

f).

Równie» niektóre nieci¡gªe funkcje s¡ caªkowalne. Dokªadniej, ma miejsce
Tw. Je»eli funkcja f na prostok¡cie P jest ograniczona i posiada zbiór punktów nie-

ci¡gªo±ci miary 0, to jest caªkowalna.
Dow. Niech N b¦dzie zbiorem punktów nieci¡gªo±ci funkcji f . We¹my ci¡g rodzin

{Πk} prostok¡tów pokrywaj¡cych N . Zakªadamy, »e ka»dy element rodziny (tzn. zbiór
prostok¡tów) jest sko«czony. Oznaczmy przez Πk,j j−ty prostok¡t k−tej rodziny oraz
przez εk � pole powierzchni zbioru prostok¡tów Πk, tzn. εk =

∑
j |Πk,j|. Zakªadamy, »e

lim
k→∞

εk = 0, poniewa» z zaªo»enia N jest zbiorem miary zero. Ka»dy zbiór Πk uzupeªniamy

do podziaªu πk prostok¡ta P tak, by byª speªniony warunek lim
k→∞

δπk = 0.

Niech M = sup
P
f , m = infP f . Zde�niujmy funkcje f+, f− f+: Je±li x ∈ Πk, to

f+(x) = M , a je±li x 6∈ Πk, to f+(x) = f(x). Analogicznie dla f−: Je±li x ∈ Πk, to
f−(x) = M , a je±li x 6∈ Πk, to f

−(x) = f(x). Zauwa»my, »e f+ i f− s¡ caªkowalne. We¹my
jakie± wypunktowanie ξk podziaªu πk. Mamy: S(f−, πk, ξk) ¬ S(f, πk, ξk) ¬ S(f+, πk, ξk);
ró»nica pomi¦dzy dwoma skrajnymi wyrazami jest równa εk · (M − m) i d¡»y do zera,
gdy k → ∞, bo wtedy εk → 0. Zatem oba skrajne wyrazy d¡»¡ do wspólnej warto±ci
niezale»nej od podziaªu ξk. Tak wi¦c granica wyrazu ±rodkowego istnieje i jest niezale»na
od wypunktowania, czyli f jest caªkowalna.

CBDO

2.5 Interpretacja geometryczna caªki

Wiele caªek posiada wyrazisty sens geometryczny lub �zyczny1. Aby bardziej to sprecy-
zowa¢, wprowadzimy poj¦cie miary Jordana podzbiorów Rn; zacznijmy od R2.

1Nic dziwnego, bo poj¦cie caªki byªo odpowiedzi¡ na zapotrzebowania ze strony �zyki b¡d¹ matema-
tyki, a w szczególno±ci geometrii...

5



Niech D b¦dzie obszarem lub dowolnym zbiorem pªaskim ograniczonym. Zawrzyjmy
go w pewnym kwadracie Q. We¹my jaki± podziaª π = {p1, p2, . . . , pn} prostok¡ta Q.
Oznaczmy:

1. Niech Sπ b¦dzie sum¡ pól tych prostok¡tów, które zawieraj¡ jaki± punkt zbioru D;

2. Niech sπ b¦dzie sum¡ pól tych prostok¡tów, które s¡ zawarte w zbiorze D. Je±li
takich prostok¡tów nale»a¢ych do podziaªu nie ma, to przyjmujemy sπ = 0.

RYS. Mamy oczywiste nierówno±ci:

0 ¬ sπ ¬ Sπ ¬ |Q|.

Zbiór wszystkich sum Sπ, odpowiadaj¡cych ró»nym podziaªom kwadratu Q, ma kres dolny
(jako zb. ograniczony z doªu). Ten kres dolny oznaczmy SD i nazywamy miar¡ zewn¦trzn¡
zbioru D:

SD = sup
π
Sπ

Analogicznie zbiór wszystkich sum sπ ma kres dolny (jako zb. ograniczony z góry), który
oznaczamy sD i nazywamy miar¡ wewn¦trzn¡ zbioru D:

sD = inf
π
sπ

Oczywi±cie zachodzi: sD ¬ SD. Je»eli zachodzi równo±¢:

sD = SD,

to zbiór D nazywamy mierzalnym powierzchniowo w sensie Jordana, a wspóln¡ warto±¢
obu miar nazywamy miar¡ pªask¡ Jordana (lub po prostu polem powierzchni) zbioru D.

Analogicznie de�niuje si¦ miar¦ Jordana w innych wymiarach (w jednym wymiarze
wpisuje si¦ w zbiór i opisuje na nim odcinki; w trzech wymiarach � prostopadªo±ciany
itd.)

Miara Jordana jest bardzo intuicyjnym poj¦ciem, ale ma t¦ wad¦, »e mo»e nie istnie¢
ju» w przypadku nieco 'udziwnionych' zbiorów; i tak np. nie istnieje miara Jordana zbioru
liczb wymiernych na odcinku [0, 1] (miara wewn¦trzna jest tu 0, a zewn¦trzna 1). Ale do
celów caªkowania funkcji, z którymi b¦dziemy mie¢ do czynienia, poj¦cie miary Jordana
nam wystarczy2.

B¦d¡c uzbrojeni w poj¦cie miary Jordana, ªatwo zobaczymy interpretacj¦ geometrycz-
n¡ caªki:

Niech f = equivf(x, y) b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡ i dodatni¡ w prostok¡cie P . Wów-
czas zbiór V ∈ R3, okre±lony nierówno±ciami:

a ¬ x ¬ b; c ¬ y ¬ d; 0 ¬ z ¬ f(x, y)

2Do mierzenia takich 'dziwniejszych' zbiorów wprowadza si¦ miar¦ Lebesgue'a. Jest ona skuteczniejsza
ni» miara Jordana: Gdy zbiór jest mierzalny w sensie Jordana, to jest te» mierzalny wg Lebesgue'a (np.
miara Lebesgue'a zb. liczb wymiernych na [0, 1] jest 0). Miara Lebesgue'a obejmuje znakomit¡ wi¦kszo±¢
przypadków, z którymi przychodzi zetkn¡¢ si¦ w �zyce (aczkolwiek s¡ zbiory niemierzalne równie» w
sensie Lebesgue'a!) ale wymaga nieco zahartowania w abstrakcji. De�nicje mo»na znale¹¢ np. w ksi¡»ce
F. Lei, 'Rachunek ró»niczkowy i caªkowy'.
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ma dobrze okre±lon¡ obj¦to±¢, bo caªka górna równa jest mierze zewn¦trznej zbioru V , za±
caªka dolna � mierze wewn¦trznej, a poniewa» f jest caªkowalna, to miary te s¡ równe.
Oznaczaj¡c obj¦to±¢ (trójwymiarow¡ miar¦ Jordana) zbioru V jako V , mamy wi¦c

|V | =
∫
P

f. (8)

2.6 Caªki iterowane

Niech f ≡ f(x, y) t¦dzie funkcj¡ okre±lon¡ i ograniczon¡ w prostok¡cie P , gdzie a ¬ x ¬ b,
c ¬ y ¬ d. Niech przy ka»dym ustalonym x istnieje caªka pojedyncza

φ(x) ≡
∫ d

c
f(x, y)dy. (9)

Caªka ta jest funkcj¡ zmiennej x i jest okre±lona w przedziale a ¬ x ¬ b; oznaczamy j¡
jako φ(x). Je»eli φ(x) jest caªkowalna na [a, b], to caªk¦∫ b

a
φ(x)dx ≡

∫ b

a

[∫ d

c
f(x, y)dy

]
dx inne ozn.=

∫ b

a
dx
∫ d

c
dy f(x, y) (10)

nazywamy caªk¡ iterowan¡ funkcji f(x, y) (liczon¡ w kolejno±ci: najpierw po y a potem
po x).

Analogicznie okre±lamy caªk¦ iterowan¡, liczon¡ w drugiej mo»liwej kolejno±ci (naj-
pierw po x a potem po y): Okre±lamy funkcj¦ ψ(y) przez

ψ(y) =
∫ b

a
f(x, y)dx

przy zaªo»eniu, »e przy ka»dym y ∈ [c, d] ta caªka istnieje, a nast¦pnie∫ d

c
ψ(y)dy ≡

∫ d

c

[∫ b

a
f(x, y)dx

]
dy inne ozn.=

∫ d

c
dy
∫ b

a
dx f(x, y) (11)

Przykª.

2.7 Zamiana caªki podwójnej na iterowan¡ (tw. Fubiniego)

Oprócz oznaczenia
∫
P

f na caªk¦ z funkcji f po prostok¡cie P , cz¦sto zachodzi potrzeba

jawnego wypisania argumentów funkcji, i wtedy posªugujemy si¦ równowa»nym oznacze-
niem: ∫

P

f =
∫ ∫
P

f(x, y)dxdy.

W poprzednim przykªadzie obie caªki iterowane okazaªy si¦ by¢ równe. Ten fakt jest
nieprzypadkowy. Ma bowiem miejsce

Tw. Je±li funkcja f(x, y) jest ci¡gªa w prostok¡cie P , to obie caªki iterowane (10) i
(11) istniej¡ i s¡ równe caªce podwójnej:∫ b

a
dx
∫ d

c
dy f(x, y) =

∫
P

f(x, y)dxdy =
∫ d

c
dy
∫ b

a
dx f(x, y) (12)
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Dow. Podzielmy prostok¡t P na m × n prostok¡tów, dziel¡c przedziaª [a, b] (m + 1)
punktami a = x0 < x1 < · · · < xm = b na m przedziaªów pxi = [xi−1, xi] i analogicz-
nie, przedziaª [c, d] dzielimy (n + 1) punktami c = y0 < y1 < · · · < yn = d na n
przedziaªów pyj = [xj−1, xj], i rysuj¡c odcinki równolegªe do osi x, y przechodz¡ce przez
punkty podziaªu. RYS.. Przez ∆xi oznaczmy dªugo±¢ przedziaªu pxi oraz przez ∆yk �
dªugo±¢ przedziaªu pyk. Zakªadamy przy tym, »e limm→∞(sup 1¬i¬m∆xi) → 0 i analogicz-
nie limn→∞(sup 1¬k¬n∆yk) → 0. Dla prostok¡ta Pik = [xi−1, xi] × [yk−1, yk], niech mik

(odpowiednio Mik) oznaczaj¡ kres dolny ( odp. górny) funkcji f na Pik. Niech ξi oznacza
dowolny punkt przedziaªu ∆xi, oraz niech φ(x) b¦dzie zde�niowana przez (9). Naówczas
mamy:

φ(ξi) =
∫ d

c
f(ξi, y)dy =

∫ y1

c
f(ξi, y)dy +

∫ y2

y1
f(ξi, y)dy + · · ·+

∫ d

yn−1
f(ξi, y)dy

Mamy te»: mik ¬ f(ξi, y) ¬Mik dla y ∈ [yk−1, yk], co prowadzi do ci¡gu nierówno±ci:

mi1∆y1 ¬
∫ y1

c
f(ξi, y)dy ¬Mi1∆y1,

mi2∆y2 ¬
∫ y2

y1
f(ξi, y)dy ¬Mi2∆y2,

...................................................................

min∆yn ¬
∫ d

yn−1
f(ξi, y)dy ¬Min∆yn.

Dodaj¡c te nierówno±ci stronami, a nast¦pnie mno»¡c przez ∆xi i sumuj¡c po i, otrzyma-
my

m∑
i=1

n∑
k=1

mik∆yk∆xi ¬
m∑
i=1

φ(ξi)∆xi ¬
m∑
i=1

n∑
k=1

Mik∆yk∆xi. (13)

Pierwsza (lewa) z tych sum jest sum¡ doln¡, a ostatnia (prawa) � sum¡ górn¡ dla funkcji f
w prostok¡cie P ; ±rodkowa za± jest sum¡ wypunktowan¡ funkcji φ(x) w przedziale [a, b].
We¹my teraz granic¦ m → ∞, n → ∞; wtedy najdªu»szy z odcinków ∆xi, ∆yk d¡»y
do zera, a sumy skrajne z nierówno±ci (13) d¡»¡ do wspólnej granicy � caªki podwójnej
z funkcji f . Suma ±rodkowa d¡»y wi¦c do tej samej granicy, przy czym ta granica jest
caªk¡ iterowan¡ (10). W ten sposób pokazali±my pierwsz¡ z równo±ci (12). Dowód drugiej
równo±ci jest analogiczny.

CBDO

Uwagi.

1. W powy»szym dowodzie korzystali±my jedynie z zaªo»e«, »e

• Istnieje caªka podwójna
∫ ∫
P

f(x, y)dxdy, oraz

• istnieje caªka pojedyncza φ(x) =
∫ d
c f(x, y)dy dla ka»dego x ∈ [a, b];

dlatego te» teza twierdzenia pozostaje sªuszna równie» przy tych sªabszych zaªo»e-
niach � je±li s¡ one speªnione, to np. f nie musi by¢ ci¡gªa.
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2. Gdy f jest ci¡gªa, to powy»sze tw. mówi, »e wszystkie trzy caªki (podwójna i obie
iterowane) s¡ równe. Gdy f nie jest ci¡gªa, to mog¡ si¦ zdarzy¢ ró»ne sytuacje; np.
jedna z caªek istnieje, a inne nie; albo gdy istniej¡, to nie s¡ równe. Przykªady s¡ w
III tomie Fichtenholza.

Twierdzenie Fubiniego odgrywa wa»n¡ rol¦ przy efektywnym wyliczaniu caªek (nie tylko
zreszt¡ tam), poniewa» sprowadza obliczanie caªki podwójnej do obliczenia dwóch caªek
pojedynczych.

Przypadek szczególny: Gdy f(x, y) jest iloczynem dwu funkcji, z których ka»da zale»y
od jednej zmiennej: f(x, y) = u(x)v(y), to mamy∫ ∫

P

f(x, y)dxdy =
(∫ b

a
u(x) dx

)
·
(∫ d

c
v(x) dy

)
, (14)

bo: ∫ ∫
P

f(x, y) dxdy =
∫ b

a
dx

[∫ d

c
dy u(x)v(y)

]
=
∫ b

a
dx

[
u(x)

∫ d

c
dy v(y)

]

a to jest iloczyn caªek wyst¦puj¡cy po prawej stronie równo±ci (14).

2.8 Caªka podwójna w zbiorze dowolnym

Niech f b¦dzie funkcj¡ okre±lon¡ i ograniczon¡ w pewnym zbiorze ograniczonym D ⊂ R2

(RYS.) Zawrzyjmy D w pewnym prostok¡cie P i funkcj¦ f , okre±lon¡ na D, rozszerzmy
do funkcji f0 okre±lonej na caªym prostok¡cie P w ten sposób, »e

f0(x, y) = f(x, y) dla (x, y) ∈ D; f0(x, y) = 0 dla (x, y) 6∈ D. (15)

Def. Mówimy, »e f jest caªkowalna na zbiorze D, je±li istnieje caªka
∫ ∫
P

f0(x, y) dxdy. W

takim przypadku, caªk¦ z funkcji f na zbiorze D oznaczamy∫ ∫
D

f(x, y) dxdy (16)

i, zgodnie z powy»sz¡ de�nicj¡, mamy∫ ∫
D

f(x, y) dxdy =
∫ ∫
P

f0(x, y) dxdy. (17)

�atwo zobaczy¢, »e okre±lenie to nie zale»y od wyboru prostok¡ta P .
Niech f(x, y) b¦dzie funkcj¡ nieujemn¡ na zbiorzeD. Oznaczmy przez V zbiór punktów

(x, y, z) ∈ R3 okre±lony nierówno±ciami

0 ¬ z ¬ f(x, y) dla (x, y) ∈ D. (18)

Suma górna dla caªki (17) jest sum¡ obj¦to±ci prostopadªo±cianów zawieraj¡cych zbiór
V , za± suma dolna � sum¡ obj¦to±ci prostopadªo±cianów zawartych w V . Je±li wi¦c caªka
(20) istnieje, to zbiór V jest mierzalny obj¦to±ciowo i jego obj¦to±¢ wyra»a si¦ caªk¡

|V | =
∫ ∫
D

f(x, y) dxdy (19)

9



Przypadek szczególny: Zauwa»my, »e obj¦to±¢ prostopadªo±cianu o wysoko±ci 1 równa jest
polu podstawy. Bior¡c teraz f(x, y) ≡ 1 w caªym zbiorze D, widzimy, »e suma górna dla
caªki (20) jest sum¡ pól prostok¡tów zawieraj¡cych zbiór D, a suma dolna � sumie pól
prostok¡tów zawartych w D. St¡d otrzymujemy

Stw. Je±li f(x, y) ≡ 1, to caªka (20) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór pªaski jest
mierzalny powierzchniowo. Pole obszaru D wyra»a si¦ wówczas caªk¡∫ ∫

D

dxdy. (20)

Wiemy, »e s¡ zbiory niemierzalne; i w zwi¡zku z tym na pewno nie po ka»dym obszarze
b¦dziemy mogli caªkowa¢. Nasuwa si¦ wobec tego pytanie, caªk¦ po jakich obszarach b¦dzie
istniaªa?

Znakomita wi¦kszo±¢ obszarów, z którymi mamy do czynienia w �zyce, s¡ to obszary
ograniczone przez krzywe ci¡gªe. B¦dziemy si¦ zajmowa¢ krzywymi, które mo»na zada¢
równaniem y = f(x), gdzie f jest funkcj¡ ci¡gª¡. Najsampierw poka»my:

Stw. Krzywa o równaniu y = f(x), gdzie f � ci¡gªa oraz x ∈ [a, b], ma dwuwymiarow¡
miar¦ Jordana równ¡ zeru.

Dow. Wiemy, »e funkcja f(x) na odcinku domkni¦tym jest tam jednostajnie ci¡gªa.
Skoro tak, to przedziaª mo»na podzieli¢ na sko«czon¡ ilo±¢ odcinków takich, »e na ka»-
dym z nich wahanie funkcji (tzn. ró»nica mi¦dzy warto±ci¡ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡) jest
dowolnie maªa; we¹my np. ε

b−a , gdzie ε jest zadan¡ dowolnie maª¡ nieujemn¡ liczb¡. Caª¡
krzyw¡ na przedziale [a, b] mo»na wi¦c pokry¢ prostok¡tami o ª¡cznej podstawie b − a i
wysoko±ci ε

b−a , wi¦c o ª¡cznym polu ε dowolnie maªym. RYS.
CBDO

Zde�niujmy jeszcze:
Def. Obszar regularny to taki, który jest ograniczony sko«czon¡ ilo±ci¡ krzywych o

równaniu y = f(x) lub x = g(y), gdzie f, g � ci¡gªe.
Ze Stw. pokazanego wy»ej wyci¡gamy wniosek:
Wniosek Obszar regularny D jest mierzalny.
Dow.

Je±li Sn jest sum¡ pól prostok¡tów pokrywaj¡cych obszar D, a sn � sum¡ pól prostok¡-
tów zawartych w D, to Sn − sn jest sum¡ pól prostok¡tów pokrywaj¡cych brzeg obszaru,
tzn. krzyw¡ ograniczaj¡c¡ obszar. Z dowodu poprzedniego stw. widzimy, z¦ ta ró»nica jest
dowolnie maªa � tak wi¦c obszar jest mierzalny.

CBDO

2.9 Caªka podwójna w obszarze regularnym

Z faktów pokazanych wy»ej ªatwo wynika
Stw. Funkcja f(x, y) ograniczona i ci¡gªa w obszarze regularnym D jest caªkowalna.
Dow. Zawrzyjmy obszar D w jakim± prostok¡cie P i rozszerzmy funkcj¦ f do funkcji

f0 na P w standardowy sposób dany przez (15). Wtedy f0 jest nieci¡gªa co najwy»ej
na brzegu obszaru D, tak wi¦c w my±l tw. CO BY�O 2 STRONY WCZESNIEJ jest
caªkowalna na P , a to znaczy, »e f jest caªkowalna na D.

CBDO

Podzielmy obszar D jak¡± krzyw¡ γ na dwa obszary regularne D1 i D2; mamy wi¦c
D = D1∪D2 (RYS.). Niech f(x, y) b¦dzie funkcj¡ ograniczon¡ i ci¡gªa na D. Zawrzyjmy
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D w pewnym prostok¡cie P i niech:

f0(x, y) = f(x, y) na D, f0(x, y) = 0 na P \D;

f1(x, y) = f(x, y) na D1, f1(x, y) = 0 na P \D1;

f2(x, y) = f(x, y) na D2 \ γ, f0(x, y) = 0 na (P \D2) ∪ γ.
Wtedy: f0 = f1+f2 w caªym prostok¡cie P , zatem z wzoru (6) dla obszarów prostok¡tnych
mamy ∫

P

f0 =
∫
P

f1 +
∫
P

f2

co jest równowa»ne � bior¡c pod uwag¦ de�nicje funkcji f1 i f2 � równo±ci∫
D

f =
∫
D1

f +
∫
D2

f. (21)

2.10 Obszar normalny i caªki iterowane tam»e

Def. Obszar regularny D okre±lony nierówno±ciami

a ¬ x ¬ b, φ(x) ¬ y ¬ ψ(x) (22)

gdzie φ(x) i ψ(x) s¡ funkcjami ci¡gªymi w przedziale [a, b] oraz zachodzi: φ(x) < ψ(x) dla
ka»dego x ∈ [a, b], nazywamy obszarem normalnym wzgl¦dem osi x. RYS.

Oka»e si¦ zaraz, »e ma miejsce
Stw. Caªk¦ z funkcji f(x, y) ograniczonej i ci¡gªej w obszarze normalnym (22) mo»na

zamieni¢ na caªk¦ iterowan¡ wedªug wzoru∫ ∫
D

f(x, y)dxdy =
∫ b

a

∫ ψ(x)

φ(x)
f(x, y)dy (23)

Dow. Zawrzyjmy obszar D w prostok¡cie P , gdzie a ¬ x ¬ b, c ¬ y ¬ d. Rozszerzmy
funkcj¦ f na D do funkcji (te» nazwijmy j¡ f) na P , kªad¡c f(x, y) = 0 w punktach
prostok¡ta P nie nale»¡cych do obszaru D. Caªka po lewej stronie wzoru (23) jest równa∫ ∫
P

f(x, y)dxdy. Do tej caªki mo»na stosowa¢ tw. Fubiniego dla obszarów prostok¡tnych;

mamy wi¦c: ∫ ∫
D

f(x, y)dxdy =
∫ b

a
dx
∫ d

c
dyf(x, y). (24)

Caªk¦ wewn¦trzn¡ rozªó»my teraz, przy jakim± ustalonym x, na trzy caªki:∫ d

c
f(x, y)dy =

∫ φ(x)

c
f(x, y)dy +

∫ ψ(x)

φ(x)
f(x, y)dy +

∫ d

ψ(x)
f(x, y)dy

Pierwsza i trzecia z powy»szych caªek s¡ równe zeru, bo dla y w przedziaªach y ∈ [c, φ(x)]
oraz y ∈ [ψ(x), d] funkcja podcaªkowa jest równa zeru. Uwzgl¦dniaj¡c to we wzorze (24),
otrzymujemy to co mieli±my pokaza¢, czyli wzór (23).

CBDO

Przykª.

Uwaga. Je»eli obszar regularny D daje si¦ podzieli¢ na sko«czon¡ ilo±¢ obszarów nor-
malnych D1, D2, . . . , Dn, to caªka w obszarze D równa si¦ sumie caªek po poszczególnych
obszarach Di (na mocy wzoru (21).
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2.11 Odwzorowania R2 → R2 i przeksztaªcenia osiowe

Podrozdziaª ten w istotny sposób korzysta z de�nicji i twierdze« dotycz¡cych odwzorowa«, wi¦c dla

Czytelnika wygodne b¦dzie przypomnienie sobie tre±ci rozdziaªu temu po±wi¦conego. Tu w wolnej chwili

zostan¡ przytoczone twierdzenia, z których b¦dzie korzystane.

??? Gdzie± tu: Def. obszaru n−wym. jako domkni¦cia zbioru otwartego; i brzeg
skªada si¦ ze sko«czonej sumy wykresów funkcji n−1 zm.; mo»e to gdzie± przy caªkowaniu
po obszarach nieprostok¡tnych ???

Def. Odwzorowanie Φ : R2 ⊃ ∆ 3 (u, v)→ (x, y) ∈ R2, okre±lone wzorem:{
x = φ(u, v)
y = v

(25)

gdzie φ jest ró»niczkowalna w sposób ci¡gªy, nazywamy przeksztaªceniem osiowym.
Uwaga. Z bezpo±redniego rachunku wynika, »e pochodna (macierz Jacobiego) odwzo-

rowania Φ jest:

DΦ =
[
φu φv
0 1

]
a jakobian, czyli wyznacznik tej»e macierzy, jest

|DΦ| = φu (26)

Dla tych, co znaj¡ de�nicj¦ permutacji:

Def. Ogólniej, przeksztaªceniem osiowym obszaru n−wymiarowego ∆ nazywamy dwzorowanie Φ :
Rn ⊃ ∆ 3 (u1, u2, . . . , un) → (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, nazywamy odwzorowanie okre±lone tak: xi =
φ(u1, u2, . . . , un) dla pewnego i ∈ {1, 2, . . . , n} (tu φ(u1, . . . , un) jest funkcj¡ n zmiennych klasy C1), a dla
pozostaªych zmiennych x1, . . . , xn (oprócz xi) odwzorowanie jest okre±lone przez: xj = uπ(j), π � pewna
permutacja zbioru (n− 1)−elementowego, za± j = 1, 2, . . . , n (oprócz jednej liczby k ∈ {1, 2, . . . , n}).

A ci, co nie znaj¡ def. permutacji, niech poznaj¡, a je±li nie, to niech si¦ zadowol¡

poni»szym przykªadem.

Przykª. Odwzorowania Φ,Γ : R3 3 (u, v, w)→ (x, y, z) ∈ R3, okre±lone równaniami

Φ :


x = φ(u, v, w)
y = v
z = w

czy też : Γ :


x = w
y = ψ(u, v, w)
z = u

(gdzie φ, ψ s¡ funkcjami klasy C1) s¡ przeksztaªceniami osiowymi.
Wyka»emy teraz
Stw. Odwzorowanie F : R2 ⊃ ∆ 3 (u, v)→ (x, y) ∈ R2, okre±lone jako:{

x = φ(u, v)
y = ψ(u, v)

daje si¦ w otoczeniu ka»dego punktu (u0, v0), gdzie |DF (u0, v0)| 6= 0, przedstawi¢ jako
zªo»enie dwu przeksztaªce« osiowych.

Dow. Pochodna (tzn. macierz Jacobiego) odwzorowania F jest równa

DF =
[
φu φv
ψu ψv

]
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wi¦c aby wyznacznik |DF | byª ró»ny od zera, musi by¢ φu 6= 0 lub φv 6= 0. Zaªó»my, »e
wi¦c φu(u0, v0) 6= 0. Skoro tak, to (z tw. o funkcji uwikªanej) mo»na w otoczeniu punktu
(u0, v0) jednoznacznie rozwi¡za¢ równanie x = φ(u, v) wzgl¦dem u, tzn. wyrazi¢ u jako
funkcj¦ od x, v:

u = g(x, v).

Funkcja g(x, v) speªnia:
g(φ(u, v), v) = u (27)

Niech teraz odwzorowania T : (u, v)→ (ξ, η) oraz S : (ξ, η)→ (x, y) (oba wi¦c R2 → R2)
b¦d¡ okre±lone nast¦puj¡co:

T :
{
ξ = φ(u, v)
η = v

S :
{
x = ξ
y = ψ(g(ξ, η), η) ≡ Ψ(ξ, η)

(28)

gdzie w odwzorowaniu S funkcja g jest okre±lona przez (27).
Oba odwzorowania S i T s¡ odwzorowaniami osiowymi. Zachodzi te»:

F = S ◦ T (29)

bowiem z bezpo±redniego rachunku wynika, »e:

x = ξ = φ(u, v); y = ψ(g(ξ, η), η) = ψ(g(φ(u, v), v), v) = ψ(u, v)

(w ostatniej równo±ci skorzystali±my z wªasno±ci (27) funkcji g). Znale¹li±my wi¦c szukane
przedstawienie odwzorowania F jako zªo»enia dwu przeksztaªce« osiowych.

CBDO

Uwaga. Analogiczna sytuacja ma miejsce w wy»szych wymiarach: Odwzorowanie Rn →
Rn w otoczeniu punktu, gdzie jego macierz Jacobiego jest nieosobliwa, daje si¦ przedstawi¢
jako zªo»enie n przeksztaªce« osiowych.

Naszkicujemy sposób post¦powania dla n = 3. Zapiszmy G : R3 → R3 w skªadowych
jako: 

x = φ(u, v, w)
y = ψ(u, v, w)
z = χ(u, v, w)

(30)

Zakªadamy, »e w punkcie (u0, v0, w0) macierz Jacobiego DG(u0, v0, w0) jest nieosobliwa.
Skoro tak, to przynajmniej jedna z pochodnych cz¡stkowych skªadowej φ jest ró»na od
zera; przyjmijmy, »e φu 6= 0. Wobec tego mo»emy równanie x = φ(u, v, w) rozwi¡za¢
wzgl¦dem u; oznaczmy: u = g(x, v, w). Odwzorowanie G mo»na wtedy zapisa¢ w postaci
zªo»enia dwóch przeksztaªce«:

ξ = φ(u, v, w)
η = v
ζ = w

oraz


x = ξ
y = ψ(g(ξ, η, ζ), η, ζ)
z = χ(g(ξ, η, ζ), η, ζ)

Pierwsze z nich jest przeksztaªceniem osiowym, a drugie daje si¦ znowu rozªo»y¢ na iloczyn
dwóch przeksztaªce« osiowych.

Rozkªad dowolnego odwzorowania na iloczyn przeksztaªce« osiowych jest wa»ne, bo
tego rozkªadu u»ywa si¦ w dowodzie wzoru na zamian¦ zmiennych w caªkach wielokrot-
nych.
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2.12 Tw. o zamianie zmiennych w caªkach podwójnych

Niech F : R2 ⊃ ∆ 3 (u, v)→ (x, y) ∈ R2 b¦dzie okre±lone wzorem:{
x = φ(u, v)
y = ψ(u, v)

(31)

gdzie ∆ oraz D s¡ obszarami regularnymi.
Niech w obszarze D b¦dzie okre±lona funkcja f(x, y), ograniczona i ci¡gªa. Zachodzi:
Tw. Je»eli:

1. Odwzorowanie F jest klasy C1 w obszarze zawieraj¡cym obszar ∆ i jego brzeg Γ;

2. F odwzorowuje ∆ na D bijektywnie;

3. jakobian DF wewn¡trz obszaru ∆ jest ró»ny od zera,

to zachodzi wzór ∫ ∫
D

f(x, y)dxdy =
∫ ∫

∆

f(φ(u, v), η(u, v))|DF | dudv (32)

gdzie (aby wszystko mie¢ pod r¦k¡)

DF =
[
φu φv
ψu ψv

]
≡ ∂(x, y)
∂(u, v)

Uwaga. Wzór ten jest odpowiednikiem wzoru na zamian¦ zmiennych w caªkach z funkcji
jednej zmiennej, które te» tu dla wygody przypomnimy:

Niech funkcja ϕ klasy C1 b¦dzie bijekcj¡ odcinka [c, d] na [a, b]; niech x = ϕ(t), oraz
ϕ(c) = a i ϕ(d) = b. Wtedy dla dowolnej funkcji f ci¡gªej na [a, b] zachodzi:

∫ b

a
f(x) dx =

∫ d

c
f(ϕ(t))

∣∣∣∣∣dϕdt
∣∣∣∣∣ dt (33)

Wzór ten zaraz b¦dziemy wykorzystywa¢, bo dowód wzoru (32) sprowadzimy, za pomoc¡
przeksztaªce« osiowych, do dwukrotnego u»ycia wzoru (33).

Dow. Z tw. udowodnionego w poprzednim podrozdziale, odwzorowanie F okre±lone
przez (31) daje si¦ rozªo»y¢ na iloczyn dwu odwzorowa« osiowych; zaªó»my, i» realizujemy
to za pomoc¡ wzorów (28) i (29). Niech T : ∆ → G, za± S : G → D RYS.. Z tw. o
wyznaczniku iloczynu macierzy, oraz z wzoru (26) na jakobian przeksztaªcenia osiowego,
mamy wyra»enie na jakobian odwzorowania F : |DF | = φuΨη.

Niech D1, D2, . . . , Dn b¦d¡ prostok¡tami zawartymi w D, przecinaj¡cymi si¦ co naj-
wy»ej na brzegach. Zaªó»my, »e ró»nica pól |D| −∑n

i=1 |Di| jest mniejsza ni» ε � dowolnie
zadana liczba. Niech prostok¡t Di b¦dzie okre±lony nierówno±ciami a ¬ x ¬ b, c ¬ y ¬ d.
Oznaczmy: ∫ ∫

D

f(x, y)dxdy, Ii =
∫ b

a
dx
∫ d

c
dy f(x, y);

mamy: |I −∑n
i=1 Ii| < Mε, gdzie M = sup

(x,y)∈D
|f(x, y)|.
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Zauwa»my, »e przeksztaªcenie S odwzorowuje na prostok¡t Di pewien obszar Gi, ogra-
niczony prostymi ξ = a, ξ = b oraz krzywymi η = γ(ξ), η = δ(ξ), RYS. gdzie γ(ξ) i δ(ξ)
s¡ rozwi¡zaniami równania Ψ(ξ, η) = c oraz Ψ(ξ, η) = d wzgl¦dem η dla a ¬ ξ ¬ b. Przy
tym zachodzi: γ(ξ) < δ(ξ), gdy Ψη > 0, oraz γ(ξ) > δ(ξ), gdy Ψη < 0.

Zastosujmy teraz do caªki Ii zamian¦ zmiennych okre±lon¡ przez odwzorowanie S. Po-
niewa», b¦d¡c osiowym, jest ono identyczno±ciowe w zmiennej x, otrzymujemy, u»ywaj¡c
wzoru (33) na zamian¦ zmiennych w caªce z funkcji jednej zmiennej:

Ii =
∫ b

a
dξ
∫ δ(ξ)

γ(ξ)
f(ξ,Ψ)Ψηdη =

∫ ∫
Gi

f(ξ,Ψ)Ψηdξdη.

Gdy ma miejsce sytuacja Ψη < 0, to przed ostatni¡ caªk¡ nale»y dopisa¢ minus. Obie
sytuacje mo»na obj¡¢ jednym wzorem:

Ii =
∫ ∫
Gi

f(ξ,Ψ)|Ψη|dξdη.

Gdy teraz we¹miemy ci¡g wypeªnie« prostok¡tami obszaru D tak, »e
∑n
i=1 |Di| → |D|, to

zachodzi:
∑n
i=1 |Gi| → |G| oraz

∑n
i=1 Ii → I; otrzymujemy st¡d:

I =
∫ ∫
G

f(ξ,Ψ)|Ψη|dξdη. (34)

A teraz! Do otrzymanej powy»ej caªki zastosujmy pierwsze przeksztaªcenie, tzn. T , prze-
ksztaªcaj¡ce obszar ∆ na obszar G. Post¦pujemy w sposób analogiczny jak wy»ej, bo T
te» jest przeksztaªceniem osiowym; otrzymujemy:

I =
∫ ∫

∆

f(φ(u, v), ψ(u, v))|Ψη||φu| dudv.

A poniewa» Ψηφu jest iloczynem jakobianów obu przeksztaªce« S i T , to mamy Ψηφu =
|DF |. Otrzymali±my wi¦c wzór (32).

CBDO

Uwaga. W trzech (i wi¦cej) wymiarach post¦pujemy analogicznie: Korzystamy z roz-
kªadu odwzorowania na iloczyn trzech (n) przeksztaªce« osiowych, i post¦pujemy jak
wy»ej � tylko nie dwa, a trzy (n) razy.

Przykª.
Przykª.

∫∞
−∞ e

−x2dx.

2.13
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3 Caªki � zadania

3.1 Caªki po obszarach prostok¡tnych

1. Obliczy¢ caªk¦ z funkcji f po prostok¡cie P :

(a) f(x, y) = 1
(x+y)2 , P = [3, 4]× [1, 2]. Odp. ln 25

24 .

(b) f(x, y) = 5x2y − 2y3, P = [2, 5]× [1, 3]. Odp. 660.

(c) f(x, y) = x2

1+y2 , P = [0, 1]× [0, 1]. Odp. π
12 .

(d) f(x, y) = y
(1+x2+y2)3/2 , P = [0, 1] × [0, 1]. Wsk. W jakiej kolejno±ci wygodniej

caªkowa¢? Odp. ln 2+
√

2
1+
√

3
.

(e) f(x, y) = ex+y, P = [0, 1]× [0, 1]. Odp.

(f) f(x, y) = x sin(x+ y), P = [0, π]× [0, π2 ]. Odp.

(g) f(x, y) = x2y exy, P = [0, 1]× [0, 2]. Odp.

2. (a) Znale¹¢ obj¦to±¢ bryªy ograniczonej z doªu pªaszczyzn¡ xy, z boków � pªasz-
czyznami x = 0, x = a, y = 0, y = b, a od góry paraboloid¡ eliptyczn¡:

z =
x2

2p
+
y2

2q

(wszystkie parametry a, b, c, d s¡ dodatnie). Odp. ab
6

(
a2

p
+ b2

q

)
.

(b) To samo dla bryªy ograniczonej pªaszczyzn¡ xy, powierzchni¡ x2 + z2 = R2 dla
z > 0 i pªaszczyznami y = 0 i y = H. Wsk. Bardziej naturalne jest liczenie
w ukª. wsp. biegunowych, ale 'nie uprzedzajmy wypadków' i liczmy we wsp.
kartezja«skich. Odp. (ka»dy powinien wiedzie¢, »e) 1

2πR
2H.

(c) To samo dla bryªy ograniczonej pªaszczyznami z = 0, x = a, x = b, y = c,
y = d (b > a > 0, d > c > 0) i paraboloid¡ hiperboliczn¡

z =
xy

m
(m > 0).

Odp. |V | = (d2−c2)(b2−a2)
4m .

3. * Pokaza¢, »e ∫ ∫
P

(xy)xydxdy =
∫ 1

0
xxdx.

Uwaga. Funkcja podcaªkowa wprawdzie nie jest okre±lona w punkcie (0, 0), ale mo»-
na j¡ tam dookre±lic de�niuj¡c f(0, 0) = 1.

4. Pokaza¢ nierówno±¢ Cauchy'ego � Buniakowskiego � Schwarza: Dla dowolnych ci¡-
gªych na [a, b] funkcji f, g zachodzi nierówno±¢(∫ b

a
f(x)g(x)dx

)2

¬
∫ b

a
f 2(x)dx ·

∫ b

a
g2(x)dx

Wsk. Scaªkowa¢ funkcj¦ (f(x)g(y)− g(x)f(y))2 po kwadracie [a, b]× [a, b].
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5. Udowodni¢ nierówno±¢ ∫ b

a
f(x)dx ·

∫ b

a

dx
f(x)

 (b− a)2.

dla f � ci¡gªej na [a, b].Wsk. Skorzysta¢ z nierówno±ci C-B-Schwarza, b¦d¡cej tre±ci¡
poprzedniego zadania.

3.2 Caªki po obszarach niekoniecznie prostok¡tnych

1. Zamieni¢ kolejno±¢ caªkowania w caªkach:

(a)

1∫
0

dy

√
y∫
y

dx f(x, y)

(b)

1∫
−1

dx

√
1−x2∫
0

dy f(x, y)

(c)

r∫
0

dx

√
2rx−x2∫
x

dy f(x, y)

(d)

2∫
1

dx
2x∫
x

dy f(x, y)

(e)

2∫
0

dx
6−x∫
2x

dy f(x, y)

2. Rozstawi¢ granice caªkowania, tzn. znale¹¢ granice caªkowania, zapisuj¡c caªk¦ po
ka»dym z poni»szych obszarów D w postaci caªki iterowanej:

(a) D � trójk¡t ograniczony prostymi x = 0, y = 0, x+ 2y = 4.

(b) D � obszar dany nierówno±ciami: x2 + y2 ¬ 4, x  0, y  0.

(c) D � obszar dany nierówno±ciami: x+ y ¬ 2, x− y ¬ 2, x  0.

(d) D � obszar dany nierówno±ciami:y  x2, y ¬ 9− x2.

(e) D � obszar dany nierówno±ci¡: (x− 3)2 + (y − 2)2 ¬ 9.

(f) D � obszar ograniczony krzywymi: y = x3 i y =
√
x.

(g) D � obszar dany nierówno±ciami: y2 ¬ 8x, y ¬ 2x, y + 4x− 24 ¬ 0

(h) D � obszar ograniczony krzywymi y2−x2 = 1 i x2 +y2 = 9 i zawieraj¡cy punkt
(0, 0).

(i) D � czworok¡t o wierzchoªkach: (1, 1), (2, 3), (4, 3), (6, 1).

3. Obliczy¢ caªki:

(a)
∫ ∫
T

√
r2 − y2

x2
dxdy, gdzie T jest trójk¡tem o bokach y = 0, y = rx, x = 1,
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(b)
∫ ∫
T

(6−x− y)dxdy, gdzie T jest trójk¡tem o wierzchoªkach (0, 0), (2, 2), (1, 3)

(c)
∫ ∫
D

x

y
dxdy, gdzie D jest obszarem zde�niowanym przez nierówno±ci: 2 ¬ x ¬

4, 1 ¬ y ¬ x2.

(d) I =
∫ ∫
D

x2

y2
dxdy, gdzie D jest obszarem ograniczonym przez krzywe: x =

2, y = x, xy = 1. Odp. I = 9
4 . Wsk. Która kolejno±¢ caªkowania b¦dzie

wygodniejsza?

(e) I =
∫ ∫
D

(x+5y)dxdy, gdzieD jest trójk¡tem ograniczonym przez proste: y = x,

y = 3x, x = 1. Odp. I = 22
3 .

(f) I =
∫ ∫
D

√
2x2 − y2dxdy, gdzie D jest trójk¡tem ograniczonym przez proste:

y = 0, x = 1, y = x. Odp. I = 1
3

(
π
4 + 1

2

)
.

3.3 Caªki potrójne

1. Obliczy¢ caªki:

(a)
∫ ∫ ∫

C

1
(1 + x+ y + z)3

dxdydz, gdzie C jest sze±cianem [0, 1]3;

(b)
∫ ∫ ∫

V

z dxdydz, gdzie V jest ostrosªupem ograniczonym pªaszczyzn¡ x+y+z =

2 i pªaszczyznami wspóªrz¦dnych;
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4 Zamiana zm. w caªce podwójnej

1. Obliczy¢ caªk¦ z funkcji f(x, y) = y2
√
R2 − x2 po kole o promieniu R i ±rodku w

pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych. Odp. 32
45R

5.

2. Obliczy¢ obj¦to±¢ bryªy ograniczonej pªaszczyznami x = 0, y = 0, z = 0, walcem
x2 + y2 = R2 i paraboloid¡ hiperboliczn¡ z = xy; chodzi o bryª¦ le»¡c¡ w pierwszej
¢wiartce. Odp. 1

8R
4.

3. Obliczy¢ obj¦to±¢ bryªy Vivianiego, tzn. bryªy wyci¦tej walcem x2 + y2 = Rx z kuli
x2 + y2 + z2 = R2. Odp. 6π−8

9 R3.

4. Obliczy¢ obj¦to±¢ bryªy powstaªej przez przeci¦cie pod k¡tem prostym dwu niesko«-
czenie dªugich walców o jednakowej ±rednicy

5. Obliczy¢ pola powierzchni �gur ograniczonych krzywymi o podanych ni»ej równa-
niach. Wyliczenia poprzedzi¢ rozpoznaniem kszteªtu krzywych. Wsk. Wspóªrz¦dne
biegunowe.

(a) (x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2) (lemniskata Bernoulliego). Odp. 2a2.

(b) (x2 + y2)2 = 2ax3. Odp. 5
8πa

2.

(c) (x2 + y2)3 = a2(x4 + y4). Odp. 3
4πa

2.

6. Obliczy¢ pola powierzchni �gur ograniczonych krzywymi o podanych ni»ej równa-
niach. Wyliczenia poprzedzi¢ rozpoznaniem kszteªtu krzywych. Wsk. Uogólnione
wspóªrz¦dne biegunowe: x = ar cosφ, y = br sinφ. Policzy¢ jakobian!

(a)
(
x2

a2
+ y2

b2

)2
= xy

c2
. Odp. a2b2

2c2 .

(b)
(
x2

a2
+ y2

b2

)2
= x2 + y2. Odp. 1

2πab(a
2 + b2).

(c)
(
x2

a2
+ y2

b2

)2
= x2

c2
. Odp. πa3b

2c2 .

7. Znale¹¢ pole ograniczone p¦tl¡ krzywej o poni»szych równaniach. Wsk. Wprowadzi¢
wspóªrz¦dne r, θ okre±lone przez: x = r cos2 θ; y = r sin2 θ.

(a) (x+ y)4 = ax2y. Odp. a2

210 .

(b) (x+ y)3 = axy. Odp. a2

60 .

(c) (x+ y)5 = ax2y2. Odp. a2

1260 .

8. Znale¹¢ pole powierzchni asteroidy x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 . Wsk. Równanie parametryczne

asteroidy jest: x = a cos3 t, y = a sin3 t, t ∈ [0, 2π]. Wprowadzi¢ wspóªrz¦dne r, t
okre±lone przez: x = r cos3 t, y = r sin3 t. Ile wynosi jakobian? Odp. 3

8πa
2.

9. Obliczy¢ caªki:
∫ ∫
C

xydxdy, gdzie C jest (krzywoliniowym) 'czworok¡tem' ograni-

czonym krzywymi:

(a) y = ax3, y = bx3, y2 = px, y2 = qx. Wsk. Wprowadzi¢ wspóªrz¦dne ξ, η
zde�niowane przez: y = ξx3, y2 = ηx.
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(b) y3 = ax2, y3 = bx2, y = αx, y = βx. Wsk. Wprowadzi¢ wspóªrz¦dne ξ, η
zde�niowane przez: y3 = ξx2, y2 = ηx.

4.1

10. Obliczy¢ caªk¦
∫ ∫ ∫

C

zdxdydz, gdzie C jest górn¡ poªow¡ elipsoidy x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
¬ 1.

11. Obliczy¢ caªk¦
∫ ∫ ∫

C

zdxdydz, gdzie C jest bryª¡ ograniczon¡ przez tworz¡c¡ sto»ka

z2 = h2

R2
(x2 + y2) i pªaszczyzn¦ z = h.

12. Obliczy¢ caªk¦
∫ ∫ ∫

C

(x+ y + z)2dxdydz, gdzie C jest wspóln¡ cz¦±ci¡ paraboloidy

x2 + y2 ¬ 2az i kuli x2 + y2 + z2 ¬ 3a2.

13. Znale¹¢ ±rodek ci¦»ko±ci bryªy ograniczonej powierzchniami paraboloidy x2 + y2 =
2az oraz kuli x2 + y2 + z2 = 3a2.

14. Znale¹¢ potencjaª walca w ±rodku jego podstawy.

15. Obliczy¢ potencjaª grawitacyjny sto»ka o jednorodnej g¦sto±ci masy:

(a) w wierzchoªku

(b) w ±rodku podstawy.

16. Obliczy¢ nat¦»enie pola grawitacyjnego sto»ka o jednorodnej g¦sto±ci masy:

(a) w wierzchoªku

(b) w ±rodku podstawy.

Wsk. Mo»na wykorzysta¢ poprzednie zadanie.
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