
1 Pohodne pierwszego rz�du1.1 Podstawowe de�nijeDef. Nieh funkja f b�dzie okre±lona w pewnym przedziale otwartym zawieraj¡ympunkt a. Ilorazem ró»niowym funkji f w punkie a dla przyrostu h nazywamy funkj�
ga(h) =

f(a+ h)− f(a)
h

(1)Pohodn¡ funkji f w punkie a (ozn. f ′(a)) nazywamy grani� ilorazu ró»niowego:
lim
h→0

f(a+ h)− f(a)
h

(2)Inne oznazenia pohodnej: Pohodn¡ funkji f w punkie a oznaza si� te»:
df(x)

dx

∣

∣

∣

∣

∣

x=ab¡d¹ � je±li nie trzeba podawa¢, w jakim punkie jest lizona � jako df(x)
dx

.Oznazenia df(x)
dx

pohodz¡ od Leibniza (XVII w.) � jednego z wynalazów (obok Newtona) rahunkuró»nizkowego. Pohodzenie tej symboliki jest nast�puj¡e: Iloraz ró»niowy (1) mo»na zapisa¢ jako:
przyrost wartości funkcji f

przyrost wartości argumentu x
=
∆f

∆x
;pohodna jest grani¡ ilorazu ró»niowego, i "w graniy" zast�puje si� ∆ przez d.Uwaga. Symbol df(x)

dx
nale»y traktowa¢ jako jedn¡ aªo±¢. O ile wielko±i z liznika zy mianownika� tzn ∆f zy ∆x s¡ dobrze okre±lone, o tyle oddzielnie symbole df , dx � bez dodatkowyh umów � niemaj¡ sensu, lub s¡ bezu»ytezne. (gdyby np. rozpatrywa¢ je w najbardziej narzuaj¡y si� sposób, tzn.jako granie, gdy przyrost argumentu d¡»y do zera, to otrzymaªoby si� zero). Sensowna, b¡d¹ u»ytezna,jest jedynie ih kombinaja df
dx
.Nie oznaza to, »e nie wolno w ogóle posªugiwa¢ si� symbolami w rodzaju df zy dx. Wolno, alejedynie na etapie po±rednim jakiego± rozumowania, którego �naªem b�dzie jaki± w peªni legalny ju»symbol w rodzaju df

dx
zy ∫ f(x)dx.Przykª. f(x) = x2, f ′(3) = 6.Pohodna funkji w punkie ma bardzo wyrazisty sens geometryzny. (RYS.) Roz-patrzmy wykres funkji y = f(x). Ustalmy dodatnie h i przeprowad¹my prrost¡ przezpunkty: (x, f(x)) i (x + h, f(x+ h)). Prost¡ tak¡ nazywamy siezn¡ krzywej. Jak wida¢,iloraz ró»niowy jest tangensem k¡ta αh, który siezna tworzy z osi¡ OX. Gdy h→ 0, tosiezne d¡»¡ do prostej graniznej � styznej do krzywej w punkie x. Tak wi�

f ′(a) = tgα (3)Nie ka»da funkja i¡gªa posiada pohodn¡ (o w ilustraji geometryznej znazy, »enie ka»da krzywa posiada styzn¡, a je±li nawet tak, to taka styzna nie jest jednoznaznieokre±lona). I tak np. funkja f(x) = |x| nie posiada pohodnej w punkie x = 0. Mamybowiem:
lim
h→0+

f(h)− f(0)
h

= +1, oraz lim
h→0−

f(h)− f(0)
h

= −1.1



W powy»szym jednak przypadku mo»emy mówi¢ o pohodnyh jednostronnyh, tzn. gra-niah ilorazów ró»niowyh: lim
h→0+

(pohodna prawostronna) i lim
h→0−

(pohodna lewostron-na). Dokªadniej, mamy:Def. Pohodn¡ prawostronn¡ (lewostronn¡) funkji f w punkie a nazywamy grani�
f ′+(a) = lim

h→0+

f(a+ h)− f(a)
h

, f ′−(a) = lim
h→0−

f(a+ h)− f(a)
h

. (4)S¡ jednak te» funkje, które (w jakim± punkie) w ogóle nie posiadaj¡ pohodnej � anilewo-, ani prawostronnej. Np. funkja:
f(x) = x sin

1

x
dla x 6= 0; f(0) = 0 (5)jest i¡gªa, lez nie posiada pohodnej (ani lewo-, ani prawostronnej) w zerze. Nieist-nienie tej pohodnej wynika np. z nieistnienia graniy lim

x→0
sin 1
x
. Bowiem grania ilorazuró»niowego:

lim
h→0

f(h)− f(0)
h

= lim
h→0
sin
1

hnie istnieje, jak to widzieli±my uprzednio (2 wykªady temu).Istniej¡ tak»e funkje i¡gªe, które nie posiadaj¡ pohodnej w »adnym punkie.Rozwa»amy te» pohodne niesko«zone (ma to miejse, gdy grania ilorazu ró»nio-wego w jakim± punkie d¡»y do niesko«zono±i). I tak np. dla funkji f(x) = √x mamy
f ′+(0) = lim

h→0+

√
h− 0
h
= lim
h→0+

1√
h
=∞(bo lim

h→0

√
h = 0); b¡d¹ dla pohodnej dwustronnej: we¹my f(x) = 3

√
x,

f ′(0) = lim
h→0

3
√
h− 0
h
= lim
h→0

1
3
√
h2
=∞Def. Mówimy, »e funkja jest ró»nizkowalna w przedziale otwartym, je±li posiada po-hodn¡ sko«zon¡ w ka»dym punkie tego przedziaªu. Funkja jest ró»nizkowalna w prze-dziale domkni�tym [a, b], je±li posiada pohodn¡ w ka»dym punkie wewn�trznym prze-dziaªu, a pohodn¡ jednostronn¡ (praw¡ lub lew¡) w lewym /prawym ko«u przedziaªu.Def. Mówimy, »e pohodna f ′(x) funkji f(x) jest i¡gªa w przedziale [a, b], je±li

f ′(x) jest i¡gªa wewn¡trz przedziaªu, pohodna prawostronna jest i¡gªa prawostronniew punkie a, za± pohodna lewostronna � i¡gªa lewostronnie w punkie b.1.2 Pierwsze zastosowania geometryzne i �zyzne pohodnejDef. Przez normaln¡ do krzywej y = f(x) w punkie p = (x, f(x) rozumiemy prost¡,prostopadª¡ do styznej w p i przehodz¡ej przez p.Tak wi�:
• równanie prostej styznej do krzywej y = f(x) w punkie p = (x0, y0), gdzie y0 =
f(x0) jest:

y = f ′(x0)x+ f(x0)− f ′(x0)x0,lub � w postai by¢ mo»e ªatwiejszej do zapami�tania �
y − y0 = f ′(x0)(x− x0). (6)2



• Dla prostej normalnej mamy: Wspóªzynni kierunkowy tej prostej to − 1
f ′(x0)

, o dajerównanie prostej
y = − 1

f ′(x0)
x+ y0 +

x0

f ′(x0)lub w równowa»nej postai
f ′(x0)(y − y0) = −(x− x0). (7)W �zye, znazeniem pohodnej jest pr�dko±¢ (zmiany jakiej± wielko±i �zyznej w zasie).I tak, prototypem wszelkih takih wielko±i jest droga (punktu materialnego jako funkjazasu). Pohodna drogi po zasie � to wªa±nie pr�dko±¢. Analogiznie de�niuje si� innerodzaje pr�dko±i. Np. gdy mamy rozpad promieniotwórzy substanji radioaktywnej, tomo»emy mówi¢ o szybko±i rozpadu (pr�dko±i ubytku masy substanji radioaktywnej).1.3 Ró»nizkowanie funkji elementarnyhZauwa»my najsampierw, »e jest prawdziweTw. Je±li funkja f jest ró»nizkowalna w punkie x, to jest w tym punkie i¡gªa.Dow. Skoro f jest ró»nizkowalna w punkie x, to istnieje i jest sko«zona graniailorazu ró»niowego
lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

;tak wi�
lim
h→0
(f(x+ h)− f(x)) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)
h

· h = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

· lim
h→0
h = 0,o oznaza, »e f jest i¡gªa w punkie x. CBDOTw. Pohodna funkji staªej: f(x) = c jest równa 0:

dc

dx
= 0 (8)Dow. Bowiem: f(x+ h) = c, f(x) = c, o daje

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= 0. CBDOTw. Pohodna funkji identyzno±iowej f(x) = x jest równa 1:
dx

dx
= 1. (9)Dow. Mamy:

lim
h→0

(x+ h)− x
h

= lim
h→0

h

h
= 1.Tw. Mamy nast�puj¡e wzory dotyz¡e ró»nizkowania sumy, ró»niy, ilozynu i ilo-razu funkji ró»nizkowalnyh. Je±li f(x), g(x) s¡ ró»nizkowalne w punkie x, to mamy

d(f(x)± g(x))
dx

=
df(x)

dx
± dg(x)
dx

lub króej (f(x)± g(x))′ = f ′(x)± g′(x) ; (10)3



d(f(x) · g(x))
dx

=
df(x)

dx
· g(x) + dg(x)

dx
· f(x) lub (f(x) · g(x))′ = f ′(x)g(x) + g′(x)f(x)(11)

d

(

f(x)
g(x)

)

dx
=
df(x)
dx
· g(x)− dg(x)

dx
· f(x)

g2(x)
lub (

f(x)
g(x)

)′
= f

′(x)g(x)−g′(x)f(x)
g2(x)

(12)Dow. (10) (dla sumy):
(f(x) + g(x))′ = lim

h→0

(f(x+ h) + g(x+ h))− (f(x) + g(x))
h

= lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

+ lim
h→0

g(x+ h)− g(x)
h

= f ′(x) + g′(x);dla ró»niy dowód jest analogizny.Dow. (11)
(f(x) · g(x))′ = lim

h→0

f(x+ h) · g(x+ h)− f(x) · g(x)
h

(f(x)·g(x))′ = lim
h→0

(f(x+ h) · g(x+ h)− f(x+ h) · g(x)) + (f(x+ h) · g(x)− f(x) · g(x))
h

= lim
h→0
f(x+ h)

g(x+ h)− g(x)
h

+ lim
h→0
g(x)
f(x+ h)− f(x)

h
= f ′(x) · g(x) + g′(x) · f(x).Dow. (12). Poka»emy najsampierw:

d

(

1
f(x)

)

dx
= − 1

f 2(x)

df(x)

dx
. (13)Mamy bowiem:

d

(

1
g(x)

)

dx
= lim
h→0

(

1

g(x+ h)
− 1

g(x)

)

=

− 1

lim
h→0
g(x+ h)

· 1
g(x)
· lim
h→0

g(x+ h)− g(x)
h

= − 1

g2(x)
· dg(x)
dx
, (14)bo lim

h→0
g(x+h) = g(x); i ponadto, poniewa» g(x) 6= 0, to istnieje takie δ > 0, »e dla |h| < δzahodzi g(x+ h) 6= 0, tak wi� wszystkie wyra»enia w (14) s¡ dobrze okre±lone.Teraz (12) wynika z (11) oraz (13):
(

f(x)
1

g(x)

)′
= f ′(x) · 1

g(x)
+ f(x) ·

(

− 1

g2(x)

)

=
f ′(x)g(x)− g′(x)f(x)

g2(x)
. (15)Wniosek. Podstawiaj¡ we wzorah (10) oraz (11): f(x) = c, otrzymamy:

(f(x) + c)′ = f ′(x), (16)
(c · f(x))′ = cf ′(x). (17)Wzór (16) mówi, »e przesuni�ie wykresu funkji f(x) wzdªu» osi 0Y nie ma wpªywu nawarto±¢ k¡ta, tworzonego przez styzn¡ z osiami (RYS.). Wzór natomiast (17) mówi, »e4



je»eli przeskalujemy wykres funkji y = f(x) c razy, to tyle samo razy zwi�kszy si� tangensk¡ta nahylenia styznej.Tw.
(xn)′ = nxn−1 dla n ∈ N. (18)Dow. Dowodzi si� indukyjnie. Dla n = 0 i n = 1 wzór ten jest prawdziwy � p. (8) i (9).Zaªózmy teraz, »e wzór jest prawdziwy dla n− 1, i mamy dla n, z wykorzystaniem (11)

(xn)′ = (x · xn−1)′ = 1 · xn−1 + x · (n− 1) · xn−2 = n · xn−1. CBDOTw. (xn)′ = nxn−1 dla n ∈ Z.Dow. We¹my teraz n < 0. Mamy, z (14) i (18)
(xn)′ =

(

1

x−n

)′
= − 1
x−2n
(x−n)′ = n · x−n−1 · 1

x2n
= n · xn−1. CBDOUwaga. Wzór ten sªuszny jest te» dla dowolnyh wykªadników rzezywistyh, o udowod-nimy nieo pó¹niej.Z pokazanyh wªa±nie faktów wynika od razuTw. (wzór na pohodn¡ wielomianu).

(anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0)′ = nanxn−1 + · · ·+ 2a2x+ a1.Tw. (sin x)′ = cosx.Dow.
(sin x)′ = lim

h→0

sin(x+ h)− sin x
h

= lim
h→0

2

h
· sin(h
2
) · cos(x+ h

2
) =

= lim
h→0

sin(h
2
)

h
2

· lim
h→0
cos(x+

h

2
) = cos x (19)Tw. (cos x)′ = − sin x. Dow.

(cosx)′ = lim
h→0

cos(x+ h)− cosx
h

= lim
h→0

−2
h
· sin(h
2
) · sin(x+ h

2
) =

= −lim
h→0

sin(h
2
)

h
2

· lim
h→0
sin(x+

h

2
) = sin x (20)Tw.

(tg x)′ =
1

cos2 x
.Dow.

(tg x)′ =
(

sin x

cosx

)′
=
(sin x)′ cos x− (cosx)′ sin x

cos2 x
=
cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=
1

cos2 x
.Tw. (ln x)′ = 1

x
i ogólniej(loga x)′ = 1

x ln a
. 5



Dow.
(ln x)′ = lim

h→0

ln(x+ h)− ln x
h

= lim
h→0

1

h
ln

(

1 +
h

x

)

= lim
h→0

1

x
ln





(

1 +
h

x

)
x
h



 .Podstawmy teraz y = h
x
. Poniewa» lim

h→0
y = 0, to

lim
h→0

ln(x+ h)− lnx
h

= lim
h→0

1

x
ln





(

1 +
h

x

)
x
h



 =
1

x
lim
y→0
ln(1 + y)

1

y .Mamy: lim
y→0
(1+y)

1

y = e. Pami�taj¡, »e logarytm jest funkj¡ i¡gª¡ wsz�dzie w dziedzinie,a w szzególno±i dla warto±i argumentu równej e, mamy
lim
y→0
ln(1 + y)

1

y = ln lim
y→0
(1 + y)

1

y = ln e = 1,zatem
(ln x)′ =

1

x
.Drug¡ z�±¢ twierdzenia otrzymamy z wªasno±i logarytmu:

(loga x)
′ =

(

ln x

ln a

)′
=
1

ln a
(lnx)′ =

1

x ln a
.1.4 Pohodna funkji odwrotnejNieh b�dzie dana w przedziale [a, b] funkja ró»nizkowalna i ró»nowarto±iowa y = f(x).Wiadomo, »e istnieje wówzas funkja odwrotna f−1 (któr¡ oznazymy tu g: x = g(y)),i¡gªa w przedziale [f(a), f(b)] (lub [f(b), f(a)] � zale»nie od tego, zy f jest rosn¡a zymalej¡a). Poka»emy, »e w tym przedziale funkja g te» jest ró»nizkowalna, a przy okazjiwyprowadzimy wzór na pohodn¡ funkji odwrotnej. Mianowiie mamyTw. Je±li f(x) = y tzn. x = g(y), to

g′(y) ≡ dg(y)
dy
=
1

f ′(x)
=
1
df(x)
dx

. (21)przy zaªo»eniu »e f ′(x) 6= 0.Dow. Przy zadanym x we¹my k = f(x + h) − f(x). Mamy wi� f(x + h) = y + k,tzn. x+h = g(y+ k), sk¡d h = g(y+ k)− g(y). Mo»emy wi� traktowa¢ h jako funkj� k.Ze wzgl�du na i¡gªo±¢ funkji g, mamy lim
k→0
h(k) = 0, a ponadto dla k 6= 0 mamy h 6= 0,poniewa» funkja g jest ró»nowarto±iowa. Mamy wi�:

g′(y) = lim
k→0

g(y + k)− g(y)
k

= lim
h→0

h

f(x+ h)− f(x) =
1

f ′(x)
.Przy drugiej równo±i powy»ej korzystali±my z faktu, i» dla funkji i¡gªyh F (x), G(y)mamy: Je±li y0 = F (x0), to lim

x→x0
G(F (x)) = lim

y→y0
G(y). CBDO6



Uwaga. Twierdzenie powy»sze ma ilustraj�/interpretaj� geometryzn¡. Rozpatrzmykrzyw¡ dan¡ równaniem y = f(x). Poprowad¹my w jakim± punkie (x0, y0 (tu y0 = f(x0))styzn¡ do tej krzywej i znazmy przez α k¡t utworzony przez styzn¡ z osi¡ OX, a przez
β � k¡t utworzony przez styzn¡ z osi¡ OY . Ozywi±ie α = π

2
− β. Wówzas tg β = ctgαzyli tg β = 1

tgα
� zgodnie z wzorem (21).Za pomo¡ powy»szego twierdzenia polizymy pohodne kolejnyh funkji elementar-nyh.Tw. (ex)′ = ex i, ogólniej, (ax)′ = ax ln a.Dow. We¹my y = f(x) = ex; wtedy x = f−1(y) ≡ g(y) = ln y. Mamy: g′(y) = 1

y
=

1
ex
= 1
f ′(x)

, a ostatnia równo±¢ to wªa±nie f ′(x) = (ex)′ = ex.W ogólniejszym przypadku (ax)′, bierzemy y = f(x) = ax, a dla funkji odwrotnej
x = g(y) = loga y. Pami�tamy, »e g′(y) = 1

y ln a
= 1
f ′(x)
=⇒ f ′(x) = ax ln a. CBDOTw. a) (arcsin x)′ = 1√

1−x2 , b)(arccos x)′ = − 1√
1−x2 .Dow. a) We¹my y = f(x) = arcsin x i wtedy x = g(y) = sin y. Mamy: g′(y) = cos y =

√

1− sin2 y =
√
1− x2 = 1

f ′(x)
, (znak pierwiastka to plus, bo x ∈ [−π

2
,+π
2
]), a ostatniarówno±¢ to f ′(x) = (arcsin x)′ = 1√

1−x2 .b) Rozwa»ania s¡ analogizne: y = f(x) = arccosx, x = g(y) = cos y; jedyna ró»niajest w znaku, bo g′(y) = − sin y i dalej jak w a), z wynikiem ko«owym (arccosx)′ =
− 1√
1−x2 . CBDOTw. (arctgx)′ = 1

1+x2
.Dow. Dla y = f(x) = arctgx jest x = g(y) = tg y, g′(y) = 1

cos2 y
; st¡d f ′(x) = cos2 y =

1
1+tg2 y

= 1
1+(tg(arctg(x))2

= 1
1+x2

.1.5 Ekstrema funkji. Twierdzenie Rolle'aDef. Nieh funkja f b�dzie okre±lona w otozeniu punktu a (tzn. w jakim± przedzialeotwartym, zawieraj¡ym a). Je±li istnieje takie δ > 0, »e
∀h:|h|<δ : f(a+ h) ¬ f(a), (22)to mówimy, »e funkja f(x) ma maksimum w punkie a.Je±li za ± przy analogiznyh zaªo»eniah mamy nierówno±¢:
f(a+ h)  f(a), (23)to mówimy, »e funkja f(x) ma minimum w punkie a.Innymi sªowy, w punkie a wyst�puje maksimum (minimum), je±li istnieje takie oto-zenie U punktu a, »e f(a) jest najwi�ksz¡ (najmniejsz¡) lizb¡ w zbiorze warto±i, jakiefunkja f przyjmuje na U .Je±li we wzorah (22) i (23) zast¡pi¢ znaki  (¬) przez > (<), to mamy do zynieniaz maksimum (minimum) wªa±iwym.Def. Maksima i minima obejmujemy wspóln¡ nazw¡ ekstremów funkji f .Przykª.1. Funkja x2 posiada minimum w punkie x = 0;7



2. funkja cosx posiada maksima w punktah 2kπ, k ∈ Z oraz minima w punktah
(2k + 1)π, k ∈ Z.3. funkja |x| posiada minimum w x = 0.Z poj�iem ekstremum ±i±le jest zwi¡zane (ale ró»ne) poj�ie kresów warto±i funkjina zbiorze. Ekstrema s¡ poj�iami lokalnymi: Aby stwierdzi¢, zy funkja posiada ekstre-mum w danym punkie a, wystarzy zna¢ warto±i funkji w dowolnie maªym otozeniupunktu a. Natomiast wyznazenie kresów zbioru warto±i funkji na zbiorze X wymagaznajomo±i funkji na aªym X.Z de�niji maksimum wynika natyhmiastTw. Je±li funkja f okre±lona w przedziale [a, b] osi¡ga kres górny w punkie c nale-»¡ym do wn�trza tego przedziaªu (tzn. a < c < b), to funkja posiada maksimum w c.(analogiznie dla kresu dolnego i minimum). CBDOJe±li oka»e si�, »e kres górny funkji jest osi¡gany w jednym z ko«ów przedziaªu [a, b](np. w a), to nie mówimy, i» w tym punkie funkja posiada maksimum, poniewa» funkjanie jest okre±lona w otozeniu a. Np. funkja y = x na zbiorze X = [0, 1] posiada kresgórny równy 1; nie nazywamy go jednak maksimum.Tw. . Je±li funkja f jest ró»nizkowalna w punkie c i posiada w tym punkie ekstre-mum, to f ′(c) = 0.Dow. Zaªó»my, »e f posiada w punkie c maksimum (je±li minimum, to rozumowaniejest analogizne). We¹my wi� takie δ > 0, aby dla dowolnego h takiego, »e|h| < δ,zahodziªa nierówno±¢ f(c+ h)− f(c) ¬ 0. Dziel¡ przez h, otrzymujemy
f(c+ h)− f(c)

h
¬ 0 dla h > 0, f(c+ h)− f(c)

h
 0 dla h < 0.Poniewa» z zaªo»enia istnieje pohodna f ′(c), to

f ′+(c) = f
′
−(c) = f

′(c).Z poprzednih nierówno±i wynika jednak, »e f ′+(c) ¬ 0 ¬ f ′−(c). Musi wi� by¢
f ′+(c) = 0 = f

′
−(c), o znazy, »e f ′(c) = 0. CBDOUwaga. Twierdzenie odwrotne nie zahodzi: Równo±¢ f ′(c) = 0 mo»e by¢ speªniona, mimoi» funkja f nie posiada ekstremum w c. Jest tak np. dla funkji f(x) = x3 w punkie

x = 0.Def. Je±li funkja jest ró»nizkowalna w x = a i f ′(a) = 0, to punkt x = a nazywamypunktem krytyznym funkji f .Uwaga. Istnienie ekstremum funkji ró»nizkowalnej w punkie c oznaza, »e styznado krzywej y = f(x) w punkie (c, f(c) jest równolegªa do osi OX (z mo»liwo±i¡, »e si�z t¡ osi¡ pokrywa).Tw. (Rolle'a). Nieh funkja f b�dzie i¡gªa w przedziale domkni�tym [a, b] i ró»niz-kowalna wewn¡trz tego przedziaªu. Je±li f(a) = f(b), to istnieje takie c, »e a < c < b oraz
f ′(c) = 0.Dow. Je±li funkja f jest staªa, to ∀x∈[a,b]f ′(x) = 0. Mo»na wtedy wzi¡¢ dowolny
x ∈]a, b[ i teza tw. Rolle'a b�dzie speªniona.8



Zaªó»my wi�, »e funkja f nie jest staªa; np. nieh przyjmuje warto±i wi�ksze od
f(a). Oznazaj¡ przez M kres górny zbioru warto±i funkji na przedziale [a, b], mamy:
M > f(a). Zatem, z tw. Weierstrassa, istnieje takie c ∈ [a, b], »e f(c) =M . Przy tym a 6=
c 6= b, poniewa» z zaªo»enia f(a) = f(b); zatem a < c < b. To znazy, »e funkja f osi¡gakres górny w punkjie c poªo»onym wewn¡trz przedziaªu [a, b]. Zgodnie z twierdzeniemniedawno udowodnionym funkja f posiada w punkie c maksimum, o z kolei implikuje(pami�taj¡ o róznizkowalno±i f wewn¡trz przedziaªu), »e f ′(c) = 0. CBDORys. � ilustraja tw. Rolle'a.Uwaga. Twierdzenie Rolle'a mo»na tak sformuªowa¢: Je±li f(x) = f(x+ h), to istniejetakie θ : 0 < θ < 1, »e

f ′(x+ θh) = 0. (24)przy tyh samyh zaªo»eniah, tzn. funkja f ma by¢ ró»nizkowalna wewn¡trz przedziaªu
[x, x + h] (lub [x + h, x], je±li h < 0; nie zakªadamy tu, »e h > 0 lez jedynie »e h 6= 0) ii¡gªa w x oraz x+ h.1.6 Twierdzenie Lagrange'a i Cauhy'egoTw. (Lagrange'a). Zaªó»my (podobnie jak w tw. Rolle'a), »e funkja f jest i¡gªa wprzedziale [a, b] i ró»nizkowalna wewn¡trz tego przedziaªu. Zahodzi wówzas wzór

f(b)− f(a)
b− a = f ′(a + θh), (25)gdzie h = b− a oraz θ ∈]0, 1[.Uwaga. Wzór ten nazywany jest te» wzorem Lagrange'a na warto±¢ ±redni¡, lub twier-dzeniem o przyrostah sko«zonyh.Rys. � ilustraja tw. Lagrange'a.Wida¢, »e szzególnym przypadkiem (gdy f(a) = f(b)) jest tw. Rolle'a. Okazuje si�,»e dowód tw. Lagrange'a mo»na sprowadzi¢ do tw. Rolle'a.Dow. We¹my mianowiie funkj�

g(x) = f(a)− f(x) + (x− a)f(b)− f(a)
b− a (26)i ponadto g(x) jest i¡gªa na [a, b] i ró»nizkowalna w ]a, b[; jej pohodna jest

g′(x) = −f ′(x) + f(b)− f(a)
b− aPonadto g(b) = 0 = g(a), zatem g(x) speªnia zaªo»enia tw. Rolle'a. Skoro tak, to pohodna

g′(x) znika w pewnym punkie mi�dzy a i b. Mo»emy to wypowiedzie¢ tak, »e istnieje takie
θ : 0 < θ < 1, »e

g′(a+ θh) = 0 tzn. 0 = −f ′(a+ θh) + f(b)− f(a)
b− a ,zyli zahodzi wzór z tezy tw. Lagrange'a. CBDO9



Uwaga. W sposób podobny, jak wzór (24) przy tw. Rolle'a, mo»na tez� tw. Lagrange'asformuªowa¢ jako:Dla funkji f ró»nizkowalnej wewn¡trz przedziaªu [x, x+ h] i i¡gªej na [x, x+ h] (todla h > 0; dla h < 0 jest to przedziaª [x+ h, x]) istnieje takie θ : 0 < θ < 1, »e
f(x+ h) = f(x) + f ′(x+ θh) · h. (27)Z tw. Lagrange'a wypªywaj¡ dwa wnioski, bardzo wa»ne dla rahunku aªkowego:Tw. Je±li ∀x∈]a,b[ zahodzi f ′(x) = 0, to funkja w tym przedziale jest staªa.Dow. Na moy udowodnionego dopiero o wzoru (27), mamy bowiem dla ka»dego xi h: f(x) = f(x+ h), o oznaza, »e f(x) =onst. CBDOTw. Je±li ∀x∈]a,b[ zahodzi f ′(x) = g′(x), to f(x) = g(x)+onst.Dow.Mamy: (f(x)−g(x))′ = f ′(x)−g′(x) = 0, zyli funkja f(x)−g(x) ma pohodn¡równ¡ zeru. Na moy dopiero o udowodnionego twierdzenia znazy to, »e f(x) − g(x)jest staªa, tzn. f(x) = g(x)+onst. CBDOTw. (Cauhy'ego; zasem z przydomkiem: O warto±i ±redniej). Je±li funkje f i g s¡ i¡gªena przedziale [a, b] i ró»nizkowalne wewn¡trz oraz je±li ∀x∈]a,b[ jest g′(x) 6= 0, to istniejetakie θ ∈]0, 1[, »e
f(b)− f(a)
g(b)− g(a) =

f ′(a + θh)

g′(a + θh)
, (28)gdzie h = b− a.Przed dowodemUwaga. Twierdzenie Lagrange'a otrzymuje si� z tw. Cauhy'ego, je±li podstawi¢ g(x) =

x. Okazuje si�, »e tak»e tw. Cauhy'ego wynika z tw. Lagrange'a, ale tu trzeba zaargu-mentowa¢ nast�puj¡o:Dow. We»my funkj�
G(x) = f(a)− f(x) + (g(x)− g(a))f(b)− f(a)

g(b)− g(a)(mianownik g(b)−g(a) jest ró»ny od zera ze wzgl�du na zaªo»enie, »e wsz�dzie w przedziale
]a, b[ mamy g′(x) 6= 0 i tw. Rolle'a).Funkja G(x) speªnia zaªo»enia tw. Rolle'a: Jest ró»nizkowalna i i¡gªa jak trzeba,oraz G(a) = 0 = G(b). Pohodna funkji G(x) jest

G′(x) = −f ′(x) + g′(x)f(b)− f(a)
g(b)− g(a) ; (29)zatem (z tw. Rolle'a) istnieje takie θ ∈]a, b[, »e G′(a + θh) = 0. Podstawiaj¡ x = a+ θhwe wzorze (29), otrzymujemy (28).Analogiznie do sposobu, w jaki tw. Rolle'a i Lagrange'a byªy wyra»ane wzorami (24)i (27), mo»na tw. Cauhy'ego sformuªowa¢ tak: Istnieje θ ∈]0, 1[ takie, »e

f(x+ h)− f(x)
g(x+ h)− g(x) =

f ′(x+ θh)

g′(x+ θh)
. (30)Uwaga: W powy»szym wzorze θ jest TO SAMO w lizniku i mianowniku.10



1.7 Ró»nizkowanie funkji zªo»onyhNieh y = f(x), z = g(y), przy tym funkja g jest okre±lona na zbiorze warto±i funkji f ;ponadto nieh f i g b�d¡ ró»nizkowalne, a pohodna g′ nieh b�dzie i¡gªa. Nast�puj¡ywzór wyra»a pohodn¡ funkji zªo»onej g(f(x)) przez pohodne f ′ i g′.Tw.
(g(f(x))′ = f ′(x) · g′(f(x)), tzn.d(g(f(x))

dx
=
df(x)

dx
·
[

dg(y)

dy

]

y=f(x)

. (31)Dow. Przy danyh x i h 6= 0 we¹my k = f(x+ h)− f(x), tzn. f(x+ h) = y + k.Zastosujmy teraz wzór Lagrange'a na warto±¢ ±redni¡ w wersji (27) do funkji g;otrzymamy
g(f(x+ h))− g(f(x))

h
=
g(y + k)− g(y)

h
= g′(y+ θk) · k

h
= g′(y+ θk) · f(x+ h)− f(x)

h
.dla pewnego θ ∈]0, 1[ (pami�tajmy, »e θ jest pewn¡ funkj¡ h). Co stanie si� z powy»szymwyra»eniem, gdy we¹miemy jego grani� przy h→ 0? Otó» ze wzgl�du na i¡gªo±¢ funkji

g, mamy lim
h→0
k = 0, a poniewa» 0 < θ < 1, to równie» lim

h→0
θk = 0. Skoro tak, to lim

h→0
(y +

θk) = y, o � w poª¡zeniu z i¡gªo±i¡ funkji g′ � daje
lim
h→0
g′(y + θk) = g′(y) = g′(f(x)).Mamy wi�:

dg(f(x))

dx
= lim
h→0

g(f(x+ h))− g(f(x))
h

= lim
h→0
g′(y+θk)lim

h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= g′(f(x))·f ′(x).Przykª. (sin2 x)′ na dwa sposobyPrzykª.(esinx)′ = ...Przykª. Udowodnimy teraz anonsowany wze±niej wzór
(xa)′ = axa−1 dla a ∈ R.Dow. Napiszmy xa w postai: xa = ea lnx i ze wzoru na pohodn¡ funkji zªo»onej

(xa)′ = (ea lnx)′ =
dea lnx

dx
=
da ln x

dx
· de

y

dy

∣

∣

∣

∣

∣

y=a lnx

= a
1

x
ey|y=a lnx = ax−1xa = axa−1CBDONiejednokrotnie trzeba kilkakrotnie zastosowa¢ twierdzenie o pohodnej funkji zªo»onej.Mamy np. pohodn¡ funkji trzykrotnie zªo»onej:

h(g(f(x)))′ = f ′(x) · g′(f(x)) · h′(g(f(x))Sztuzka mnemotehnizna: Wzór powy»szy mo»na zapami�ta¢ np. w nast�puj¡y sposób:Oznazmy: y = f(x), z = g(y), w = h(z), oraz W (x) = h(g(f(x))). Mo»na wtedy napisa¢
dW

dx
=
dw

dz
· dz
dy
· dy
dx
,pami�taj¡, w jakih punktah s¡ lizone wszystkie pohodne.W powy»szym wzorze pohodne zahowuj¡ si� jak uªamki. Ale UWAGA! Jest to zbie»-no±¢ przypadkowa; inne pohodne (zwª. z¡stkowe) ju» si� tak nie zahowuj¡!Uwaga � wzór na pohodn¡ funkji odwrotnej z wzoru na pohodn¡ funkji zªo»onej11



1.8 Zwi¡zek mi�dzy znakiem pohodnej a monotonizno±i¡ funk-jiZ tw. Lagrange'a wynika nast�puj¡y zwi¡zek pomi�dzy znakiem pohodnej a tym, zyfunkja ro±nie, zy maleje.Tw. * Je±li ∀x∈[a,b] zahodzi nierówno±¢ f ′(x) > 0, to funkja f jest w tym przedziale±i±le rosn¡a. Je±li mamy f ′(x) < 0, to funkja f jest ±i±le malej¡a.Dow. Z wzoru (27) mamy, dla h > 0: f(x + h) > f(x) je±li w przedziale [x, x + h]pohodna jest stale dodatnia, b¡d¹ f(x + h) < f(x), je±li pohodna jest stale ujemna.Czyli funkja jest ±i±le rosn¡a w pierwszym przypadku, a ±i±le malej¡a w drugim.CBDOUwaga. Je±li zaªo»y¢, »e zahodzi nierówno±¢ nieostra f ′(x)  0 (f ′(x) ¬ 0), to w teziemamy, »e funkja jest rosn¡a (malej¡a).Zahodzi równie» twierdzenie odwrotne do powy»szego:Tw. Je±li funkja f jest ró»nizkowalna w punkie c i ro±nie (maleje) w jakim± prze-dziale ]a, b[ zawieraj¡ym ten punkt, to f ′(c)  0 (odpowiednio f ′(c) ¬ 0).Dow. Je±li f ro±nie, to dla h > 0 mamy
f(c+ h)− f(c)  0 =⇒ f(c+ h)− f(c)

h
 0i przehodz¡ do graniy lim

h→0
otrzymujemy f ′(c)  0.Je±li funkja f maleje, to rozumowanie jest analogizne. CBDOZ tw. * wynikaTw. Je±li f ′(c) > 0 i pohodna f ′(x) jest i¡gªa w punkie c, to funkja f jest ±i±lerosn¡a w pewnym otozeniu punktu c.Analogiznie: Je±li f ′(c) < 0 i pohodna f ′(x) jest i¡gªa w punkie c, to funkja fjest ±i±le malej¡a w pewnym otozeniu punktu c.Dow. Poniewa» funkja f ′(x) jest i¡gªa w c, to nierówno±¢ f ′(c) > 0 mówi, »e wpewnym otozeniu punktu c funkja f ′(x) jest dodatnia: ∃δ>0 : ∀h<δ : f ′(c + h) > 0.Znazy to, »e pohodna f ′ jest dodatnia ∀x : c− h < x < c+ h. Na moy Tw. *, funkja

f jest rosn¡a w tym przedziale. CBDOUwaga. Powy»sze twierdzenie mo»na przeformuªowa¢ w nast�puj¡y sposób:i) Je±li f ′(c) 6= 0, to (przy zaªo»eniu i¡gªo±i pohodnej) funkja f jest ró»nowarto-±iowa w pewnym otozeniu punktu c, tzn. dla ]c− δ, c+ δ[ (δ > 0). Skoro tak, to funkja
f posiada w tym przedziale funkj� odwrotn¡ x = g(y), zyli równanie: y = f(x) posiadaw tym przedziale dokªadnie jedno rozwi¡zanie..ii) Jak wiemy, pohodna tej»e funkji odwrotnej g′(y) jest odwrotno±i¡ pohodnejfunkji f ′(x).iii) Powy»sze fakty: Przy zaªo»eniu f ′(c) 6= 0 istnieje w otozeniu punktu f(c) funkja odwrotna, lub»e równanie: y = f(x) ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie o otozeniu punktu c � przenosz¡ si� na wy»szewymiary, tzn. zahodz¡ dla odwzorowa« R

n → R
n. Ozywi±ie koniezne jest stosowne uogólnienie poj�¢.B�dzie o tym mowa w semestrze II.
12



1.9 Wyra»enia nieoznazone i reguªa de l'HospitalaCz�sto zdarza si� koniezno±¢ oblizania grani postai nast�puj¡ej:
lim
x→a
f(x)

g(x)
, gdzie f(a) = 0 = g(a). (32)Wyra»enia tego rodzaju nosz¡ nazw� wyra»e« nieoznazonyh typu 0

0
.Tw. Je±li funkje f i g s¡ i¡gªe w przedziale domkni�tym [a, b] i s¡ ró»nizkowalnewewn¡trz tego przedziaªu i je±li f(a) = 0 = g(a), to

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
(33)przy zaªo»eniu, »e ta ostatnia grania istnieje.Dow. Kluzem do dowodu jest twierdzenie Cauhy'ego o warto±i ±redniej (2 stronywze±niej).Oznazmy: x = a+ h. Nale»y dowie±¢, »e

lim
h→0+

f(x+ h)

g(x+ h)
= lim
h→0+

f ′(x+ h)

g′(x+ h)
. (34)Ale: Równo±i: f(a) = 0 = g(a) i wzór Cauhy'ego (28) daj¡:

f(a+ h)

g(a+ h)
=
f(a+ h)− f(a)
g(a+ h)− g(a) =

f ′(a+ θh)

g′(a + θh)dla pewnego θ ∈]0, 1[.Oznazmy F (x) = f ′(x)
g′(x)

. Z zaªo»enia lim
h→0+
F (a+ h) istnieje. Poniewa» za± lim

h→0+
= 0, tote» lim

θh→0+
= 0 i, o za tym idzie, lim

h→0+
F (a + θh) te» istnieje i jest równe lim

h→0+
F (a + h);mamy wi�

lim
h→0+

f ′(x+ θh)

g′(x+ θh)
= lim
h→0+

f ′(x+ h)

g′(x+ h)sk¡d otrzymujemy wzór (33). CBDOAnalogizne twierdzenie mamy w przypadku graniy lewostronnej.W przypadku, gdy pohodne f ′ i g′ s¡ i¡gªe w punkie a, a ponadto g′(a) 6= 0, zewzoru (33) (plus jego odpowiednika dla graniy lewostronnej) natyhmiast wynika wzórde l'Hospitala:
lim
x→a
f(x)

g(x)
=
f ′(a)

g′(a)
(35)Uwaga: Po prawej stronie powy»szego wzoru nie ma graniy!Analogizne wzory mamy w przypadku grani jednostronnyh i pohodnyh jedno-stronnyh.Przykª.

lim
x→0
ln(1 + x)

x
; lim
x→0
ex − 1
xUwaga. Je±li zdarzy si�, »e po prawej stronie wyra»enia (35) mamy f ′(a) = g′(a) = 0,to tego» wzoru nie daje si� stosowa¢. Ale mo»na post�powa¢ rekurenyjnie! tzn. bada¢wy»sze pohodne. 13



Uwaga. Powy»sze twierdzenia dotyzyªy wyra»e« typu 0
0
. Przez sztuzki z zamian¡zmiennyh i inne, mo»na te» lizy¢ inne wyra»enia nieoznazone: ∞∞ ; ∞−∞; 1∞; 00; ∞0.NA �WICZENIA: Powy»sze typy grani z wyprowadzeniami i przykªada-mi; oraz asymptoty funkji.
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