1 Szeregi nieskonczone

1.1 Definicje i przyklady

Dla danego ciagu {a,} utwoérzmy nowy ciag {s,} , zdefiniowany jako:
§1=0a1, Sy =01+ 0y, ..., Sy =a1+ay+ -+ a, =) aj (1)
j=1

Def. Jesli wyzej zdefiniowany ciag {s,} posiada granice, to granice te oznaczamy sym-
bolem:
o0 n
> o0 = Jim s, = Jin 3o
1 nazywamy sumgq szeregu nieskonczonego a; + as + --- + a, + .... Mowimy w takim
przypadku, ze szereg jest zbiezny. Jesli powyzsza granica nie istnieje, to mowimy, ze szereg
jest rozbieznosci.
Uwaga. Szeregi mozemy wiec uwazac za szczegolny przypadek ciagéw. Maja one jednak
swoja specyfike, a przy tym sg na tyle wazne, ze rozwaza sie je na ogo6t odrebnie.
Przyktadem takiej pewnej odrebnosci probleméw przy rozwazaniu ciggow i szeregdow
jest problem ich zbieznosci. W przypadku ciagoéw (przynajmniej tych ktore rozwazalismy)
w wiekszosci przypadkow umiemy policzy¢ ich granice. Inaczej jest z szeregami: Za pomoca
dostepnych nam $rodkow rzadko umiemy znalez¢ wartos¢ granicy i najczesciej rozwazanym
problemem jest problem zbieznosci szeregu.
Def. Ciag {s,} nazywamy ciagiem sum czesciowych szeregu nieskonczonego. Przykt.

1. Szereg: 1 +1+ 1+ ... jest rozbiezny do oo, poniewaz s, = n.

2. Szereg geometryczny 1+ q + ¢* + -+ + ¢* + ... jest zbiezny, gdy |¢| < 1. Mamy

bowiem: "
1 _ n
g, =1
l—q
idla|q| <1 ciag {s,} jest zbiezny, a jego granica jest
1
lims,, = ——

3. Szereg 1 — 1+ 1—1+ 1+ ... jest rozbiezny; ciag {s,} jest w tym przypadku:

1,0,1,0,1,... i nie posiada ani wlasciwej, ani niewtasciwej granicy.
Def. n—ta reszta szeregu a; + ay + - - - 4+ a,, + ... nazywamy szereg
o0
Tn = Gpy1 +Apyo+ -0 = Z Ay - (2)
m=n+1

Stw. Jesli szereg a; + as + - - -+ a, + ... jest zbiezny, to nlirgorn = 0.
Dow. Zauwazmy, ze jesli szereg ay +as+---+a, + ... jest zbiezny, to réwniez szereg
(2) jest zbiezny przy kazdej wartosci n. Poniewaz

o0
rn = lm (aps1 + apgo + -+ apyg) = lim s, — s, = Z Qm — Sns
k—o0 k—o0 me1

1



wiec
o (o] [o¢]
1111_{10107’”: Z am—JLrlélosn: Z A, — Zamzo.
m=1 m=1 m=1
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1.2 Ogéblne wlasno$ci szeregéw zwigzane ze zbiezno$cia

Niektore wlasnosci szeregdéw sa bezposrednimi konsekwencjami wlasnosci ciggow. W tej
Subsection wymienimy wtasnie takie.

Tw. (Warunek Cauchy’ego). Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby szereg
a1+ as + ... byl zbiezny, jest, aby:

Ves0TkenVmen ¢ |@kt1 + Qpro + - + Qprm| < € (3)

Dow. Widzielismy, ze zbieznos¢ szeregu jest rownowazna zbieznoéci jego sum cze$ciowych.
Ponadto, przypomnijmy sobie warunek Cauchy’ego zbieznosci ciagu {s,} : Mowil on, iz

VE>03kENVmEN : |Sk+m - Sk| <€,

a 7e s, jest n—ta suma czesciowy szeregu, to otrzymujemy warunek (3).
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Tw. Jedli szereg ay + as + ... jest zbiezny, to lim a,, = 0.
n—oo
Uwaga: Innymi stowy, jesli lim a,, # 0, to szereg a; + as + ... nie jest zbiezny.
n—oo
Dow. Mamy: a,, = s, — S,,_1, co daje
lima, = lims, — lims,_; =0,
n—oo n—oo n—oo
poniewaz lim s, = lim s,,_;.
n—oo n—oo
CBDO

Uwaga: Powyzsze twierdzenie nie daje sie odwrdcié. Istnieja bowiem szeregi a;+as+. . .
rozbiezne, dla ktorych jednak nlirgoan. Takim szeregiem jest szereg harmoniczny:

TR S
573 —t.
Mamy bowiem:
Lol o, 1 1 1 11 1,1 SRS NP B
3 4 472 56 7' 8 R | on+l — % gn¥l T

mamy wiec

Son+1 — Son > 5 — Son > 571

Tak wiec T}LH&QSQn = 00, czyli ciag sum ¢zesSciowych szeregu harmonicznego jest rozbiezny,
a to znaczy, ze sam szereg harmoniczny tez jest rozbiezny (do 0o).

Def. Szereg nazywamy ograniczonym, jesli ciag jego sum cze$ciowych jest ograniczony
(tzn. jesli istnieje taka liczba M, ze dla kazdego n € Ndb: s, < M).

Tw. Kazdy szereg zbiezny jest ograniczony.

Dow. jest to inne wypowiedzenie znanego nam twierdzenia, ze kazdy ciag zbiezny jest
ograniczony.
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Mamy dwa naturalne twierdzenia dotyczace zbieznoSci szeregu sumy oraz iloczynu
szeregu przez stala.
Tw. Jezeli szeregi a; +as + ... i by + by + ... s3 zbiezne, to

S (an£by) =D an£ > by
n=1 n=1 n=1

Dla ustalenia uwagi wezmy sume. Mamy

> (an£0b,) = lim (ar + by +az + by + -+ ay + by)
n=1

= lim (a1 +ag + - +an) + Hm (b + b+ +0,) = D an + D bas

dla r6znicy dowod jest analogiczny.
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Tw. Jezeli szereg a; + as + ... jest zbiezny, to dla dowolnej statej c € R
Z cap, = ¢ Z T, -
n=1 n=1
Dow. Mamy bowiem
> ca, = lim (cay + cap + -+ + cay)
n=1
:crlli_)rgo(a1+a2+-~-+an) :cZan.
CBDO

Wniosek. W szczegolnosci

00 0
> () = =
n=1 n=1

1.3 Szeregi naprzemienne-twierdzenie Leibniza; twierdzenie Abe-
la

Def. Szeregiem naprzemiennym nazywamy szereg postaci
al—a2+a3—a4—|—..., gdzie an>0 (4)

Tw. (Leibniza). zwane tez czesciej kryterium Leibniza Szereg naprzemienny (4), spelniajacy
warunki
aL>=>ay > a3 > ... oraz lima, =0 (5)

n—oo
jest zbiezny. Ponadto sumy czeSciowe tego szeregu: s, = a1 — as + a3 — a4 + - - - = a,, oraz
suma szeregu spelniaja nier6wnosci

oo

Son S Z < Sont1- (6)

n=1



Dow. Ciagg sum cze$ciowych o wskaznikach parzystych jest niemalejgcy. Mamy bowiem
Soma2 = Som + (Gony1 — Goni2), a z zalozenia ag,i1 — agnyo > 0.
Jest to jednoczesnie ciag ograniczony, poniewaz
Sop = a1 — ((ag —az) + (ag —as) +...) < ay.

Skoro tak, to ciag {s2,} jest zbiezny. Oznaczmy jego granice przez g: lim sy, = g. Za-
n—oo
uwazmy, ze udowodnimy zbieznos¢ szeregu (5) dowodzac, ze lim so, 11 = g.
n—oo

Mamy: So,41 = S2, + d2p41, CO daje

lim 55,11 = lim 55, + 1im agni1 = g,

n—o0o

bo nli_)rroloa%ﬂ = 0 na mocy zalozenia.

Wreszcie, nierownosci (6) wynikaja z faktow, ze ciag {so2,} jest rosnacy (wiec jego
granica jest wigksza lub rowna dowolnemu z wyrazow ciagu), zas ciag {Son41} jest malejacy
(wiec nli_)ngosgnﬂ > Sor+1 dla dowolnego k).

Przykt. Szereg anharmoniczny:

1 1 1
l——4+-==-+... 7
2+3 4jL (7)

jest zbiezny. Pokazemy pézZniej, ze sumg tego szeregu jest In 2.

iinterpretacja elektrostatyczna.
Tw. (Abela).zwane tez czesciej kryterium Abela Jesli ciag {a,} dazy monotonicznie do zera,
za$ szereg sum czesciowych ciagu {b,} : B,, = by + by + - - - + by, jest ograniczony, to szereg

a1b1+a2b2—|—~-~+anbn+... (8)

jest zbiezny.
Dow. Oznaczmy przez {s,} ciag sum czesciowych szeregu by +by+...: s, = by + by +
-+-+ b,. Na mocy zalozenia, istnieje takie M, 7ze dla kazdego n € N zachodzi |s,| < M.
Aby dowies¢, ze szereg (8) jest zbiezny, oszacujmy sume

arby + agi1bgrr + - - - + anby 9)
dla n > k. Zauwazmy najsampierw, iz
—2M < by +bpgr + -+ by, <2M (10)
dla kazdego m i n > m, poniewaz
b + b1 + -+ b = 80 — Smo1] < |Sn] + |Sm_1] < 2M.
Wyrazenie (9) przepiszmy teraz tak:
apby + app1bppr + -+ apb, =

(ar — ars1)bi + (ag41 — agg2) (b + brgr)+
—|—(6Lk+2 — ak+3)(bk + bk+1 + bk+2) + -t +(an)(bk + bk+1 + -+ bn) <

4



< 2M((ar — apg1) + (app1 — Aps2) + - -+ an) = 2May, (11)

na mocy (10).
Analogicznie mamy aibg + ap1bgi1 + - - -+ a,b, = —2May, a stad

|akbk + api1bpyr + -+ CLnbn| < 2May,. (12)

Wezmy teraz jakie§ € > 0. Zaktadamy, ze ciag {a,} jest zbiezny do zera; znaczy to,
7e istnieje takie k, ze ap < 557 Wyzej udowodnilismy (12), co przepiszemy jako |axby +
agr1bgr1 + - + apb,| < €. Zgodnie z warunkiem Cauchy’ego zbieznosci ciagu (jezeli
la, — an| < € dla n, m dostatecznie duzych, to ciag {a,} jest zbiezny), szereg >°°° | a,b,
jest zbiezny.
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Uwaga. 7 wzoru (12) mamy oszacowanie na sume szeregu:
[e.e]
> anb,| < 2May; (13)
n=1

jest tak, poniewaz na mocy wzoru (12) nierowno$¢ |aiby + agy1bpr1 + - + anby| < 2May
zachodzi dla kazdego n.

Uwaga 2. Kryterium Leibniza jest szczegdlnym przypadkiem kryterium Abela: W tym
ostatnim trzeba za ciag {b,} wrziaé¢ b, = (—1)".

1.4 Szeregi o wyrazach dodatnich. Kryteria zbiezno$ci d’Alemberta
i Cauchy’ego

Przy zalozeniu, ze wszystkie sktadniki szeregu a; + as + ... sa dodatnie, ciagg jego sum
czesciowych jest rosnacy. Wynika stad natychmiast stwierdzenie:
Stw. Szereg o wyrazach dodatnich jest albo zbiezny, albo rozbiezny do oo.
CBDO
Tw. (kryterium poréwnawcze)!
(Z) Jesli dla wszystkich n zachodzi 0 < b, < a,, i jesli szereg a; +as+. .. jest zbiezny,

to zbiezny jest rowniez szereg by 4+ by + . ... Przy tym zachodzi

[e%S) [e'e)
Z b, < Z Q.
n=1 n=1

(R) Jezeli natomiast szereg by + by + ... jest rozbiezny, to rozbiezny jest te7 szereg
a+ag + . ...
Dow. (Z) Oznaczmy sumy czesciowe szeregdw aj + ag + ... i by + by + ... jako s, i

tn:
Sp=a1+ as + -+ ay, tn:b1+b2_|__|_bn
Mamy oczywiscie t,, < S,.

Mamy tez: (przypomnijmy sobie odpowiednie twierdzenia o granicach ciagéw mono-
tonicznych)

(o] [o¢]
Sy, < lim s, = Z a, wiec t, < Z Q.
n=1 n=1

n—oo

'Mozna je wyrazaé¢ w réznych wersjach; tu jest jedna z nich



Z nieréwnosci tej wnioskujemy, ze ciag sum cze$ciowych szeregu by + by + ... jest ograni-
czony, a wiec szereg by + by + ... jest zbiezny. Z drugiej strony, wynika stad nier6wnosé
S by < X2 a,. (pamigtamy, ze dla ciagow bylo: Jezeli dla ciggu {z,} kazdego n
zachodzi: x,, < C, to nh_)noloxn < O).

(R) Ciag sum czesciowych szeregu by +by+. .. jest monotoniczny i nieograniczony, i —
z uwagi na nierdownos¢ b, < a, — taki jest tez ciagg sum czeSciowych szeregu a; +as + .. .;

wobec tego szereg a; + as + ... jest rozbiezny do oc.
CBDO
Kryterium powyzsze jest og6lne i sukces w jego stosowaniu do jakiego$ szeregu b; +
by + ... zalezy od tego, czy znajdziemy taki szereg zbiezny a; + as + ..., ktory szacuje
od gory by +bs + .. ..
Przykt. Pokazemy zbiezno$¢ szeregu
>0 1
—. 14
oE g
Uczynimy to przez poroéwnanie go z szeregiem:
! + ! +- 4+ ! + .. (15)
1-2 2-3 nn+1) 7

PR S <1_1)+<1_1)+...+< 1 _1> _q-1
1-2 2-3 (n—1)n 2 2 3 (n—1) n n’
czyli granica sum czesciowych s, szeregu (15) jest: nh—>n0108n = 1. Na mocy kryterium po-
rownawczego, szereg (14) jest zbiezny?.

Biorac do poréwnywania w kryterium poréwnawczym szereg geometryczny, otrzymu-
jemy nastepujace dwa kryteria.

Tw. (kryterium d’Alemberta). Szereg a; +as + ... o wyrazach dodatnich, speliajacy
warunek

lim 27 < 1 (16)

n—oo aTL

jest zbiezny.

Dow. Wezmy h takie, aby byly spelniona nieréwnosci: nh_)rgoaz—:l < h < 1. Istnieje
wiec k takie, ze dla n > k& mamy C”:;—:l < h, czyli a1 < aph. Tak wiec szereg ap +
aps1 + ... ma sktadniki odpowiednio nie wieksze od sktadnikéw szeregu geometrycznego
ap + aph + aph? + . ... Ten szereg geometryczny jest zbiezny, bo 0 < h < 1. Z kryterium
poréwnawczego jest wiec zbiezny szereg > 02, a,, a co za tym idzie — i szereg Y7 | ay,.
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Tw. (kryterium Cauchy’ego). Szereg a; + as + ... o wyrazach dodatnich, speliajacy

warunek
dim /a, <1 (17)
jest zbiezny.
Dow. Podobnie jak w kryterium d’Alemberta, istnieje takie h i takie k, ze dlan > k
zachodzi {/a, < h, a to jest rownowazne nieréwnosci a,, < h". Porownujac teraz szereg

il

*Zobaczymy po67niej, ze suma szeregu (14) jest rowna %



ap + Qpp1 + ... z szeregiem geometrycznym h* + hFT1 4 ) widzimy, ze jezeli szereg
geometryczny jest zbiezny (tzn. h < 1), to zbiezny jest rowniez szereg a; +as + .. ..
UstaliliSmy wiec pewne kryteria zbieznosci. Daje sie tez znalezé kryteria rozbieznosci.
Tw. (Kryteria rozbieznosci). Jesli dla szeregu a; + as + ... o sktadnikach dodatnich
zachodzi jedna z nier6wnosci

lim “ > 1 b lim /@, > 1, (18)

n—oo q,,

to szereg jest rozbiezny.
Dow. Jesli ma miejsce pierwsza z nieréwnosci (18), to dla dostatecznie duzych n mamy

Apy1
G,

>1 codaje api1 > ap,

a to znaczy, ze ciag {a,} nie jest zbiezny do 0, czyli nie jest spelniony warunek konieczny
zbiezno$ci szeregu — tak wiec szereg ay + as + ... jest rozbiezny.
Jesli natomiast spelniona jest druga z nieréwnosci (18), to dla dostatecznie duzych n
mamy
Wa, > 1; codaje apiq > 1,

i znowu ciag {a,} nie jest zbiezny do 0.
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Przykt. Szereg:
o0 xn
— 19
n=1 n! ( )
dla z > 0 jest zbiezny.
Dow. Mamy:
ap 2"t pl a,
o = — lim 2 = 0.
a, ™ (n+ 1) n+1 n—% g,

Z kryterium d’Alemberta wynika, ze szereg (19) jest zbiezny.

Przykt. Kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga o zbieznosci szeregu harmonicznego ani
szeregu (14).

W takich przypadkach trzeba stosowaé inne, bardziej subtelne kryteria (Kummera,
Raabego), o ktorych zainteresowany Czytelnik moze przeczytaé w ksiazkach podanych w
literaturze. Tu sformutujemy jeszcze jedno, do$é uniwersalne

Tw. (kryterium "zageszczeniowe" Cauchy’ego). Rozwazmy szereg S = ay +ag+--- =

>, a, o wyrazach dodatnich, gdzie ciag {a,} dazy do zera monotonicznie. Utworzmy
szereg "zageszezony": Z = 372 2Faqg.. Wtedy jeli szereg Z jest zbiezny, to szereg S tez
jest zbiezny; i jesli szereg Z jest rozbiezny, to szereg S tez jest rozbiezny.



Dow. Zbieznosé: Mamy nastepujace oszacowanie z gory na szereg S:

S =a

+aq + as

‘a4 + a5 + ag + ar
+as+ag+---+aps+ ...
< ap

+2 - ay

+4-ay

+8-ag+-- = 2Fay = Z;

jesli wiec zbiezny jest szereg zageszczony Z, to  wziawszy pod uwage kryterium porow-
nawcze jest zbiezny tez szereg wyjsciowy S.
Rozbieznosé: Mamy tez nastepujace oszacowanie z dotu na szereg S:

S:a1+a2
+as + ay

+as + ag + a7 + ag
+ag + -+ a5+ ...

> a1 + a9
+2'CL4
+4'CL8
_|_8.a16+...:
1 1 1
:§a1+§(a1‘|‘2(L2+4CL4—|—8CL8—|—...)}§Z,

zatem 7z kryterium porownawczego  jesli rozbiezny jest szereg zageszczony Z, to roz-
biezny jest tez wyjsSciowy szereg S.
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Przykt. Rozwazmy zbieznos¢ szeregu:

x 1
ne’

(20)

n=1

gdzie a > 0 (dla o < 0 nie jest spelnlony warunek konieczny zbieznosci szeregu).
Rozwazmy szereg "zageszczony":

[e.e]

St = L2 = 3 (20)f

W ostatniej sumie rozpoznajemy szereg geometryczny. Oznaczajac: ¢ = 2= widzimy,
ze bedzie on zbiezny, jesli ¢ < 1, co ma miejsce wtedy, gdy o > 1.
Tak wiec: szereg (20) jest zbiezny dla a > 1, a rozbiezny dla o < 1.



1.5 Szeregi bezwzglednie zbiezne

Def. Szereg ay +as+. .. nazywamy bezwzglednie zbieznym, jesli szereg |aq|+|az|+. .. jest
zbiezny. Szereg, ktory jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie zbiezny, nazywamy warunkowo
zbieznym.

Tw. Jesli szereg ay +as+. .. jest zbiezny bezwzglednie, to jest tez zbiezny w zwyklym
sensie. Ponadto

> an| <Y an). (21)
n=1 n=1

Dow. Zgodnie 7 warunkiem Cauchy’ego zbieznosci szeregdw, musimy oszacowaé sume:
ag + apy1 + - -+ + a, i pokazaé, ze dla dostatecznie duzych k i dowolnych n (n > k) suma
ta jest dowolnie mata. Mamy:

[e.e]

|ar + arer + -+ an] <ag] + o] + -+ lan] <D ail.
i=k

Ostatnia suma powyzej, jako reszta rp_; szeregu zbieznego, dazy do 0, gdy k dazy do oo.
Innymi stowy, dla dowolnego € > 0 istnieje takie k, 7e 1,1 < €, skad |ag+ari1+- - +an| < €
dla kazdego n > k.
W ten sposob pokazaliSmy zbiezno$¢ szeregu ay + as + . ... Ponadto, oznaczajac: s, =
a; +as + -+ a, oraz t, = |ag| + |as| + - - - + |a,| mamy: |s,| < t,, skad, po przejsciu do
granicy, wynika
| g 5] = iz Jon] < lizg fn,

a to jest dokladnie wzor (21).
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Praykt. Szereg geometryczny 1+4q+¢? +. .., gdzie |g| < 1, jest zbiezny bezwzglednie,
poniewaz jest zbiezny szereg 1+ |q| + |q|* + . ...

Przykt. Szereg >°0° | “%L jest zbiezny bezwzglednie dla kazdego x. Jak sie niedtugo okaze,
jego suma jest rOwna e”.

Przykt. Szereg anharmoniczny jest zbiezny warunkowo, poniewaz szereg wartosci bez-
wzglednych jego sktadnikow to szereg harmoniczny, ktory jest rozbiezny.

1.6 (Pozorne) paradoksy z szeregami nieskonczonymi

Przyjrzymy sie teraz zagadnieniu przemiennosci szeregéw nieskonczonych. Wiemy, ze do-
dawanie jest przemienne, tzn. a + b = b + a, co implikuje, ze suma skoriczonej iloci
sktadnikow jest przemienna, tzn. nie zalezy od kolejnosci sktadnikow. Okazuje sie, ze
analogiczna wlasno$¢ ma tez miejsce dla szeregow bezwzglednie zbieznych, natomiast na
ogot mie zachodzi dla szeregdw zbieznych warunkowo. Bedziemy to pokazywad, ale naj-
sampierw sprecyzujemy, co rozumiemy przez zmiane kolejnosci sktadnikow, gdy ilosé tych
sktadnikow jest nieskonczona.

Def. Przez permutacje ciagu liczb naturalnych rozumiemy ciag liczb naturalnych {m,}

= mq, My, ... taki, ze kazda liczba naturalna wystepuje w ciagu {m,} doktadnie raz. Jesli
my, Ma, ... jest permutacja ciagu liczb naturalnych, to mowimy, ze szereg a,,, + am, +
<o+ ap, + ... powstal z szeregu a; + ay + ... + a, + ... przez zmiane porzadku jego
sktadnikow.



Tw. Kazdy szereg bezwzglednie zbiezny jest przemienny. Inaczej moéwiac, jesli szereg
>0 ay jest bezwzglednie zbiezny i jeSli my, mo, ... jest permutacja ciagu liczb natural-
nych, to

Z A, = Z Q- (22)
n=1 n=1

Dow. Niech € > 0. Ze zbieznosci szeregu |aq| + |az| 4+ ... wynika, ze istnieje takie k, 7e
o0
> Jail <e. (23)
i=k+1

Poniewaz ciag {m,} zawiera wszystkie liczby naturalne, wiec istnieje takie r, ze wsrod

liczb my,mo, ..., m, wystepuja liczby 1,2,3,..., az do k. Poniewaz za$ kazda liczba na-
turalna wystepuje dokladnie raz w ciagu {m,} , to dla kazdego n > r mamy m, > k.
Jesli wiec przy danym n > r ze zbioru my, ma, ..., m,, ..., my, skreslimy liczby 1,2,... k,

to pozostana w nim wylacznie liczby wieksze od k (przy tym wszystkie rozne). Tak wiec,
07Naczajac

Sp=a1+ a2+ ...+ an, tn=0am +an, + -+ an,
i skreslajac w roznicy t, — s, sktadniki o rownych wskaznikach, otrzymamy w roznicy
t, — s, jedynie sktadniki o wskaznikach wiekszych od k. Wynika stad, ze

Ity — sul <2 ) |al,
i=k+1
skad mamy:
[tn — sn| < 2e.

na mocy (23). Poniewaz ta ostatnia nierowno$¢ zachodzi dla kazdego n > r, to zachodzi:
lim ¢, = lim s, a to oznacza, ze spelniona jest teza twierdzenia, tzn. (22).
e CBDO
Uwaga. Powyzsze twierdzenie nie jest prawdziwe dla dowolnego szeregu zbieznego.
Jako przyklad, wezmy szereg anharmoniczny i oznaczajac jego sume przez ¢ (niedtugo

okaze sie, 7e ¢ = In2), przestawmy jego sktadniki w nastepujacy sposob:

_1 1+1 1+1 1+1 1+1 .
‘T T2ty TaTs 67 89
policzmy ¢ + %c:
T 1 1 1 1 1 1 1

1
crye=lty gyt itet et

W czym rozpoznajemy sume szeregu anharmonicznego po przestawieniu sktadnikow. Tak
wiec przez przestawienie sktadnikow uzyskalismy szereg zbiezny do innej wartosci. Okazuje
sie, Zze ma miejsce nawet bardziej (pozornie) paradoksalna sytuacja:

Tw. (Riemanna): Majac dany szereg zbiezny warunkowo, mozna przez zmiane po-
rzadku jego sktadnikow uzyskaé¢ szereg rozbiezny lub zbiezny do dowolnej, z gory zadanej
granicy (skonczonej lub nieskoriczonej).

Bez dowodu. (Dla ciekawych, jest np. w skrypcie P. Urbanskiego, "Analiza", t. 1).

Zagadka. WidzieliSmy, ze energia elektrostatyczna krysztatu jednowymiarowego jest
rowna sumie szeregu anharmonicznego. Czy to znaczy, ze ta energia moze by¢ dowol-
na, jesli przez zmiane kolejnosci sumowania mozna uzyskaé¢ dowolng wartos¢? Moze wiec
energia elektrostatyczna jest 7le okreslona wielkoscia?

10



1.7 Mnozenie szeregoéow

Wiemy, ze jesli pomnozymy dwie skonczone sumy, to znéw otrzymamy jakas sume. Przy
szeregach nieskoniczonych pojawiaja sie pytania o zbiezno$¢. Ponizsze twierdzenie pokazu-
je, ze dla szeregow bezwzglednie zbieznych szeregi dadza sie pomnozy¢, i szereg w wyniku
powstaly ma taka postac¢, jakiej oczekujemy.

Tw. (Cauchy’ego). Przy zalozeniu, ze szeregi: > 00 | a, 1 > oo, b, sa bezwzglednie zbiez-
ne, zachodzi
Zan'zbnzzcnv (24)
n=1 n=1 n=1

gdzie
c1 = ayby,

¢y = a1bg + agby,

Cn = Qrby + Ggby 1 + -+ Gy iby + by = Y bR
k=1
Dow. Oznaczmy
Sn:a1+af2+-.-+an> tn:b1+b2—|—+bn’ unzcl+02+...+cn’

czyli
Up = altn + a2tn_1 + &3tn_2 + -+ antl.

Bedziemy szacowadé roznice
Sptp — Uy = a1ty + agty + -+ -+ apty, — Uy =

= a2(tn - tn—l) + a3(tn - tn—2) + -+ an(tn - tl) (25)

Poniewaz szeregi: >0, b, 1 Y07 |a,| sa zbiezne, a wiec ograniczone, to istnieje taka liczba
M, ze dla kazdego j zachodzi:

t;| < M oraz |ai|+ |ag| + -+ |a;| < M. (26)

Warunek zbiezno$ci szeregu by + by + ... oznacza doktadnie tyle, co warunek zbieznosci
ciagu {t,} ; zapiszmy warunek Cauchy’ego zbieznosci ciagu {t,} : Dla kazdego € > 0
istnieje takie k, ze jesli n > m > k, to zachodzi

|t —tm| <€ (27)
Podobnie dla szeregu |aq| + |az| + ... mamy
laps1| + |agg2| + -+ an| <e (28)

W dalsym ciagu wezmy n > 2k. Na mocy (25) mamy
|Sntn — un| < (Jag||tn — tpo1| + - -+ |ag||tn — ta—psa])+
F(laralltn = tnokl + - + [anltn = ta]).

11



Oszacujmy teraz pierwszy nawias wykorzystujac (27), a drugi — wykorzystujac (26), pa-
mietajac zarazem, ze n — k + 1 > k oraz |t, —t;| < |t,| + |t;] < 2M:

|Sntn — un| < (Jao| + -+ + |a])e + (|agsa| + -+ + |an|) - 2M < Me + € 2M,

Tym samym pokazali§my, ze nieréwnos¢: |s,t, —u,| < 3Me zachodzi dla kazdego n > 2k.
Znaczy to, ze lim (spt, — u,) = 0. Poniewaz za$ ciagi: {s,} 1 {t.} sa zbiezne, wiec
n—oo
lim s,t, = lims,limt,, a to znaczy, ze lims, - limt¢, = lims,t, = limu,, czyli
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
zachodzi wzor (24).
CBDO

Przykt. Pokazemy, ze

Zz_gy_n:iw (29)

n=0 nl n=0 nl n=0 nl
Mamy bowiem:
o0 n oo ,n [e9) n n—1 2 n—2 n
z Y ) Y T Y z
— — = — + = - + + —-1
7;) nl f—nl = < n! 1 (n=1)! 2! (n—2)! n! )
— 1 n n n—1 n(n — 1) 2, n—2 n S (I + y)n
—nzom<y +ﬁ:vy + o1 LY +eootx —nz:% o

(przy ostatniej rownosci wykorzystaliSmy wzor dwumienny Newtona).

Uwaga. Twierdzenie o mnozeniu szeregéw jest prawdziwe tez przy stabszym zatozeniu,
a mianowicie, ze jeden z szeregow (tu: a; +as+...) jest bezwzglednie zbiezny, a drugi(tu:
b1 +0bs+...) jest zbiezny, ale niekoniecznie bezwzglednie. W dowodzie wykorzystywalismy
bowiem tylko bezwzgledng zbiezno$¢ szeregu a; + as + . . ..

Jesli natomiast oba szeregi sa warunkowo zbiezne, to szereg ¢y + ¢o + ... moze by¢
rozbiezny.

Przykt. Wezmy

szeregi ay; +as + ... 1 by + by + ... sa wowczas zbiezne (z jakiego kryterium?), zas szereg
c1+ co+ ... jest rozbiezny.

2 Szeregi potegowe

Def. Szeregiem potegowym nazywamy szereg
n=0

Wyrazenia bardzo podobne pojawialy sie przy omawianiu wzoru Taylora; tyle ze tam
suma byta skoriczona i na koncu figurowata tam reszta. Ale jesli reszte mozna uczynic¢
dowolnie malg, to otrzyma sie wyrazenie doktadnie takie, jak (30).

Zeby to dokladniej zobaczy¢, przypomnijmy sobie wzor Taylora:

fll('a) f/;('a) (b _ a)2 et w(b — a)n_l + Ry, (31)

f(0) = f(a) + n—1)!

(b—a)+
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Dla ustalenia uwagi wezmy a = 0 oraz oznaczmy x = b Wtedy wida¢, ze jesli zachodzi
lim R, = 0, to funkcja f(x) daje sie rozwina¢ w szereg potegowy:

n—oo

fo) = o)+ L0 o P02y f; P00 (32)

Podamy teraz proste kryterium, kiedy funkcje mozna rozwina¢ w szereg (32).

Stw. Zatozmy, ze wszystkie pochodne f sy ograniczone w przedziale [0, z], tzn.
istnieje taka liczba M, 7e nierownosé | f™ (0x)| < M zachodzi dla kazdego n i dla kazdego
0 €]0,1[. Wtedy f(x) ma rozwiniecie (32) w szereg potegowy.

Dow. Mamy:
| Byl = |— f"(0z)| < || M,
n! n!
a poniewaz,
lim —~ = 0, wiec tez lim R, = 0.
n—oo n! n—oo

CBDO
Def. Przedziatem zbieznosSci szeregu potegowego nazywamy zbior tych x € R, dla
ktorych szereg (30) jest zbiezny.

2.1 Rozwiniecia w szereg roznych funkcji

2.1.1 Funkcja wyktadnicza

Mamy bowiem: f(™(z) = €7, a stad f™(0) = 1. Oszacowanie reszty: Zauwazmy, ze w
przedziale [0, 2] pochodne wszystkich rzedow sa wspolnie ograniczone; jesli bowiem 0 < z,
to f™(0x) < e®, zas gdy x < 0, to £ (0z) < 1. Szereg powyzszy jest zbiezny dla kazdego
x € R.

2.1.2 Funkcje trygonometryczne

x oz xd

smx:ﬂ—g—i—ajL...
Bowiem mamy: £ (0) = sin 0 dla n parzystych, oraz f/(0) = 1, f(0) = —1, f®(0) = +1
itd. Oszacowanie reszty: Pochodne wszystkich rzedow funkcji sin z sa wspoélnie ograniczone
dla dowolnego x przez 1.

Podobnie pokazujemy, ze

2 LL’4

cosa:zl—g—l—ﬂjt...

Rozwiniecia w szereg funkcji sin i cos sg zbiezne dla dowolnego x € R.
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2.1.3 (uogoblniony) dwumian Newtona dla dowolnych wykladnikéw rzeczywi-
stych (nie naturalnych)

(1+:L')a:1—|—ax—|—a o py 2" dla |z| < 1.

(33)
Z uwagi na nieco odmienne techniki oszacowan, rozwazymy oddzielnie przypadki x > 0 i
x < 0.

(aTl)ijL'”:ia(a—l)(a—Q)...(a—n—l—l)

1. Przypadek x > 0. Dla f(z) = (1 4+ 2)%, n—ta pochodna jest
fM2)=ala—1)(a—2)...(a —n+1)(1+2z)*"
co daje wyrazenie na reszte w postaci Lagrange’a

ala—1)(a—2)...(a—n+1)
n!

R,(x) = (14 0,x)* ™.

Mamy:
lim ala—1)(a—2)...(a—n+1)

2" =0 dla |z| <1

Gdyby ktos zapomnial, jak takie granice sie liczy, to wezmy iloraz (n+1)—wszego i n—tego wyrazu
a(afl)(a72)...(a7n+1)xn
n!

ciagu a, = . Mamy:

an+1 a—n—|—1xn_,ooo

an, (n+1)

czyli wyrazy ciagu {a,} sa co najmniej od pewnego miejsca mniejsze od wyrazéow ciagu
geometrycznego o g < 1; za ¢ mozna wzigé jakas liczbe wiekszg od z a mniejszg od 1. A to znaczy,
7e ciag {an} jest zbiezny do zera.
Aby wiec dowiesé, ze TLILIIOIORn(x) = 0, wystarczy pokazac, ze przy danym z ciag (1+
0,2)*™ jest ograniczony dla dowolnego n. Poniewaz = > 0, to zachodzi nierownos¢:
1<1+46,x <1+ x, z czego wynika

I<(1460,2)'<(1+2)* dlaa>0, lub 14+2)"<(1+4+6,2)*<1 dlaa<0.
Zachodzi tez nierownosé (14 6,2)~" < 1. Ostatecznie widzimy, ze ciag (14 6,2)*™"
jest ograniczony.

2. Przypadek x < 0. Zapisujac reszte w postaci Cauchy’ego, mamy

Ro(z) = ala —1)(a— 27)L!...(a—n+ 1)x”(1 g1 4 0

Mamy, podobnie jak poprzednio
lim ala—1)(a—=2)...(a—n+1)

"t =0 dla |z] <1

Pokazmy — tez podobnie jak poporzednio — ze ciag (1 — 0/)" "Y1 + 0/, 2)*™ jest
ograniczony. Pokazemy rownowaznie, ze ciggi:

1-60,\""
(1 m 9/7‘;> oraz (146 2)*"! (34)
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sa ograniczone. Podstawmy: y = —x. Mamy: y > 0 oraz 0/, > 0y, zatem 1 — 0/, <

1 -0y < 1. Tak wiec
1-60,\""
(1 —%y) =b

Mamy tez: 1 —y < 1—6/y < 1, zatem

(1-)* ' < (1-0y)* ' <1 dla a=1>0, lub 1< (1-0y)* ' < (1-y)* ! dla a—1<0
Obydwa ciagi (34) sa wiec ograniczone. Znaczy to, 7e Jln(}ORn(x) =0.

Rozwiniecia dla kilku wartoéci a

e a = —1. Otrzymujemy znany nam wzor
1
1+$:1—$+x2—$3+..., (35)
a za chwile sie nam przyda
* 1
1+x2:1—$2+x4—x6+..., (36)
oa:%.l\/[amy:
\/1+x—1+lx—ix2+ L3 z® +
27 244 2-4-6
oa:—%.Mamy:
1 1 1-3 1-3-5
—1—= - Y2 3
T+ 2Tyt T2t
e Stad od razu wynika:
1 1 1-3 1-3-5
— =14 =27 4 4. .. 37
T ot g o e (37)

gdzie mg jest masa spoczynkowa czastki, v — predkosé, ¢ — predkos$é $wiatta. Gdy v jest

znacznie mniejsze od ¢, to mozna powyzsze wyrazenie rozwingé w szereg Taylora w pote-

gach £ 1 pierwszych kilka wyrazow bedzie dobrym przyblizeniem ogdlnego wzoru. Mamy:
2

1 3v
E = moc2 + 57”0’02 + éc—2mov2 + ...

pierwszy wyraz to energia odpowiadajaca masie spoczynkowej; drugi  to zwykta (nierela-
tywistyczna) energia kinetyczna; i trzeci  to pierwsza poprawka relatywistyczna (znaczaca
np. w przypadku widm elektronowych ciezszych atomow).
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2.2 Rézniczkowanie szeregéw potegowych

Tw. Jezeli: f(x) = ap + a1z + asz® + .. ., to dla kazdego z lezacego wewngtrz przedziatu
zbieznosci zachodzi
f'(x) = a1 + a9 + 3asz® + ...,

przy czym przedzialy zbieznosci szeregow dla f i f/ sy takie same.
Dow. Bez dowodu.
CBDO
Uwaga. Innymi stowy, szeregi potegowe mozna (wewnatrz przedziatu zbieznosci) roz-
niczkowa¢ wyraz za wyrazem.
Wykorzystujac to twierdzenie, wypiszemy rozwiniecia w szereg kilku dalszych funkcji.

e Rozwazmy szereg:

2 3 o]

Zrozniczkujmy ten szereg wyraz za wyrazem; w mys$l powyzszego twierdzenia,otrzymany
szereg to bedzie rozwiniecie w szereg pochodnej F” ( ). Wida¢, ze pochodna szere-

gu (38 jest szereg (35), ktory definiuje funkcje 1+ . Jaka funkcja F(z) speknia:
Fl(x) = Him? Odpowiedz jest latwa: Jest to funkcja: ln(l + )+ C. Musi zachodzié:
F(0)=0=1In1+C, co daje C = 0. Mamy zatem:

ZL'2 1.3 e’} l.n
In(1 =r——+ 4+ = —1)n e, 39
n(l+z)==x 5 + 3 + nE:I( ) - (39)
e Teraz rozwazmy:
2 2® 2
G =r——+ == —+4+...; 40

wida¢, 7ze jego pochodna to szereg (36). Argumentujac jak w poprzednim przy-
ktadzie, widzimy, ze G(z) = arctg(x), czyli rozwiniecie w szereg potegowy funkcji
arctg(x) dane jest wzorem (40). Przedzial zbieznosci tego szeregu to | — 1, 1].

e Wreszcie, biorac szereg:

1 1.3 1-3-5
H(x) == 3 5
@) ==r+ o3t o 5" Yo 6.7

o (41)

widzimy, 7ze pochodna tego szeregu to funkcja ﬁ, zatem wzor (41) okresla roz-

winiecie w szereg funkcji arcsin(x).
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