
1 Caªki nieozna
zone: 
aªkowanie jako opera
ja (pra-wie) odwrotna do ró»ni
zkowania1.1 Podstawowe de�ni
jeDef. Funk
j� F nazywamy funk
j¡ pierwotn¡ funk
ji f , okre±lonej w przedziale otwartym
P (sko«
zonym lub niesko«
zonym), je±li F ′(x) = f(x) dla ka»dego x ∈ P.Przykªady. Funk
ja sin x jest funk
j¡ pierwotn¡ funk
ji cosx, bo (sin x)′ = cosx. Rów-nie» funk
ja sin x + C, gdzie C jest dowoln¡ staª¡, jest funk
j¡ pierwotn¡ funk
ji cos x.Funk
j¡ pierwotn¡ dla ex jest ta sama funk
ja ex.Je±li funk
ja f jest okre±lona w przedziale domkni�tym a ¬ x ¬ b, to funk
j� Fnazywamy jej funk
j¡ pierwotn¡, je±li F ′(x) = f(x) dla a < x < b oraz za
hodzi: F ′+(a) =
f(a) i F ′

−
(b) = f(b).Tw. Je±li dwie funk
je F i G s¡ funk
jami pierwotnymi funk
ji f w przedziale P(otwartym lub domkni�tym), to te dwie funk
je ró»ni¡ si� mi�dzy sob¡ o staª¡.Dow. Poniewa» za
hodzi: F ′(x) = G′(x), to � na mo
y twierdzenia które byªo przypo
hodny
h (wniosek z wz. Lagrange'a o wart. ±redniej) � funk
je te ró»ni¡ si� o staª¡:

F (x) = G(x) + C.I odwrotnie, funk
ja, która powstaje przez dodanie staªej do funk
ji pierwotnej funk
ji
f , jest te» funk
j¡ pierwotn¡ funk
ji f .Tak wi�
 wyra»enie: F (x) + C jest ogóln¡ posta
i¡ funk
ji pierwotnej funk
ji f .CBDOTo ostatnie wyra»enie ozna
zamy symbolem

∫

f(x)dx,
zytamy: "
aªka f(x) po dx" i nazywamy je 
aªk¡ nieozna
zon¡ funk
ji f . Mamy wi�
:
∫

f(x)dx = F (x) + C, gdzie F ′(x) = f(x), (1)
d

dx

∫

f(x)dx = f(x), (2)
∫

dF (x)

dx
dx = F (x) + c. (3)Znajdowanie 
aªki nieozna
zonej danej funk
ji f lub � innymi sªowy � znajdowanie funk
jipierwotnej funk
ji f nazywamy 
aªkowaniem funk
ji f . Caªkowanie jest wi�
 pro
esem(prawie) odwrotnym 1 do ró»ni
zkowania.1.2 Funk
je pierwotne funk
ji elementarny
hJak wynika z samej de�ni
ji 
aªki nieozna
zonej, ka»dy wzór na po
hodn¡ jakiej± funk
jidaje automaty
znie wzór na 
aªk� funk
ji otrzymanej po zró»ni
zkowaniu. Mamy np.: Zwzoru

(sin x)′ = cosx1Dla
zego prawie? Otó» je±li we¹miemy jak¡± funk
j� f , s
aªkujemy j¡, a nast�pnie zró»ni
zkujemy �to otrzymamy t� sam¡ funk
j� f . Natomiast je±li najpierw funk
j� f zró»ni
zkujemy, a potem s
aªkujemy,to otrzymamy funk
j� f plus dowolna staªa � wi�
 
o± bardzo podobnego, ale jednak nie to samo.1



otrzymujemy
∫

cosxdx = sin x+ C.Ze znany
h wzorów na po
hodne otrzymujemy nast�puj¡
e wzory na funk
je pierwot-ne: ∫

0dx = C, (4)
∫

adx = ax+ C, (5)
∫

xndx =
1

n+ 1
xn+1 + C, n ∈ N, (6)

∫

cosxdx = sin x+ C, (7)
∫

sin xdx = − cosx+ C, (8)
∫ 1

cos2 x
dx = tg x+ C; (9)

∫

1

sin2 x
dx = − ctg x+ C, (10)

∫

exdx = ex + C (11)
∫

dx

x
= ln |x|+ C, (12)

∫

dx√
1− x2

dx = arcsin x+ C, (13)
∫

dx

1 + x2
dx = arctg x+ C, (14)

∫

xadx =
1

a+ 1
xa+1 + C, a ∈ R, a 6= −1 (15)1.3 Ogólne wzory na 
aªkowanieZaªó»my, »e funk
je f i g s¡ 
i¡gªe. Za
hodz¡ wów
zas nast�puj¡
e wzory.Tw.

∫

(f(x) + g(x))dx =
∫

f(x)dx+
∫

g(x)dx.Dow. Mamy bowiem
d

dx

(
∫

f(x)dx+
∫

g(x)dx
)

= f(x) + g(x). CBDOTw.
∫

af(x)dx = a
∫

f(x)dx, gdziea− staªa.Dow.
d

dx

(

a
∫

f(x)dx
)

= a
d

dx

∫

f(x)dx = af(x).2



Tw. : (Wzór na 
aªkowanie przez 
z�±
i:) Dla f, g taki
h, »e f ′, g′ s¡ 
i¡gªe za
hodzi
∫

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−
∫

f ′(x)g(x)dxDow. Zróz«i
zkujmy obie strony powy»szej równo±
i. Mamy:
f(x)g′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)− f ′(x)g(x). CBDOPrzykª.

∫

xexdx =
∫

x(ex)′dx = xex −
∫

x′exdx = xex −
∫

exdx = xex − ex.Przykª.
∫

ln xdx =
∫

x′ ln xdx = x ln x− x
∫

(ln x)′dx = x ln x− x
∫

x
1

x
dx = x ln x− x+ C.Tw. (wzór na 
aªkowanie przez podstawienie, lub na zamian� zmienny
h w 
aª
e):

∫

g(f(x))
df(x)

dx
dx =

∫

g(y)dy

∣

∣

∣

∣

y=f(x)Uwaga. Kró
ej ten wzór mo»emy zapisa¢, ozna
zaj¡
 y = f(x) i z = g(y). Wtedy mamy:
∫

z
dy

dx
dx =

∫

zdy.Dow. Dowód opiera si� na odwró
eniu wzoru na ró»ni
zkowanie funk
ji zªo»onej. Ozna
z-my G(y) = ∫ g(y)dy. Mamy:
[G(f(x))]′ = G′(f(x)) · f ′(x) = g(f(x)) · f ′(x);bior¡
 teraz funk
j� pierwotn¡ od obu stron, mamy

∫

g(f(x)) · f ′(x)dx =
∫

[G(f(x))]′ dx = G(f(x)) = G(y)|y=f(x) =
∫

g(y)dy

∣

∣

∣

∣

y=f(x)CBDOPrzykª.
∫

g(ax)dx =
1

a

∫

g(y)dy, gdzie y = ax.Przykª.
∫

f(x+ a)dx =
∫

f(y)dy, gdzie y = x+ a.Przykª. Obli
zmy 
aªk�:
∫

x

1 + x2
dx.Zrobimy to za pomo
¡ podstawienia y = x2. Mamy:

∫

x

1 + x2
dx = ‖ y = x2, xdx = 12dy‖ =

1

2

∫

dy

1 + y
=
1

2
ln(1 + y) =

1

2
ln(1 + x2).3



Przykª. W nast�puj¡
ej 
aª
e podstawimy x = sin t, zakªadaj¡
, »e t ∈ [−π
2
, π
2
]:

∫ √
1− x2dx = ‖ x = sin t, dx = cos tdt‖ =

∫

cos2 tdt;t� 
aªk� li
zymy 
aªkuj¡
 przez 
z�±
i:
∫

cos2 tdt =
∫

(sin t)′ cos tdt = sin t cos t−
∫

sin t(cost)′dt = sin t cos t+
∫

sin2 tdt

= sin t cos t+
∫

dt−
∫

cos2 tdt,sk¡d mamy
∫ √
1− x2dx =

∫

cos2 tdt =
1

2
(sin t cos t+ t) =

1

2
(x
√
1− x2 + arcsin x).Uwaga. Poprawno±¢ 
aªkowania mo»emy sprawdzi¢, ró»ni
zkuj¡
 wynik; po zrobieniutego powinni±my otrzyma¢ funk
j� pod
aªkow¡.Uwaga. Funk
j¡ elementarn¡ nazywamy funk
j� wymiern¡, trygonometry
zn¡, wy-kªadni
z¡, lub jedn¡ z odwrotno±
i ty
h»e. Rozpatrzmy teraz zbiór funk
ji, powstaªy
h zelementarny
h przez branie i
h sumy, ilo
zynu, ilorazu, zªo»enia albo kombina
ji ty
h»e.Po
hodn¡ ka»dej z ty
h funk
ji mo»na znale¹¢, posªuguj¡
 si� wzorami na po
hodn¡ su-my, ilo
zynu, ilorazu b¡d¹ zªo»enia funk
ji. Z 
aªkami jest ina
zej: Gdy musimy znale¹¢funk
j� pierwotn¡ funk
ji z powy»szej klasy, to taka po
hodna mo»e si� ju» nie da¢ wy-razi¢ przez funk
je elementarne. Tak jest np. z 
aªkami: ∫ e−x2dx 
zy ∫ √1 + k2 sin2 xdx,

k2 6= 1.Podkre±lmy, »e obie te funk
je pierwotne istniej¡ � zgodnie z powy»szym twierdzeniem,»e ka»da funk
ja 
i¡gªa posiada funk
j� pierwotn¡. Powy»sze funk
je pierwotne istniej¡,tyle »e si� nie wyra»aj¡ przez funk
je elementarne: Pierwsza 
aªka to tzw. funk
ja bª�du,a druga to 
aªka elipty
zna.Tak wi�
 nie dla ka»dej funk
ji da si� funk
j� pierwotn¡ wyrazi¢ przez funk
je elemen-tarne. W pozostaªej 
z�±
i tego rozdziaªu b�dziemy rozwa»a¢ te klasy funk
ji, dla który
hda si� to zrobi¢.1.4 Rekuren
yjne metody obli
zania 
aªekZaªó»my, »e mamy jaki± 
i¡g funk
ji {fn}(x) i »e 
h
emy obli
zy¢ 
aªki In = ∫

fn(x)dxMetoda rekuren
yjna polega na obli
zeniu 
aªki dla n = 1 (lub n = 0) i na umiej�tno±
isprowadzenia li
zenia n−tej 
aªki do 
aªki o numerze n− 1 (lub w
ze±niejszej).To byª ogólny (tak ogólny, »e ogólnikowy) przepis; przyjrzyjmy si�, jak to si� przekªadana praktyk�.Przykª. Obli
zy¢ 
aªk�
In =

∫

e−xxndx.We wzorze na In wykonajmy 
aªkowanie przez 
z�±
i w nast�puj¡
y sposób:
In =

∫

e−xxndx =
∫

(−)(e−x)′xndx = −e−xxn − (−)
∫

e−xnxn−1dx = −e−xxn + nIn−1;aby s�nalizowa¢ li
zenie 
aªki, potrzebujemy jesz
ze wyra»enia na I0:
I0 =

∫

e−xdx = −e−x.4



Ostate
znie wi�

In = −e−xxn + nIn−1 = −e−xxn − ne−xxn−1 − n(n− 1)In−2 = . . .

= −e−x[xn+nxn−1+n(n−1)xn−2+· · ·+n!x]+I0 = −n!e−x
(

1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ x

n

n!

)

+C.Przykª. We¹my teraz:
In =

∫

dx

(1 + x2)n
.Mamy:

I1 =
∫

dx

1 + x2
= arctg x.Teraz poli
zmy:

In =
∫

x′dx

(1 + x2)n
=

x

(1 + x2)n
−
∫

x

(

1

(1 + x2)n

)

′

dx =
x

(1 + x2)n
−(−n)

∫

x
2x

(1 + x2)n+1
dx

=
x

(1 + x2)n
+ 2n

∫

x2 + 1− 1
(1 + x2)n+1

dx =
x

(1 + x2)n
+ 2nIn − 2nIn+1,sk¡d mamy

In+1 =
2n− 1
2n
In +

1

2n

x

(1 + x2)n
. (16)1.5 Caªki z funk
ji wymierny
hNazywamy w ten sposób 
aªk�, gdzie funk
j¡ pod
aªkow¡ jest funk
ja wymierna:

f(x) =
P (x)

Q(x)gdzie P (x), Q(x) � wielomiany.Li
zenie 
aªki wykonujemy w kilku kroka
h.B�dziemy zakªada¢, »e stopie« li
znika jest ni»szy od stopnia mianownika. Gdyby taknie byªo, toI. wykonujemy dzielenie wielomianów (z reszt¡) i mo»emy zapisa¢:
P (x) = w(x) ·Q(x) + r(x),gdzie w(x) � wynik dzielenia, a r(x) � reszta, przy 
zym deg r < degQ. Mamy wten sposób:
P (x)

Q(x)
= w(x) +

r(x)

Q(x)
,gdzie w(x) jest wielomianem, który umiemy s
aªkowa¢, za± w r(x)

Q(x)
stopie« li
znikajest mniejszy od stopnia mianownika � tak jak dalej potrzeba.
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II. Rozkªadamy mianownik na 
zynniki. Niedªugo poznamy twierdzenie z algebry, któremówi, »e:Tw. Dowolny wielomian o wspóª
zynnika
h rze
zywisty
h rozkªada si� na 
zynnikistopnia 
o najwy»ej drugiego, tzn. posta
i: x− a (
zynniki liniowe) oraz x2+ bx+ c(kwadratowe), dla który
h ∆ < 0.Uwaga. Li
zba a z 
zynnika liniowego jest pierwiastkiem wielomianu; z tw. Bézoutmamy, »e je»eli a jest pierwiastkiem wielomianu Q(x), to wielomian Q(x) dzieli si�przez x − a bez reszty, tzn. mo»na zapisa¢: Q(x) = Q̃(x)(x − a), gdzie Q̃(x) jestwielomianem stopnia o 1 ni»szego ni» Q(x). Oraz dokªadniej: Je±li a jest k−krotnympierwiastkiem wielomianuQ(x), to wielomianQ(x) dzieli si� przez (x−a)k bez reszty,tzn. mo»na zapisa¢: Q(x) = Q̃(x)(x− a)k, gdzie Q̃(x) jest wielomianem stopnia o kni»szego ni» Q(x).Dla trójmianów kwadratowy
h nierozkªadalny
h jest podobnie, ale zagª�bienie si� wtemat wymaga znajomo±
i li
zb zespolony
h, wi�
 odkªadamy to do 
zasu, gdy si�z nimi zaznajomimy.III. Trze
im krokiem jest rozkªad na uªamki proste.Def. Uªamkiem prostym nazywamy wyra»enie posta
i
A

(x− a)k lub Cx+D

((x− α)2 + β2)m ,gdzie A, a;C,D, α, β ∈ R.Uwaga: W mianowniku ostatniego wyra»enia wyst�puje posta¢ kanoni
zna trójmiankwadratowego, który nie ma pierwiastków rze
zywisty
h.I teraz!!IV. Tw. Funk
ja wymierna P (x)/Q(x) jest sum¡ uªamków prosty
h, który
h mianow-niki s¡ 
zynnikami wielomianu Q(x).Tw. (o rozkªadzie na uªamki proste): Ka»da funk
ja wymierna: P (x)
Q(x)

, gdzie degP <
degQ, daje si� zapisa¢ jako suma uªamków prosty
h, który
h mianowniki s¡ 
zynnikamiwielomianu Q(x). Dokªadniej: Je»eli w rozkªadzie Q(x) na 
zynniki pojawia si� wyra»enie
(x− a)k, to w±ród uªamków prosty
h znajduj¡ si� wyrazy:

A1
x− a,

A2
(x− a)2 , . . . ,

Am
(x− a)k ;je»eli za± w rozkªadzie Q(x) na 
zynniki pojawia si� ((x−α)2 + β2)m, to w±ród uªamkówprosty
h znajd¡ si� wyrazy:

C1x+D1
(x− α)2 + β2 ,

C2x+D2
((x− α)2 + β2)2 , . . .

Cmx+Dm
((x− α)2 + β2)m .Wyzna
zenie konkretny
h warto±
i wspóª
zynników stoj¡
y
h przy uªamka
h prosty
hodbywa si� przez porównanie obu posta
i funk
ji wymiernej: Posta
i wyj±
iowej: f(x) =

P (x)
Q(x)

, oraz otrzymanej z rozkªadu na uªamki proste.22Gdy wszystkie uªamki proste s¡ odwrotno±
iami wielomianów pierwszego stopnia, to wspóª
zynnikimo»na wyzna
zy¢ zna
znie pro±
iej. 6



"Jak to dziaªa", zoba
zmy na przykªada
h.Przykª. Rozªó»my na uªamki proste funk
j� wymiern¡
f(x) =

x− 1
(x− 2)2(x− 3) (17)Zgodnie z powy»szym twierdzeniem, rozkªad na uªamki proste b�dzie miaª posta¢:

x− 1
(x− 2)2(x− 3) =

A

x− 2 +
B

(x− 2)2 +
C

x− 3 .Wspóª
zynniki A,B,C wyzna
zamy, sprowadzaj¡
 praw¡ stron� do wspólnego mianownika. Mamy:
x− 1

(x− 2)2(x− 3) =
A(x− 2)(x− 3) +B(x− 3) + C(x − 2)2

(x− 2)2(x− 3)

=
(B + C)x2 + (5A+B − 4C)x+ 6A− 3B + 4C

(x− 2)2(x− 3) ,
o daje równania:
A+ C = 0; −5A+B − 4C = 1; 6A− 3B + 4C = −1.Rozwi¡zanie tego ukªadu równa« daje:

A = −2, B = −1, C = 2.Przykª. We¹my teraz: f(x) = 2x2+2x+13
(x−2)(x2+1)2 . Rozkªad na uªamki proste ma posta¢:

f(x) =
2x2 + 2x+ 13

(x − 2)(x2 + 1)2 =
A

x− 2 +
Bx+ C

x2 + 1
+
Dx+ E

(x2 + 1)2
. (18)Wspóª
zynniki A,B,C,D,E wyzna
zamy z porównania obu stron po sprowadzeniu prawej do wspólnegomianownika, 
o daje:

2x2 + 2x+ 13 = A(x2 + 1)2 + (Bx+ C)(x − 2)(x2 + 1) + (Dx + E)(x− 2)sk¡d otrzymujemy ukªad równa« na wspóª
zynniki:wsp. przy x4 : A+B = 0wsp. przy x3 : −2B + C = 0wsp. przy x2 : 2A+B − 2C +D = 2wsp. przy x1 : −2B + C − 2D + E = 2wsp. przy x0 : A− 2C − 2E = 13.Rozwi¡zuj¡
 ten ukªad równa«, dostajemy:
A = 1, B = −1, C = −2, D = −3, E = −4
o daje rozkªad na uªamki proste:

f(x) =
2x2 + 2x+ 13

(x− 2)(x2 + 1)2 =
1

x− 2 −
x+ 2

x2 + 1
− 3x+ 4

(x2 + 1)2
. (19)Twierdzenie o rozkªadzie na uªamki proste sprowadza 
aªkowanie funk
ji wymiernej do
aªkowania uªamków prosty
h. Zoba
zymy zaraz, jak obli
za¢ funk
je pierwotne z taki
huªamków prosty
h.1. Za
znijmy od uªamków prosty
h posta
i A

(x−a)k
. Podstawiaj¡
 y = x− a, mamy

∫

Adx

(x− a)k = A
∫

dy

yk
=

{

A ln(x− a) dla k = 1,
A
1−k
· 1
(x−a)k−1

dla k > 1.7



2. Gdy mamy uªamek prosty: Cx+D
((x−α)2+β2)m

, to 
aªka nieozna
zona z tego wyra»eniasprowadza si� do obli
zenia dwó
h 
aªek:
∫

dx

((x− α)2 + β2)m oraz ∫

(x− α)dx
((x− α)2 + β2)m .2.1. Przy pierwszej 
aª
e podstawiamy y = x − α i otrzymujemy 
aªk� ∫ dy

(y2+β2)m
,w której z kolei podstawiamy y = βz i po tym podstawieniu dostajemy 
aªk�

∫

dz
(z2+1)m

. Dla m = 1 funk
j¡ pierwotn¡ jest arctg z, za± dla m > 1 wyprowa-dzili±my ju» na t� 
aªk� wzór rekuren
yjny (16).2.2. Przy 
aª
e drugiego typu, podstawiamy: y = (x−α)2. Mamy: dy = 2(x−α)dx,sk¡d otrzymujemy:
∫

(x− α)dx
((x− α)2 + β2)m =

1

2

∫

dy

(y + β2)m
=

{

1
2
ln((x− α)2 + β2) dla m = 1,
− 1
2(k−1)

· 1
((x−α)2+β2)k−1

dla k > 1.Tymi to sposobami zawsze mo»emy obli
zy¢ 
aªk� z funk
ji wymiernej. (O
zywi±
ie, je±liznamy pierwiastki mianownika Q(x)).Obli
zmy teraz dla naprzykªadu 
aªki z f. wymierny
h (17) i (18).Przykª. (17), 
d:
∫

x− 1
(x− 2)2(x− 3)dx = −

∫

dx

x− 2 − 2
∫

dx

(x − 2)2 + 2
∫

dx

x− 3

= − ln |x− 2|+ ln |x− 3|+ 2

x− 2 + C.Przykª. (18), 
d:
∫

2x2 + 2x+ 13

(x− 2)(x2 + 1)2 dx =
∫

dx

x− 2 −
∫

(x+ 2)dx

x2 + 1
− (3x+ 4)dx
(x2 + 1)2

=

∫

dx

x− 2 −
∫

xdx

x2 + 1
− 2

∫

dx

x2 + 1
− 3

∫

xdx

(x2 + 1)2
− 4

∫

dx

(x2 + 1)2

= ln |x− 2| − 1
2
· ln(x2 + 1)− 2arctgx+ 3

2
· 1

x2 + 1
− 4 dx

(x2 + 1)2
.Ostatni¡ 
aªk� li
zymy wykorzystuj¡
 wzór rekuren
yjny (16); dla n = 2 mamy:

I2 =

∫

dx

(1 + x2)2
=
1

2
· x

1 + x2
+
1

2
I1 =

1

2
· x

1 + x2
+
1

2
arctg x.Ostate
znie

∫

2x2 + 2x+ 13

(x− 2)(x2 + 1)2 dx =
1

2
· 3− 4x
x2 + 1

+
1

2
ln
(x− 2)2
x2 + 1

− 4arctgx+ C.Uwaga. Analizuj¡
 metod� 
aªkowania funk
ji wymierny
h widzimy, »e 
aªka z funk
jiwymiernej jest posta
i:
R(x) + A lnU(x) +Barctg V (x),gdzie A,B � staªe, za± R(x), U(x), V (x) s¡ funk
jami wymiernymi.

8



1.6 Caªki z funk
ji wymierny
h od funk
ji trygonometry
zny
hNie
h R(u, v) ozna
za funk
j� trygonometry
zn¡ dwó
h zmienny
h u, v. Rozwa»my 
aªk�:
∫

R(sin x, cosx)dx.Okazuje si�, »e 
aªk� tego typu mo»na sprowadzi¢ do 
aªki z funk
ji wymiernej poprzezpodstawienie trygonometry
zne.Podstawieniem, które dziaªa zawsze (a
zkolwiek 
z�sto nie jest sposobem optymalnymze wzgl�du na ilo±¢ ra
hunków) jest podstawienie uniwersalne: t = tg x
2
. Musimy wyrazi¢

sinx, cos x, dx przez t. Mamy:
sin2
x

2
+ cos2

x

2
= 1, sk¡d tg2 x

2
+ 1 =

1

cos2 x2
, 
o daje cos2 x

2
=
1

1 + t2Mamy dalej
cosx = 2 cos2

x

2
− 1 = 2

1 + t2
− 1 = 1− t

2

1 + t2
.Ponadto:

sin2
x

2
= 1− cos2 x

2
=
t2

1 + t2
,
o daje

sinx = 2 sin
x

2
cos
x

2
=
2t

1 + t2
.Wresz
ie, z równo±
i: x = 2arctg t mamy

dx

dt
=
2

1 + t2
.Ostate
znie mamy wszystko 
o jest potrzebne do podstawienia:

sin x =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2
1 + t2

, dx =
2

1 + t2
dt.Przykª.

I =
∫

dx

sin x
=
∫

1 + t2

2t

2

1 + t2
dt =

∫

dt

t
= ln |t| = ln

∣

∣

∣

∣

tg
x

2

∣

∣

∣

∣

.Uwaga. Powy»sze podstawienie uniwersalne dziaªa zawsze. Prowadzi jednak 
z�sto dofunk
ji wymiernej o du»y
h stopnia
h li
znika i mianownika. Z tego wzgl�du nale»y jestosowa¢ tylko w ostate
zno±
i, je±li inne podstawienia trygonometry
zne nie dadz¡ si�zastosowa¢. Te inne podstawienia to:
t = sin x, t = cos x t = tg x.Istniej¡ przepisy, kiedy takie podstawienia stosowa¢. Nie b�dziemy i
h tu wypisywa¢ (za-interesowany Czytelnik znajdzie je np. w ksi¡»
e Fi
htenholza, t. II).1.7 Caªki z wyra»e« typu R(x, n√αx+β

γx+δ )Rozpatrzmy teraz 
aªki posta
i
∫

R(x, n
√

αx+ β

γx+ δ
)dx,9



(zakªadamy tu, »e αx+β
γx+δ
6= const, bo ina
zej problem byªby trywialny), gdzie R(u, v) jestfunk
j¡ wymiern¡ swoi
h argumentów. Okazuje si�, »e takie 
aªki mo»na sprowadzi¢ do
aªek z funk
ji wymierny
h. Realizuje si� to za pomo
¡ nast�puj¡
ego podstawienia:
t = n

√

αx+ β

γx+ δ
. tzn. tn = αx+ β

γx+ δ
,
o zna
zy, »e x wyra»a si� wymiernie przez t i w ten sposób otrzymujemy w zmiennej t
aªk� z funk
ji wymiernej, któr¡ li
zymy znanymi nam ju» metodami.Konkretnie, mamy tutaj:

x =
β − δtn
γtn − α, dx = n(αδ − βγ)

tn−1

(γtn − α)2dtPrzykª.
I =

∫

dx

3

√

(x− 1)(x+ 1)2
=
∫

3

√

x+ 1

x− 1 ·
dx

x+ 1
.Zgodnie z powy»szym przepisem, podstawiamy:

t = 3

√

x+ 1

x− 1 , x =
t3 + 1

t3 − 1 , dx = −
6t2dt

(t3 − 1)2i nasza 
aªka przyjmuje posta¢
I =

∫ −3dt
t3 − 1 .Powy»sze podstawienie sprowadziªo wi�
 
aªk� do 
aªki wymiernej. Za
h�
am Czytelnika,aby powy»sz¡ 
aªk� poli
zyª dalej. Wynik jest nast�puj¡
y:

I =
1

2
ln
t2 + t+ 1

(t− 1)2 +
√
3 arctg

2t− 1√
3
+ C.1.8 Caªki z wyra»e« typu R(x,√ax2 + bx+ c); podstawienia EuleraOstatni¡ z omawiany
h teraz klas 
aªek b�d¡ 
aªki

∫

R(x,
√
ax2 + bx+ c)dx, (20)gdzie R(u, v) jest funk
j¡ wymiern¡. Caªki powy»szego rodzaju tak»e wyra»aj¡ si� przezfunk
je elementarne. Istnieje kilka sposobów obli
zania 
aªek (20); my omówimy tu pod-stawienia Eulera.Odno±nie trójmianu kwadratowego ax2 + bx + c zakªadamy, i» nie jest on peªnymkwadratem, gdy» w tym przypadu mogliby±my wy
i¡gn¡¢ ze« pierwiastek i mie¢ 
aªk�wymiern¡.1. Pierwsze podstawienie Eulera mo»na stosowa¢ w przypadku, gdy a > 0. Podstawia-my wów
zas: √

ax2 + bx+ c = t−
√
ax (21)10



(lub, aby t wyst�powaªo tylko po jednej stronie równo±
i: t = √ax2 + bx+ c+√ax.Po podniesieniu do kwadratu równo±
i (21) wyraz ax2 skasuje si� po obu strona
h izostanie
bx+ c = t2 − 2

√
axtsk¡d mamy

x =
t2 − c
b+ 2
√
at
,
√
ax2 + bx+ c =

√
at2 + bt+ c

√
a

2
√
at+ b

,

dx = 2

√
at2 + bt+ c

√
a

(b+ 2
√
at)2

dt.Wida¢, »e przy tym podstawieniu zarówno x (oraz o
zywi±
ie dx, jak i√ax2 + bx+ cwyra»aj¡ si� wymiernie przez t; w ten sposób doprowadzili±my 
aªk� (20) do 
aªkiz funk
ji wymiernej.2. Drugie podstawienie Eulera mo»na stosowa¢ w przypadku, gdy c > 0. Wów
zasbierzemy: √
ax2 + bx+ c = xt+

√
c. (22)Je±li podniesiemy obie strony równo±
i (22) do kwadratu, odejmiemy po obu stro-na
h c i podzielimy przez x, to otrzymamy:

ax+ b = xt2 + 2
√
cti mamy:

x =
2
√
ct− b
a− t2 ,

√
ax2 + bx+ c =

√
ct2 − bt+√ca
a− t2 ,

dx = 2

√
ct2 − bt+√ca
(a− t2)2 dt.Znów wi�
 x, dx oraz √ax2 + bx+ c wyra»aj¡ si� wymiernie przez t; w ten sposóbznowu doprowadzili±my 
aªk� (20) do 
aªki z funk
ji wymiernej.3. Wresz
ie, trze
ie podstawienie Eulera mo»na stosowa¢ w przypadku, gdy trójmiankwadratowy ax2+ bx+ c ma dwa ró»ne pierwiastki rze
zywiste; ozna
zmy je λ oraz

µ. Wiemy, »e w takim przypadku trójmian ten rozkªada si� na 
zynniki liniowe:
ax2 + bx+ c = a(x− λ)(x− µ). (23)Wtedy podstawiamy: √
ax2 + bx+ c = t(x− λ). (24)Podnosz¡
 równo±¢ (24) do kwadratu i korzystaj¡
 z (23), skra
amy przez wspólny
zynnik (x− λ) i otrzymujemy znów równanie pierwszego stopnia na x:
a(x− µ) = t2(x− λ)sk¡d dostajemy:

x =
λt2 − aµ
t2 − a ,

√
ax2 + bx+ c =

a(λ− µ)t
t2 − a ,

dx =
2ta(µ− λ)
(t2 − a)2 dt11



Uwaga. Mo»e si� zdarzy¢, »e do jakiej± 
aªki mo»na zastosowa¢ wi�
ej ni» jedno podsta-wienie Eulera!Poka»emy teraz, w dowolnej 
aª
e posta
i (20) mo»na zastosowa¢ które± z podstawie«Eulera (konkretnie, pierwsze lub trze
ie). Otó» je±li trójmian kwadratowy ax2+ bx+ c mapierwiastki rze
zywiste, to mo»na zawsze zastosowa¢ podstawienie trze
ie. Je±li natomiasttrójmian nie ma pierwiastków rze
zywisty
h, tzn. b2 − 4ac < 0, toPrzykª. I. Obli
zmy 
aªk�
II =

∫

dx

x
√
x2 + 4x− 4za pomo
¡ pierwszego podstawienia Eulera. Zgodnie z (21) mamy

√

x2 + 4x− 4 = t− x,sk¡d wyli
zamy
x =
t2 + 4

2t+ 4
, dx =

2t2 + 8t− 8
(2t+ 4)2

dt,
√

x2 + 4x− 4 = t− x = t
2 + 4t− 4
2t+ 4i wstawiaj¡
 do 
aªki wyj±
iowej, mamy

II = 2
∫

dt

t2 + 4
.T� 
aªk� ju» ªatwo poli
zy¢, dostaj¡
 (za
h�
am Czytelnika, aby uzupeªniª te ra
hunki)

II = arctg [2(x+
√

x2 + 4x− 4)] + C.Przykª. II. Obli
zmy 
aªk�
III =

∫

dx

x−
√
x2 − x+ 1za pomo
¡ drugiego podstawienia Eulera. Zgodnie z (22) mamy

√

x2 − x+ 1 = xt+ 1;sk¡d
x =
2t+ 1

1− t2 , dx =
2(t2 + t+ 1)

(t2 − 1)2 dt,
√

x2 − x+ 1 = t
2 + t+ 1

1− t2 ,i w zmiennej t 
aªka przybiera posta¢
III =

∫

2(t2 + t+ 1)

t− t2 dta wi�
 otrzymali±my � jak trzeba � 
aªk� z wyra»enia wymiernego. Czytelnika za
h�
am do doko«
zeniai sprawdzenia ra
hunku.Przykª. III. Przetestujmy wresz
ie trze
ie podstawienie Eulera na 
aª
e
IIII =

∫

dx

(2x− 3)
√
4x− x2

.Zgodnie z (24) bierzemy
√

4x− x2 = xt,sk¡d wyli
zamy
x =

4

t2 + 1
, dx = −8 tdt

(t2 + 1)2
,
√

4x− x2 = xt = 4t

t2 + 1
, 2x− 3 = 5− 3t

2

t2 + 1i w zmiennej t 
aªka przyjmuje posta¢
IIII = 2

∫

dt

3t2 − 5wi�
 znów w posta
i wymiernej, tak jak powinno by¢. Znów wykªadow
a za
h�
a Czytelnika do doko«-
zenia i sprawdzenia ra
hunków. 12
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