
1 Ukªady liniowe

Tu b¦d¡ przykªady ukªadów równa« liniowych, najsampierw jednorodne.

1. We¹my ukªad ẋ = Ax, gdzie A =
[
1 2
2 1

]
z warunkiem pocz¡tkowym x0 ≡ x(0) ≡[

x1(0)
x2(0)

]
=
[
2
4

]
.

Zgodnie z ogóln¡ recept¡, liczymy wielomian charakterystyczny macierzy: wA(λ) =
(1− λ)2 − 4, którego pierwiastki: λ1 = −1, λ2 = 3 s¡ warto±ciami wªasnymi A.

B¦dziemy te» tu potrzebowa¢ wektorów wªasnych A:

v1 = Ker (A− λ1I) = Ker
[
2 2
2 2

]
=
[
1
−1

]
oraz

v2 = Ker (A− λ2I) = Ker
[
−2 2
2 −2

]
=
[
1
1

]
(Pami¦tacie, co to jest Ker , czyli j¡dro? J¡drem macierzy M nazywamy zbiór wek-
torów x, takich, »e Mx = 0. Powiedzenie, »e i−ty wektor wªasny vi jest j¡drem
macierzy A− λiI to to samo, co powiedzie¢, »e vi jest rozwi¡zaniem ukªadu równa«
(A− λiI)vi = 0, tzn. Avi = λivi).
Po znalezieniu wektorów wªasnych, rozkªadamy wektor warunku pocz¡tkowego w
bazie wektorów wªasnych: x0 = c1v1 + c2v2 i znajdujemy, »e c1 = 3, c2 = −1. Mamy
dalej

x(t) = eAtx0 = eAt(c1v1+c2v2) = c1eλ1tv1+c2eλ2tv2 = 3e−tv1−1·e3tv2 =
[
−e−t + 3e3t
e−t + 3e3t

]
.

2. We¹my teraz ukªad ẋ = Ax, gdzie A =
[
2 1
−1 2

]
z warunkiem pocz¡tkowym

x0 ≡ x(0) ≡
[
x1(0)
x2(0)

]
=
[
2
6

]
.

Post¦pujemy analogicznie jak uprzednio: liczymy wielomian charakterystyczny ma-
cierzy: wA(λ) = (2 − λ)2 + 1, którego pierwiastki, tzn. warto±ci wªasne A, s¡ tym
razem zespolone: λ1 = 2− i, λ2 = 2 + i.
Liczb zespolonych ba¢ si¦ tu nie nale»y. Na po±rednich etapach rachunków (warto±ci
wªasne, wektory wªasne) mo»emy mie¢ do czynienia z liczbami zespolonymi; ale pod
koniec (je±li si¦ nie pomylimy) musz¡ one wyst¡pi¢ w takiej kombinacji, aby ko«cowy
wynik byª liczb¡ rzeczywist¡.

Liczymy znów wektory wªasne A:

v1 = Ker (A− λ1I) = Ker
[

i 1
−1 i

]
=
[
i
1

]
,

v2 = Ker (A− λ2I) = Ker
[
−i 1
−1 −i

]
=
[
−i
1

]
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(Ukªady równa« z liczbami zespolonymi rozwi¡zujemy tak samo, jak znane nam
ukªady z liczbami rzeczywistymi).

Rozkªadamy wektor warunku pocz¡tkowego w bazie wektorów wªasnych:

x0 =
[
2
6

]
= c1v1 + c2v2

i otrzymujemy
c1 = 3− i, c2 = 3 + i

St¡d rozwi¡zanie w chwili t jest

x(t) = eAtx0 = eAt(c1v1 + c2v2) = c1eλ1tv1 + c2eλ2tv2

= (3− i)e(2−i)t
[
i
1

]
+ (3 + i)e(2+i)t

[
−i
1

]
= e2t

[
3ie−it + e−it − 3ieit + eit
3e−it − ie−it + 3eit + ieit

]
;

i, przypominaj¡c sobie zale»no±ci mi¦dzy funkcj¡ wykªadnicz¡ (od argumentu urojo-

nego) a funkcjami trygonometrycznymi: cos t = eit+e−it
2 , sin t = eit−e−it

2i , otrzymujemy
ostatecznie rozwi¡zanie w postaci

x(t) = 2e2t
[
cos t+ 3 sin t
3 cos t− sin t

]
.

2 Równania liniowe

2.1 Równania jednorodne

Znale¹¢ rozwi¡zania ogólne nast¦puj¡cych równa«:

1. y′′+y′−2y = 0. (y′ = dydt itd.) Tworzymy równanie charakterystyczne: λ2+λ−2 = 0,
którego pierwiastki to λ1 = −2, λ2 = 1. Zatem rozwi¡zanie ogólne jest postaci:
y = C1e−2t + C2et, C1, C2 � dowolne staªe.

2. y′′−4y′ = 0. Równanie charakterystyczne: λ2−4λ = 0, którego pierwiastki to λ1 = 4,
λ2 = 0. Zatem rozwi¡zanie ogólne jest postaci: y = C1e4t+C2e0·t = C1e4t+C2, C1, C2
� dowolne staªe.

3. y′′ + y = 0. Równanie charakterystyczne: λ2 + 1 = 0, którego pierwiastki to λ1 = i,
λ2 = −i. Zatem rozwi¡zanie ogólne jest postaci: y = a1eit+a2e−it. Rozwi¡zanie, za-
miast w postaci wykªadniczej, mo»na równowa»nie zapisa¢ w postaci trygonometrycznej:y =
C1 cos t+ C2 sin t, C1, C2 � dowolne staªe.

4. y′′ + 6y′ + 13y = 0. Równanie charakterystyczne: λ2 + 6λ + 13 = 0, którego pier-
wiastki to λ1 = −3 − 4i, λ2 = −3 + 4i. Zatem rozwi¡zanie ogólne jest postaci:
y = a1e(−3−4i)t + a2e(−3+4i)t = e−3t(a1e−4it + a2e4it), co równowa»nie mo»na zapisa¢
w postaci trygonometrycznej: y = e−3t(C1 cos 4t+C2 sin 4t), C1, C2 � dowolne staªe.

5. y′′ − 2y′ + y = 0. Równanie charakterystyczne: λ2 − 2λ + 1 = 0 posiada jeden
pierwiastek podwójny λ = 1, zatem rozwi¡zanie ogólne jest y = (C1 + C2t)et.
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2.2 Równania niejednorodne

Znale¹¢ rozwi¡zania ogólne nast¦puj¡cych równa«:

1. y′′ + 4y = et (*). i) Znajdujemy Rozwi¡zanie Ogólne Równania Jednorodnego
(RORJ), tzn. z praw¡ stron¡ równ¡ zeru: y′′ + 4y = 0. Równanie charaktery-
styczne: λ2 + 4 = 0 ma pierwiastki: λ1 = 2i, λ2 = −2i. Wypisujemy od razu
RORJ w postaci trygonometrycznej: RORJ= C1 sin 2t + C2 cos 2t. ii) Znajdujemy
Rozwi¡zanie Szczególne Równania Niejednorodnego (RSRN) metod¡ 'zgadywania':
Przewidujemy posta¢ rozwi¡zania yN jako: yN = Aet, gdzie A jest staª¡; po wsta-
wieniu yN do (*) dostajemy: 5Aet = et, sk¡d A = 1

5 , zatem RSRN=15e
t. iii) Roz-

wi¡zanie Ogólne Równania Niejednorodnego (RSRN) jest sum¡ RORJ i RSRN:
RORN=C1 sin 2t+ C2 cos 2t+ 15e

t.

2. y′′ − 9y = (12t− 8)e−3t (**). i) RORJ: λ2 − 9 = 0 ma pierwiastki λ1 = 3, λ2 = −3.
RORJ = C1e

3t + C2e−3t. ii) RSRN: Niejednorodno±¢ jest 'zgadywalna', (bo jest
postaci: wielomian razy funkcja wykªadnicza). Wykªadnik niejednorodno±ci pokrywa
si¦ z jedn¡ z warto±ci wªasnych, zatem RSRN przewidujemy w postaci: yN = t(A+
Bt)e−3t, gdzie A i B s¡ staªymi, które musimy wyznaczy¢. Po wstawieniu yN do (**)
dostajemy: (−2B−6A−12Bt)e−3t = (12t−8)e−3t, sk¡d, porównuj¡c wspóªczynniki
przy pot¦gach wielomianów po obu stronach, dostajemy: −12Bt = 12t, 2B−6A = 8,
sk¡d B = −1, A = 1. iii) RSRN = RORJ + RSRN = C1e

3t +C2e−3t + t(1− t)e−3t.
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