1 Uklady liniowe

Tu beda przyktady uktadéw réwnan liniowych, najsampierw jednorodne.
1. Wezmy uktad & = Az, gdzie A =

20]-13)

Zgodnie z ogolna recepta, liczymy wielomian charakterystyczny macierzy: wa(\) =
(1 — A\)% — 4, ktorego pierwiastki: A\; = —1, Ay = 3 sg wartosciami wlasnymi A.

5 ? 7z warunkiem poczatkowym zo = z(0) =

Bedziemy tez tu potrzebowaé¢ wektoréw whasnych A:

2 2 1
vy = Ker (A — \1I) = Ker [2 21—l_1]

oraz

-2 2 1
vg = Ker (A — \I) = Ker [ 5 _2] = l . ]
(Pamietacie, co to jest Ker, czyli jadro? Jadrem macierzy M nazywamy zbior wek-
torow x, takich, ze Mx = 0. Powiedzenie, ze i—ty wektor wtasny v; jest jadrem
macierzy A — \;I to to samo, co powiedzieé¢, ze v; jest rozwigzaniem ukltadu réwnan

(A — AzI)’Uz = 0, tzn. AUi = )\zvz)

Po znalezieniu wektorow wtasnych, rozktadamy wektor warunku poczatkowego w

bazie wektorow wlasnych: xg = civ1 + covs 1 znajdujemy, ze ¢; = 3,co = —1. Mamy
dalej
-t 3t
x(t) = eAxy = eAt(clvl—i-cQUQ) = 1Mt FegeMuy = 3e o — 1€ty = e_t + 3;
e "+ 3e
, . . 2 1 .
2. Wezmy teraz uktad # = Ax, gdzie A = 1 9|7 warunkiem poczatkowym

omeo= 9] 1]

Postepujemy analogicznie jak uprzednio: liczymy wielomian charakterystyczny ma-
cierzy: wa(\) = (2 — X)? + 1, ktorego pierwiastki, tzn. wartosci wlasne A, sa tym
razem zespolone: Ay =2 — i, Ay = 2 + 1.

Liczb zespolonych ba¢ sie tu nie nalezy. Na posrednich etapach rachunkow (wartosci
wlasne, wektory wlasne) mozemy mie¢ do czynienia z liczbami zespolonymi; ale pod
koniec (jesli sie nie pomylimy) musza one wystapi¢ w takiej kombinacji, aby koricowy
wynik byt liczba rzeczywista.

Liczymy znéw wektory wlasne A:

vlzKer(A—)qI):Kerl_Zl 11:[21,

U2:Ker(A—/\2I):Ker[:i —12]:[_2]
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(Uktady réwnan z liczbami zespolonymi rozwiazujemy tak samo, jak znane nam
uktady z liczbami rzeczywistymi).

Rozkladamy wektor warunku poczatkowego w bazie wektorow witasnych:

2
Ty = [6]261@14_62@2

i otrzymujemy
61:3—?:, 02:3+i

Stad rozwigzanie w chwili ¢ jest

Aot

At At
(c1v1 + covg) = c1e™ vy + ce™? vy

z(t) = eMlayg =e
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i, przypominajac sobie zalezno$ci migdzy funkcja wyktadnicza (od argumentu urojo-

ezt+e—it . o 6'Lt76—zt
5, st = =—;

nego) a funkcjami trygonometrycznymi: cost =
ostatecznie rozwigzanie w postaci

, otrzymujemy

x(t) = 2e* [

cost+ 3sint
3cost —sint |-

2 Ro6wnania liniowe

2.1

Réwnania jednorodne

Znalez¢ rozwiazania og6lne nastepujacych rownan:

1.

y'+y' —2y = 0. (y' = ¢ itd.) Tworzymy réwnanie charakterystyczne: A2 +A—2 = 0,
ktorego pierwiastki to \; = —2, Ay = 1. Zatem rozwiazanie ogoblne jest postaci:
y = Cre 2 + Cyet, O, Cy — dowolne stale.

. y"—4y’ = 0. Rownanie charakterystyczne: \2—4\ = 0, ktoérego pierwiastki to A\, = 4,

o = 0. Zatem rozwigzanie ogolne jest postaci: y = Che* +Cae”t = Cie*4-Cs, C1, Cy
— dowolne stale.

. y" +y = 0. Rownanie charakterystyczne: A\ + 1 = 0, ktorego pierwiastki to \; = i,

Ao = —i. Zatem rozwigzanie ogolne jest postaci: y = aje” + ase™ . Rozwigzanie, za-
miast w postaci wyktadniczej, mozna réwnowaznie zapisa¢ w postaci trygonometrycznej:y =
Cicost + Cysint, Cp, Cy — dowolne state.

.y + 6y + 13y = 0. Réwnanie charakterystyczne: \2 + 6\ + 13 = 0, ktorego pier-

wiastki to \y = —3 — 44, Ay = —3 + 4i. Zatem rozwiazanie ogdlne jest postaci:
y = a1 37 4 gpe( T3 = 73 (g e71 1 gye?), co rownowaznie mozna zapisaé
w postaci trygonometrycznej: y = e =3 (C} cos 4t + Cy sin 4t), C;, Cy — dowolne stale.

.y — 2y +y = 0. Réownanie charakterystyczne: \> — 2\ + 1 = 0 posiada jeden

pierwiastek podwojny A = 1, zatem rozwiazanie ogolne jest y = (C; + Cat)e’.



2.2 Réwnania niejednorodne

Znalez¢ rozwiazania og6lne nastepujacych rownan:

1. y" + 4y = €' (*). i) Znajdujemy Rozwiazanie Ogblne Roéwnania Jednorodnego
(RORJ), tzn. z prawa strona réwna zeru: y” + 4y = 0. Rownanie charaktery-
styczne: A2 4+ 4 = 0 ma pierwiastki: \; = 2i, Ay = —2i. Wypisujemy od razu
RORJ w postaci trygonometrycznej: RORJ—= Cysin 2t + C5 cos 2t. i) Znajdujemy
Rozwiazanie Szczegolne Rownania Niejednorodnego (RSRN) metoda ’zgadywania’:
Przewidujemy postaé¢ rozwigzania yy jako: yy = Aet, gdzie A jest stalg; po wsta-
wieniu yy do (*) dostajemy: 5Ae’ = ¢!, skad A = 1, zatem RSRN=1¢'. iii) Roz-
wiazanie Ogolne Rownania Niejednorodnego (RSRN) jest suma RORJ i RSRN:
RORN=C sin 2t + C5 cos 2t + £e'.

2.y — 9y = (12t — 8)e™3 (**). 1) RORJ: A\ — 9 = 0 ma pierwiastki A\; = 3, Ay = —3.
RORJ = C1e* + Cye™3!. 41) RSRN: Niejednorodnosé jest 'zgadywalna’, (bo jest
postaci: wielomian razy funkcja wyktadnicza). Wyktadnik niejednorodnosci pokrywa
si¢ z jedna z wartosci wlasnych, zatem RSRN przewidujemy w postaci: yy = t(A +
Bt)e 3, gdzie A i B sa stalymi, ktore musimy wyznaczy¢. Po wstawieniu yy do (**)
dostajemy: (—2B —6A—12Bt)e 3! = (12t —8)e ™3, skad, poréwnujac wspotczynniki
przy potegach wielomianéw po obu stronach, dostajemy: —12Bt = 12¢,2B—6A = 8,
skad B = —1, A = 1. #) RSRN = RORJ + RSRN = C1e3 + Coe 3 + (1 —t)e 3.



