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. Wykazaé, ze kres dolny zbioru liczb postaci

Matematyka I - seria 2 zadari domowych - 2009,/2010
14 listopada 2009

. Wykazac, ze kresami gornym oraz dolnym zbioru liczb postaci v/n + 1 —+/n, gdzie n € N, sa odpowiednio

1

WoE] oraz 0.

gdzie x € R, wynosi —+.

—a?
144> 2

Czy zbior wartosei funkeji f(z) = 11:;62 okreslonej w przedziale [0, 1] ma kres: (a) gorny, (b) dolny?

Wskazowka: Wystarczy udowodnié, ze zbiér wartosci funkcji jest ograniczony.

Wyrazy piaty, siodmy i dwunasty ciagu arytmetycznego a1, ag, as, ... tworza kolejne elementy ciagu geo-
metrycznego. Znalezé iloraz ciagu geometrycznego.

Qn

Wykazaé, ze ciag an, = St + % + ... + 5,

gdzie ay, as ..., o, sg cyframi, jest ograniczony z gory.
Wykazaé, ze ciag a, = %3 — "72 + n — 13 jest rosnacy.

Wykazaé, ze ciag a, = Y p_; ﬁ — > h_1 5% jest malejacy i ograniczony.

L . . . L . , ., sl 1 1
Wskazowka: Przy dowodzie ograniczonosci warto skorzystaé¢ z nieréwnosci: SEERTT) < RETT)"

Bezposrednio z definicji pokazaé, ze:

; 1 : 3n+l _ 3 : 2
(a) limy,—oo Z—_T_Z =1, (b) lim, s 2255 = 2, (¢) lim, o (—n? — 10) = —o0.
Wykazaé, ze nie istnieje granica ciagu a, = Z—ié oS Q”T”

Wskazowka: Wystarczy pokazaé¢, ze podciagi as,, oraz as,+1 daza do réznych granic.

Wyznaczy¢ granice ciagbéw:

2 3_ _ 3_
(a) ap = %7 (bg an = 422+Zn7 (c) an = (?Lg)z, (d) a, = 45nn5+31n’
— /2
e) an = 2725_;'_3 + 15713311 (f) an = \“’7% (g) ap = \/271 +3 - \/n -1,

(
(0) an = n2(n — Va2 ¥ 1) (i) ay = V32 + 20— 5 —ny/3 (j) a, = "=y
(k) a, = 3277;7__’_210 1) ap = —==—— (m) a, =nv/2— 203 502 -7

n2+n—n
n
B 2

n+3)>2 1" —1)"n
() an = CEFE (0) an = (1 (0) an = g () an =5
(s) an = Vn3+2n2+3 —vn2+2n+3 (t) a, = 722:%;;” (v) a, = 7“%2ntfg+f”

Wskazowki: (s) Dodaé: 0 = —v/n3 + v/n2. (u) Skorzystac ze wzoru 1424 ... 4 n = L"QH).

Wyznaczy¢ granice dla ciagdw o wyrazach ogdlnych:

(a) ap = % (b) a, = logy(n* + 5n + 1) — logy(8n* + 3n% +2) (c) a, = arcsin(QTZfH)
log,n? 4 5+g+.ton

(@) o = 95 (0) @, = 5258 (1) 0, = it
92n+2 .22n __ . n n

() an = 32 10 (1) g, = 3871 (j) g, = "2

5-4n=T143 4.97+7 ™
. - gnt2_yntl " 42n.3n—lygn
(J)an—W (k) An = ~gn_gen-1T

Przy uzyciu twierdzenia o trzech ciggach znalezé¢ granice ciagdéw o wyrazach ogdlnych:
n/3™42™ _ 2n%4sinn! _ n :
(a) an = {/ 35 (D) an = 25520 (c) an = /3 +sinn

(d) an = /5= + (%)n

Dla jakich warto$ci parametru k£ granica ciggu o wyrazie ogélnym a,, = M%

dodatnia?

jest skoriczona liczba

Dla jakich wartosci parametru k granica ciggu o wyrazie ogélnym a,, = % jest: (a) 0; (b) 1;
(¢) —oo; (d) 400 ?

Dany jest ciag o wyrazie ogdélnym T,,(z) = cos(narccosz), gdzie x € [—1,1] oraz n € NUO0. Znalezé Ty(z)
i Ty(x). Postugujac sie tozsamoscia trygonometryczna cos(a + 3) + cos(a — ) = 2cos acos 3 pokazac,
ze Thny1(x) + Th—1(z) = 22T, (x). Udowodni¢ indukcyjnie lub inng metoda, ze T, (x) jest wielomianem
stopnia n (wielomiany T, (x) nazywa si¢ wielomianami Czebyszewa).
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Bezposrednio z warunku Cauchy’ego wykazaé, ze ciag a,, = jest zbiezny.

Wskazowka: Skorzystaé¢ z nieréwnosci: 2n(21L 0 < n(nlJrl)'
Obliczy¢ granice 0,45 + 0,0045 + 0,000045 + ...

Wyznaczy¢ granice ciaggdéw o wyrazach ogdlnych:

W21 2n?-3 n? 42 2n?+42 g\ /2
@an=(21)" " Man=(22)  @a=(52)
Wyznaczy¢ granice ciagéw o wyrazach ogdlnych:

(a) ap = vn0—2n2+2 (b) a, = V2n3+3n2+15 (¢) a, = V20 + 371 +2

(d) a5, = 5 cos(n?) — 63’_& (e) an = % (f) an = n(Inn —in(n + 2))

nt1
(g) an = Inlty) (h) an = M (1) ap = n! (J) a,, = So8nT

niS 2n nmn.2m 2n+1
_ 1™ _arctg(n!4+n?) _ (=1)"+sinn
(k) On = (1) On = n2+1 (m) n = 5 o715 -
Obliczy¢ granice ciagéw okreslonych rekurencyjnie: (a) r1 = v/2, Tni1 = vVZn + 2.

(b) xr1 = 1, Tnt+1 = ﬁ

Zbadaé zbieznosé ciagu okreslonego rekurencyjnie: z1 =1, 41 = %(mn + xi), gdzie ¢ > 0. Jedli jest on
zbiezny, obliczy¢ jego granice.

Dany jest odcinek o poczatku w punkcie a oraz koricu w punkcie b. Ciag x,, budujemy w taki sposob, ze
x1 obieramy w potowie odcinka ab, wyraz x5 obieramy w potowie odcinka z1b, wyraz x3 bedzie w potowie
odcinka z9b, i tak w nieskoriczonosé. Pokazaé, ze powstaly w ten sposéb ciag rekurencyjny jest zbiezny
oraz ze lim,,_,o T, = b.

Ustalié¢, ktére z ponizszych wyrazen sa tozsamosciami, a ktére rownaniami i rozwiazaé réwnania:

(a) ln(x — 1) = 3[ln(z — 1) + In(x + 1)]

(b) In(2? + z) = Inx + In2?
( ) 6:1:6230631 :( 230)3
(d) e e® = ().
Wykazaé¢ nastepujace zwiazki dla funkcji hiperbolicznych:

(a) cosh®z —sinh®z = 1 (jedynka hiperboliczna),
(b) sinh 2z = 2sinhx - coshz,
(¢) cosh2z = cosh®z + sinh?z.

Rozwiazaé¢ réwnania:
(a) sinhz + coshz =1 (b) sinhz =2 (c) coshx = 2.

Obliczy¢: (a) cosh(arsinh z), (b) sinh(arcosh ).

1
Wykazaé z definicji Cauchy’ego, ze lirr%)x sin — = 0.
r— €T

Zbadaé przy uzyciu definicji Heinego, czy istnieje lim,_o f(x) = sin® -

Zbada¢ ciagtosé funkeji f: R — R okreslonej wzorem:

f(:r):{ sz dla z # 0,

0 dla z =0.
Dla wszystkich « # 0 funkcja jest okreslona wzorem f(z) = 1;& Jaka wartos¢ powinna mie¢ funkcja

w x = 0, aby byla ciagta dla = € R.

Korzystajac z definicji cigglosci jednostajnej pokazaé, ze funkcja f(z) = 2 jest ciagla jednostajnie na
przedziale 10, 2].

Korzystajac z definicji cigglodci jednostajnej pokazaé, ze funkcja f(x) = 22
przedziale ]0, +o0].

nie jest ciagta jednostajnie na



