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1 Wst¦p

Spis zagadnie« planowanych do poruszenia:

1. Przypomnienie podstawowych poj¦¢ klasycznej mechaniki statystycznej. Poj¦cie
przej±cia fazowego.

2. Nieistnienie przej±¢ fazowych w ukªadach jednowymiarowych. Przykªad: Jednowy-
miarowy model Isinga

3. Przykªad przej±cia fazowego: Model pola ±redniego

4. Argument Peierlsa i dowód istnienia spontanicznej magnetyzacji w dwuwymiarowym
modelu Isinga

5. �cisªe rozwi¡zanie dwuwymiarowego modelu Isinga przy u»yciu zmiennych grassma-
nowskich

6. Przypomnienie podstawowych poj¦¢ kwantowej mechaniki statystycznej.

7. Dowód Mermina-Wagnera nieistnienia uporz¡dkowa« dalekiego zasi¦gu w tempera-
turach niezerowych w modelach z ci¡gª¡ grup¡ symetrii w wymiarach 1 i 2.

8. Dowód Kubo i Kishi'ego nieistnienia przej±¢ fazowych w modelu Hubbarda w okre-
±lonym zakresie parametrów.

9. Odbiciowa dodatnio±¢ i dowód istnienia uporz¡dkowa« dalekiego zasi¦gu w niskich
temperaturach w klasycznym modelu Heisenberga.
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2 Wst¦p � klasyczna mechanika statystyczna ukªadów
sieciowych

2.1 Przestrze« kon�guracyjna, energia ukªadu

Ukªady, z którymi b¦dziemy mieli do czynienia:

• Mamy Λ � sko«czony podzbiór Zn, zawieraj¡cy N = |Λ| w¦zªów. (Model atomów w
sieci krystalicznej). (Nie musi to by¢ akurat Zn; zakªadamy, »e sie¢ jest periodyczna).

• W ka»dym w¦¹le sieci i mamy przestrze« stanów i−tego w¦zªa Ωi. Formalnie uwa-
»amy j¡ za zwart¡ przestrze« metryczn¡ (czasem i niezwart¡), a w praktyce jest to
zbiór dyskretny lub rozmaito±¢ (nie b¦dzie chyba nic tu rozwa»ane poza Sn, lub R
w przypadku niezwartym). (B¦dziemy rozwa»a¢ wyª¡cznie sytuacje, gdy przestrze«
stanów w ka»dym w¦¹le jest taka sama; ale rozwa»a si¦ te» modele, gdzie na ró»nych
w¦zªach mog¡ by¢ ró»ne rodzaje przestrzeni stanów).

W wi¦kszo±ci modeli tu rozwa»anych, dyskretn¡ przestrze« kon�guracyjn¡ zawiera-
j¡c¡ k elementów zwyczajowo b¦dziemy nazywa¢ spinem, tak wi¦c Ωi = {s1

i , s
2
i , . . . , s

k
i }.

• Przestrze« kon�guracyjna ΩΛ ukªadu N w¦zªów jest wi¦c iloczynem kartezja«skim
N egzemplarzy przestrzeni Ωi:

ΩΛ =
N
×
i=1

Ωi

Kon�guracj¦ (tzn. element przestrzeni ΩΛ) b¦dziemy oznacza¢ jako {si11 , si22 , . . . , siNN }
lub skrótowo {si}.
Uwaga. Je±li Ωi jest zbiorem sko«czonym zawieraj¡cym k elementów, to jaka jest
ilo±¢ stanów przestrzeni kon�guracyjnej N spinów? Z kombinatoryki przypominamy
sobie, »e ΩN = kN , tak wi¦c ilo±¢ stanów ro±nie wykªadniczo z rozmiarem ukªadu.

• Na przestrzeni kon�guracyjnej jest okre±lona funkcja zwana hamiltonianem, przy-
pisuj¡ca ka»dej kon�guracji {si} jej energi¦ H({si}).

Przykªady.

1. Model Isinga, spin 1
2 : Ka»dy spin przyjmuje dwie warto±ci: si ∈ {+1,−1} (zamiast

Ωi piszemy si). Zakªadamy, »e spiny i, j oddziaªywuj¡ mi¦dzy sob¡ oddziaªywania-
mi dwuciaªowymi sisj; ich oddziaªywanie charakteryzowane jest staª¡ sprz¦»enia
Jij. Prócz tego spiny oddziaªywuj¡ z zewn¦trznym polem magnetycznym B. Niech
Λ ⊂ Zd; dla ustalenia uwagi, niech to b¦dzie d−wymiarowy sze±cian. Mamy wi¦c
hamiltonian:

H Is
Λ =

∑
i,j∈Λ

Jijsisj −B
∑
i∈Λ

si (1)

Model Isinga mo»emy uwa»a¢ za (prymitywny) model magnetyka. Gdy np. chcemy
opisa¢ ferromagnetyki, to bierzemy wszystkie Jij < 0. W ten sposób:

E(↑↑) = E(↓↓) < 0, E(↑↓) = E(↓↑) > 0

, czyli uprzywilejowane energetycznie jest równolegªe ustawianie spinów; gdy takie
uporz¡dkowanie b¦dzie obecne w caªej próbce, to otrzymamy wypadkowe niezerowe
namagnesowanie.
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2. Model XY, model Heisenberga. Dla modelu XY , spin przyjmuje warto±ci w S1 (wek-
tor o ustalonej dªugo±ci mo»e swobodnie obraca¢ si¦ w pªaszczy¹nie); dla modelu
Heisenberga, spin przyjmuje warto±ci w S2. Zakªadamy, »e ddziaªywanie pomi¦dzy
spinami jest dwuciaªowe i dane jest przez ~si · ~sj. Hamiltoniany w obu przypadkach
dane s¡ wzorami:

HΛ =
∑
i,j∈Λ

Jij~si · ~sj − ~B ·
∑
i∈Λ

~si

(tu ~a ·~b jest standardowym iloczynem skalarnym).

Formalizm � cd.

• Sum¡ statystyczn¡ (okre±lon¡ na przestrzeni stanów ukªadu) nazywamy wielko±¢

ZΛ =
∑
{si}

e−βH({si}),

gdzie β jest odwrotno±ci¡ temperatury:

β =
1
kT

, (k − staªa Boltzmanna).

• Zwi¡zek mechaniki statystycznej z termodynamik¡: Maj¡c sum¦ statystyczn¡ ZΛ, ob-
liczan¡ z wªasno±ci mikroskopowych modelu, otrzymujemy energi¦ swobodn¡ ukªadu
FΛ, która jest wielko±ci¡ makroskopow¡:

−βFΛ = lnZΛ; fΛ =
1
|Λ|

FΛ.

(tu fΛ jest energi¡ swobodn¡ na jeden spin). Z energii swobodnej, przez ró»niczko-
wanie po parametrach, otrzymujemy inne funkcje termodynamiczne (jeden sposób
� zaraz b¦dzie drugi).

• Interpretacja probabilistyczna sumy statystycznej:

Prawdopodobie«stwo znalezienia ukªadu w stanie, który jest kon�guracj¡ {si} o
energii E = H({si}), jest równe

P ({si}) =
e−βE

ZΛ

• Warto±¢ ±rednia wielko±ci obserwowalnej X (magnetyzacja, energia wewn¦trzna...)
jest równa:

〈X〉Λ =
∑
{si}

X({si})
e−βH({si})

ZΛ
≡ 1
ZΛ

∑
{si}

Xe−βH

(czyli: Maj¡c kon�guracj¦ {si}, liczymy warto±¢ wielko±ci X dla tej kon�guracji i
mno»ymy j¡ przez prawdopodobie«stwo wyst¡pienia {si}; a potem sumujemy).

Przykªady. Drugi sposób liczenia ±rednich: energia wewn¦trzna U i magnetyzacja
M .

Energia wewn¦trzna:

UΛ = 〈H〉Λ =
1
ZΛ

∑
{si}

He−βH
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=
1
ZΛ

(−)
∂

∂β

∑
{si}

e−βH = − 1
ZΛ

∂

∂β
ZΛ = − ∂

∂β
lnZΛ =

∂

∂β
(βFΛ) = −T 2 ∂

∂T

(
F

T

)

bo : β =
1
kT

; T =
1
kβ

;
∂

∂β
=
dT
dβ

∂

∂T
= − 1

kβ2

∂

∂T
= −kT 2 ∂

∂T

Magnetyzacja:

Zapiszmy najsampierw Ham'a ukªadów magnetycznych w postaci dostatecznie ogól-
nej:

H =
∑
I

JIs
I −B

∑
i

si ≡
∑
I

JIs
I −BM ;

tu B jest polem magnetycznym, za± I � wielowska¹nikiem, oznaczaj¡cym podzbiory
Λ: I = {i1, i2, . . . , in}, za± sI = si1si2 . . . sin (oddziaªywania n−spinowe). I tak np.
dla modelu Isinga zbiór wszystkich I jest zbiorem wszystkich par (i, j), natomiast
JI to zbiór wszystkich Jij. Wreszcie M jest magnetyzacj¡, któr¡ de�niujemy jako:
Dla jakiej± kon�guracji {si},

M =
∑
i∈Λ

si.

Liczymy teraz ±redni¡:

M = 〈M〉Λ =
1
ZΛ

∑
{si}

Me−βH =
∑
{si}

Me−β
∑

I
JIs

I+βBM

=
1
ZΛ

1
β

∂ZΛ

∂B
=

1
β

∂

∂B
lnZΛ = −∂FΛ

∂B
.

• Granica termodynamiczna: Energia swobodna:

f = lim
Λ→∞

fΛ,

i ±rednie obserwabli:
〈X〉 = lim

Λ→∞
〈X〉Λ

Motywacja. Typowe ukªady makroskopowe maj¡ ok. 1023 atomów b¡d¹ cz¡steczek
(rz¦du liczby Avogadra). Z matematycznego punktu widzenia, do niesko«czono±ci
jest jednakowo daleko od 1 jak od 1023; ale z �zycznego punktu widzenia, 1023 jest
bli»sza niesko«czono±ci ni» jedynce. Mamy wi¦c nadziej¦, »e badaj¡c granic¦ termo-
dynamiczn¡, z dobrym przybli»eniem powiemy o wªasno±ciach ukªadów badanych
do±wiadczalnie.

Uwaga. Nasuwaj¡ si¦ tu od razu pytania: Kiedy granica termodynamiczna istnieje?
Bardziej szczegóªowo: Jakie warunki musz¡ speªnia¢ staªe oddziaªywania w ukªadzie,
aby granica TD istniaªa? W jaki sposób d¡»y¢ z Λ do niesko«czono±ci?

Te problemy nie b¦d¡ tu dyskutowane. Wykªadowca poprzestanie na stwierdzeniu,
»e:

Stw. Dla rozs¡dnych (tzn. malej¡cych dostatecznie szybko z odlegªo±ci¡) postaci
oddziaªywa« w ukªadzie; oraz dla {Λn} b¦d¡cych np. ci¡giem sze±cianów, granica
termodynamiczna istnieje.

Uwaga. Dowodzi si¦ te» innych, bardzo wa»nych wªasno±ci, np. wypukªo±ci energii
swobodnej jako funkcji parametrów. Jest to wªasno±¢ bardzo wa»na, bo oznacza ona
stabilno±¢ termodynamiczn¡ ukªadu, z której wynika np. nieujemno±¢ ciepªa wªa-
±ciwego. Wypukªo±¢ f w termodynamice si¦ postuluje, a w mechanice statystycznej
mo»na j¡ udowodni¢.
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2.2 Jak zde�niowa¢ przej±cie fazowe?

Przej±cie fazowe przejawia si¦ nieci¡gªo±ci¡ obserwabli termodynamicznych przy zmianie
parametrów. Jako przykªad we»my magnetyzacj¦ ferromagnetyka M jako funkcj¦ pola
magnetycznego B w ró»nych temperaturach: T > Tc RYS.A, T = Tc RYS.B I T < Tc
RYS.C; see also RYS.D. T¦ (i inne) sytuacje formalizujemy mówi¡c, »e

Def. Przej±cie fazowe de�niuje si¦ jako nieanalityczno±¢ wielko±ci termodynamicznych
(energia swobodna, magnetyzacja, ciepªo wªa±ciwe...) rozwa»anych jako funkcje parame-
trów termodynamicznych (pole magnetyczne, temperatura...)

Przej±cie fazowe jest na ogóª zwi¡zane ze spontanicznym zªamaniem symetrii:
W ukªadzie wyst¦puje przej±cie fazowe, gdy wyst¦puje tam spontaniczne zªamanie sy-

metrii: stan równowagi ma mniejsz¡ symetri¦ ni» hamiltonian � jest tam obecny 'parametr
porz¡dku'.

Ilustracja dla modelu Isinga: -) Niezmienniczo±¢ wzgl¦dem odbicia � symetria Z2;
-) spontaniczna magnetyzacja równa 0 dla T > Tc, (ukªad ma tak¡ sym. jak Ham.) -)
spontaniczna magnetyzacja ró»na od 0 dla T < Tc (ukªad ma mniejsz¡ sym. ni» Ham)

Unik � nie b¦dzie tu dokªadniejszych de�nicji: Grupy symetrii; stanu; fazy;
niezmienniczo±ci Ham'a i stanu wzgl. gr. symetrii

Wa»ny fakt. Dla sko«czonych ukªadów, energia swobodna jest analityczn¡ funkcj¡
parametrów.

Wersja ograniczona � dla (say, 2d nn) modelu Isinga: Niech x = e−2βJ ; dla β ∈
]0,∞[, x ∈]0, 1[. Suma statystyczna ukªadu N spinów (ukªad prostok¡tny o periodycznych
warunkach brzegowych) jest wielomianem (stopnia 2N) w zmiennej x, o wspóªczynnikach
dodatnich:

ZN = 2x−N(1 + A4x
4 + A6x

6 + · · ·+ x2N)

(Ak jest ilo±ci¡ wieloboków o k bokach). Suma stat. czyli wielomian jest wi¦c dodatnia
w caªym zakresie temperatur, a energia swobodna czyli logarytm ZN jest analityczna w
zmiennej x, a wi¦c i temperaturze (zªo»enie trzech funkcji analitycznych).

Tak wi¦c przej±¢ fazowych mo»na szuka¢ tylko w granicy termodynamicznej.
Dlaczego tam mo»e wyst¡pi¢ nieanalityczno±¢? Rozszerzmy zakres x, aby przyjmowaªo

warto±ci zespolone. Spójrzmy na zera wielomianu ZN(x). Dla sko«czonego N wielomian
ten mo»e mie¢ tylko zera zespolone � b¦d¡c dodatni, nie mo»e mie¢ zer rzeczywistych. Ale
okazuje si¦, »e im wi¦ksze N , tym bli»ej osi rzeczywistej mog¡ si¦ znajdowa¢ zera tego
wielomianu. W granicy N → ∞, zera mog¡ si¦ znale¹¢ na osi rzeczywistej; dokªadniej,
podchodz¡ tym bli»ej osi rzeczywistej, im wi¦ksze jest N . Okazuje si¦, »e w takiej sytuacji
mo»e pojawi¢ si¦ nieanalityczno±¢ energii swobodnej. Niewiele jest modeli, dla których to
dokªadniej zbadano; jednym z nich jest 2d model Isinga.

Teraz zbadamy dwa proste modele, z których jeden nie wykazuje przej±cia fazowego,
a w drugim przej±cie fazowe jest. Modele te s¡ ±ci±le rozwi¡zywalne (aczkolwiek jeden jest
nieco nie�zyczny) i badanie (nie)istnienia przej±cia fazowego poka»emy przez zbadanie
sumy statystycznej i innych wielko±ci termodynamicznych.

2.3 Zadania

1. Wyprowadzi¢, jak wi¡»e si¦ pojemno±¢ cieplna z pierwszym i drugim momentem
energii.

2. Wyprowadzi¢, jak wi¡»e si¦ podatno±¢ magnetyczna z pierwszym i drugim momen-
tem magnetyzacji.
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3. Wyprowadzi¢ r¦cznie, jak wi¡»e si¦ 3. i 4. pochodna f po B z momentami magne-
tyzacji (do 4. wª¡cznie)

4. Uzbroiwszy si¦ w jaki± program do oblicze« symbolicznych (np. MathematicaTM ,
MapleTM) policzy¢ zwi¡zek mi¦dzy k− t¡ pochodn¡ f po B z momentami magne-
tyzacji do rz¦du k dla k do 10.
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3 Jednowymiarowy model Isinga i brak przej±¢ fazo-
wych w ukªadach (quasi-)jednowymiarowych

Jednowymiarowy model Isinga to szczególny przypadek Ham'a (1), a konkretnie, jest to
ªa«cuch N w¦zªów; w ka»dym w¦¹le siedzi jeden spin. Zaªo»ymy tu, »e:

i) mamy tu do czynienia z ferromagnetycznym oddziaªywaniem mi¦dzy najbli»szymi
s¡siadami (tzn. J < 0),

ii) mamy naªo»one periodyczne warunki brzegowe, tzn. mi¦dzy spinem 1 a N równie»
mamy oddziaªywanie J .

(Model Isinga mo»na te» rozwi¡za¢ w ogólniejszych sytuacjach, kiedy mamy oddziaªywa-
nia równie» z dalszymi s¡siadami, oraz gdy inne s¡ warunki brzegowe; rachunki wtedy s¡
jednak bardziej skomplikowane).

Ham 1d FM modelu Isinga z p.b.c. jest wi¦c

HN = J
N−1∑
i=1

sisi+1 −B
N∑
i=1

si + Js1sN (2)

Uwagi historyczne. 'Jak sama nazwa wskazuje', model Isinga zostaª zaproponowany przez Lenza (tego

od reguªy Lenza). (Niektórzy bardziej oddaj¡ sprawiedliwo±¢ historyczn¡, nazywaj¡c ten model modelem

Lenza-Isinga). Ising byª jego doktorantem i tematem jego pracy doktorskiej byªo rozwi¡zanie jednowy-

miarowego wariantu modelu. Ising znalazª ±cisªe rozwi¡zanie jednowymiarowego modelu i � uprzedzaj¡c

nieco wypadki � okazaªo si¦, »e jednowymiarowy model nie wykazuje przej±cia fazowego. W tej sytuacji

� tzn. praktycznego braku innych ±cisªych rozwi¡za« � pojawiªo si¦ pytanie, czy mechanika statystyczna

jest w stanie opisa¢ przej±cia fazowe i spontaniczne ªamanie symetrii. Na Kongresie Solvaya (w roku chyba

1933) zadano to pytanie uczestnikom. Wi¦kszo±¢ odpowiedziaªa, »e mechanika statystyczna jest w stanie

opisa¢ przej±cia fazowe; przewaga gªosów za 'tak' byªa jednak niewielka. Sytuacja zmieniªa si¦ w r. 1936,

kiedy pojawiªa si¦ praca Peierlsa, gdzie udowodniª on istnienie przej±cia fazowego w dwuwymiarowym

modelu Isinga.

3.1 Macierz przej±cia

Rozwi¡zywanie modelu Isinga zacznijmy od przepisania Hama (2) w postaci

HN =
N−1∑
i=1

(Jsisi+1−
1
2
B(si+si+1))+Js1sN−

1
2
B(sN+s1) ≡

N−1∑
i=1

h(si, si+1)+h(sN , s1) (3)

(wy»ej oznaczyli±my: h(si, si+1) = Jsisi+1 − 1
2B(si + si+1)). Wypiszmy teraz sum¦ staty-

styczn¡:

ZN =
∑

s1=±1,s2=±1,...,sn=±1

exp(−β(h(s1, s2) + h(s2, s3) + · · ·+ h(sN , s1))

=
∑

s1=±1,s2=±1,...,sn=±1

e−βh(s1,s2) · e−βh(s2,s3) . . . e−βh(sN ,s1) (4)

Powy»sze wyra»enie skojarzmy z nast¦puj¡cym faktem algebraicznym. Napiszmy wyra»e-
nie na ±lad kwadratu jakiej± macierzy A:

Tr(A2) =
∑
i,j

AijAji;
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teraz na ±lad trzeciej pot¦gi:

Tr(A3) =
∑
i,j,k

AijAjkAki ≡
∑

i1,i2,i3

Ai1i2Ai2i3Ai3i1 ;

itd., i teraz na ±lad AN :

Tr(AN) =
∑

i1,i2,...,iN

Ai1i2Ai2i3 . . . AiN−1iNAiN i1 .

Patrz¡c na wyra»enie na sum¦ statystyczn¡ (4) widzimy, »e jest ona ±ladem N−tej pot¦gi
macierzy T , gdzie

T (s1, s2) = e−βh(s1,s2). (5)

(jest to macierz 2 × 2, bo ka»dy ze wska¹ników s1, s2 przyjmuje dwie warto±ci ±1). Wy-
piszmy jawnie elementy macierzowe otrzymanej dopiero co macierzy przej±cia:

T (+,+) = e−βJeβB; T (+,−) = T (−,+) = eβJ ; T (−,−) = e−βJe−βB. (6)

Mamy wi¦c
ZN = Tr(TN), (7)

gdzie macierz T jest zadana wzorami (6).
Uwaga. Macierz przej±cia dla drabinki Isinga lub, ogólniej, ukªadu o geometrii prosto-

k¡ta M ×N , gdzie M jest ustalone, za± N mo»e by¢ dowolnie du»e. Tu macierz przej±cia
ma wymiar 2M × 2M , za± suma statystyczna wynosi ZM,N = TrTN .

3.2 Energia swobodna

Mo»emy teraz sum¦ statystyczn¡ bardzo prosto wyliczy¢. Mianowicie ±lad macierzy jest
niezmiennikiem transformacji podobie«stwa; doprowadzaj¡c wi¦c macierz do postaci dia-
gonalnej, mamy w bazie wªasnej

ZN = Tr(TN) = λN1 + λN2 ,

gdzie λ1, λ2 s¡ warto±ciami wªasnymi macierzy T . Korzystaj¡c z jawnego przedstawienia
(6) macierzy T , mamy

λ1,2 = e−βJ
(

cosh βB ±
√

cosh2 βB − (1− e4βJ)
)
. (8)

(dla B = 0, mamy: λ1 = 2 cosh βJ , λ2 = 2 sinh βJ).
Ile wynosi energia swobodna? Otó»:

−βfN =
1
N

lnZN =
1
N

ln(λN1 + λN2 ) = lnλ1 + ln

1 +
(
λ2

λ1

)N , (9)

za± f = lim
N→∞

. Zwró¢my uwag¦, »e je±li λ2
λ1
< 1, to lim

N→∞
(λ2
λ1

)N = 0, zatem ostatni czªon w

(9) znika i zostaje

f = lim
N→∞

fN = − 1
β

lnλ1 = J − 1
β

ln
[
cosh βB +

√
cosh2 βB − (1− e4βJ)

]
(10)
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tzn. do energii swobodnej w granicy termodynamicznej wchodzi jedynie najwi¦ksza war-
to±¢ wªasna.

Dla B = 0 mamy

f = − 1
β

ln(2 cosh βJ)

Uwaga. Powy»sza sytuacja (tzn. »e −βf = lnλmax w granicy TD) zachodzi równie» w
dowolnym przypadku, gdy wymiar macierzy przej±cia jest sko«czony, a pozostaªe warto±ci
wªasne s¡ mniejsze od λmax.

3.3 Przej±cie fazowe a raczej jego brak

Co z istnieniem przej±cia fazowego? Patrz¡c na wyra»enie na λmax widzimy, »e w �zycznym
zakresie parametrów, tzn. β ∈]0,∞[ oraz B ∈] − ∞,∞[, λmax jest analityczn¡ funkcj¡
parametrów (bo cosh, exp s¡ analityczne zawsze, za± ln,√ s¡ analityczne,gdy ich argument
jest wi¦kszy od zera, a tu tak wªa±nie jest). Zatem w jednowymiarowym modelu Isinga nie
ma przej±cia fazowego.

3.4 Energia wewn¦trzna, magnetyzacja

Skoro policzyli±my ju» energi¦ swobodn¡, to policzmy te» niektóre funkcje termodyna-
miczne, aby zorientowa¢ si¦, jak wygl¡da �zyka modelu Isinga.

We¹my energi¦ wewn¦trzn¡ dla B = 0:

u =
∂(βf)
∂β

= −∂(β ln(2 cosh βJ))
∂β

= −J tanhβJ.

Wykres (dla J = −1) zilustrowano na RYS. Wida¢, »e dla du»ych β (temperatura niska)
energia wewn¦trzna d¡»y do −1, bo wi¦kszo±¢ wkªadu do sumy statystycznej pochodzi
od stanu podstawowego. Z kolei dla β bliskich zeru (tzn. wysokiej temperatury), energia
wewn¦trzna jest bliska zeru, bo energia oddziaªywania mi¦dzy spinami jest niewielka w
porównaniu z 'energi¡ drga« termicznych', spiny praktycznie nie oddziaªywuj¡, s¡ poukªa-
dane chaotycznie i ±rednio tyle» jest par spinów zwróconych równolegle co antyrównolegle.

Magnetyzacja:

m = − ∂f
∂B

=
sinh βB√

cosh2 βB − (1− e4βJ)
; (11)

wida¢, »e w sko«czonej temperaturze, magnetyzacja jest zawsze równa zeru dla B = 0 �
co jest kolejnym przejawem braku przej±cia fazowego.

Wykresy m(B) dla trzech ró»nych temperatur przedstawiono na RYS. RYS. RYS.;
wida¢, »e magnetyzacja m(B) zachowuje si¦ w sposób typowy dla paramagnetyka.

3.5 Funkcje korelacji

Sporo u»ytecznych informacji �zycznych tkwi w funkcjach korelacji. S¡ one ró»nymi kom-
binacjami ±rednich iloczynów spinów: n− punktowa funkcja korelacji to 〈si1si2 . . . sin〉. Tu
wyliczymy i zbadamy dwupunktow¡ funkcj¦ korelacji, a uprzednio jeszcze jednopunktow¡.
Ale jednopunktowa funkcja korelacji 〈si〉 to � z translacyjnej niezmienniczo±ci przy perio-
dycznych warunkach brzegowych � to po prostu magnetyzacja (na jeden spin), na któr¡
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ju» mamy gotowy wzór. Ale wyliczmy j¡ nieco inaczej. Z translacyjnej niezmienniczo±ci,
mo»emy wyliczy¢ ±redni¡ dowolnego spinu i dostaniemy to samo; we¹my wi¦c 〈s1〉:

〈s1〉 =
1
ZN

∑
s1,s2,...,sN

s1T (s1, s2) . . . T (sN−1, sN)T (sN , s1)

=
1
ZN

∑
s1,s2,...,sN ,sN+1

s1δ(s1, sN+1)T (sN+1, s2) . . . T (sN−1, sN)T (sN , s1); (12)

rozpoznajmy teraz w macierzy s1δ(s1, sN+1) macierz Pauliego σ3 =
[

1 0
0 −1

]
, a b¦dziemy

mieli
〈s1〉 =

1
ZN

Tr(σ3T
N).

Analogicznie przekonajmy si¦, »e

〈sisj〉 =
1
ZN

Tr(T iσ3T
j−iσ3T

N−j) =
1
ZN

Tr(σ3T
j−iσ3T

N−j). (13)

�lady powy»sze powyliczamy przechodz¡c do bazy, w której T jest diagonalna. Niech S
b¦dzie macierz¡ diagonalizuj¡c¡ T , tzn.

STS−1 =
[
λ1 0
0 λ2

]

S jest macierz¡ ortogonaln¡ i w dwóch wymiarach jest ona obrotem:

S =
[

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

]

gdzie k¡t φ konkretnie jest dany przez:

ctg 2φ = e−2βJ sinh βB. φ ∈]0,
π

2
[ (14)

Tu krótki rachunek.

Bezpo±rednio liczy si¦, »e

Sσ3S
−1 =

[
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

] [
1 0
0 −1

] [
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

]
=
[

cos 2φ sin 2φ
sin 2φ − cos 2φ

]

Licz¡c teraz jednopunktow¡ funkcj¦ korelacji, mamy, wykorzystuj¡c (12)

〈si〉 =
1
ZN

Tr
([

cos 2φ sin 2φ
sin 2φ − cos 2φ

] [
λN1 0
0 λN2

])
=

1
ZN

Tr
[
λN1 cos2φ . . .
. . . −λN2 cos 2φ

]

=
1
ZN

cos 2φ(λN1 − λN2 ) = cos 2φ+O
(
λ2

λ1

)N
W ten sposób dostali±my alternatywne wyprowadzenie wzoru (11) na magnetyzacj¦.

Nieco bardziej skomplikowane jest wyliczenie 〈sisj〉. Sprowadza si¦ on jednak tylko do
policzenia iloczynu czterech macierzy. Oznaczaj¡c k = i− j we wzorze (13), mamy

〈sisj〉 =
1
ZN

Tr
([

cos 2φ sin 2φ
sin 2φ − cos 2φ

] [
λk1 0
0 λk2

] [
cos 2φ sin 2φ
sin 2φ − cos 2φ

] [
λN−k1 0

0 λN−k2

])
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=
1
ZN

(
λN1 cos2 2φ+ (λN−k1 λk2 + λk1λ

N−k
2 ) sin2 2φ+ λN2 cos2 2φ

)

= cos2 2φ+ sin2 2φ
(
λ2

λ1

)k
+O

(
λ2

λ1

)N−k
;

w ostatniej równo±ci zaªo»yli±my, »e N � k, bo chcemy przej±¢ do granicy TD. Rozpa-
trzmy teraz dwupunktow¡ funkcj¦ korelacji G(k):

〈sisj〉 − 〈si〉〈sj〉 ≡ G2(k) = sin2 2φ
(
λ2

λ1

)k
+ . . . ;

zatem w granicy TD:

G2(k) = sin2 2φ
(
λ2

λ1

)k
,

i poniewa» (dla T > 0) mamy: λ1 > λ2, to wida¢, »e funkcja korelacji maleje wykªadniczo
z odlegªo±ci¡:

G(k) ∼
(
λ2

λ1

)k
∼ e

k ln λ2
λ1 ∼ e−

k
ξ ,

gdzie

ξ−1 = ln
λ1

λ2
. (15)

Uwaga. Przy przej±ciach fazowych, w punkcie krytycznym dªugo±¢ korelacji ro±nie do
niesko«czono±ci (zale»no±¢ korelacji od odlegªo±ci zmienia charakter z wykªadniczego na
pot¦gowy). W jednowymiarowym modelu Isinga dªugo±¢ korelacji jest zawsze sko«czona,
co jest kolejnym przejawem tego, »e nie ma tu przej±cia fazowego (w sko«czonej tempe-
raturze).

Ale: Zobaczmy, co si¦ dzieje, gdy temperatura d¡»y do zera. Dla zerowego pola magnetycznego, mamy:

λ1

λ2
= cth(−βJ) ≈ 1 + 2e2βJ ,

tak wi¦c
ξ−1 ≈ 2e2βJ dla |βJ | � 1,

czyli przy obni»aniu temperatury do zera, dªugo±¢ korelacji d¡»y do niesko«czono±ci; w tym sensie mo»emy

mówi¢ o przej±ciu fazowym w zerowej temperaturze.

3.6 Brak przej±¢ fazowych w ukªadach (quasi)jednowymiarowych

Widzieli±my dopiero co, »e w jednowymiarowym modelu Isinga nie ma przej±cia fazowego
w sko«czonej temperaturze. Okazuje si¦, »e jest to typowe zjawisko dla ukªadów jedno-
wymiarowych, lub quasi-jednowymiarowych (Λ jest takim podzbiorem Rd, »e w jednym
kierunku mo»e mie¢ dowoln¡ dªugo±¢, a w pozostaªych ±rednica jest ograniczona). Mamy:

Tw. W ukªadach 1d (quasi-1d) z oddziaªywaniem o sko«czonym zasi¦gu, i ze sko«czo-
n¡ liczb¡ stanów na jednym w¦¹le, i gdzie hamiltonian zale»y analitycznie od parametrów
(pole magnetyczne, staªe sprz¦»enia...), nie ma przej±cia fazowego w sko«czonych tempe-
raturach.

Dow. Ograniczymy si¦ tu do sytuacji, gdy macierz przej±cia jest symetryczna. Nie
zawsze da si¦ tak zrobi¢; ogólny przypadek dla macierzy niesymetrycznej opisany jest w
ksi¡»ce Simona.
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W obu przypadkach (macierzy symetrycznej i nie) dowód jest oparty na twierdzeniu
Perrona � Frobeniusa, które mówi, »e

Tw. Perrona � Frobeniusa. Niech T b¦dzie macierz¡ rzeczywist¡ o elementach dodat-
nich. Wtedy najwi¦ksza warto±¢ wªasna T jest niezdegenerowanana.

Dow. b¦dzie dla macierzy symetrycznych.
Poniewa» macierz T jest dodatnia, to λmax te» jest dodatnia. (Bo: λmax = max

v: ||v||=1
(v, Tv).

We¹my wektor próbny vt skªadaj¡cy si¦ z samych jedynek. Mamy: λmax ­ (vt, T vt) =
1
n

∑
i,j Tij > 0).
Niech wektor wªasny v∗ odpowiadaj¡cy najwi¦kszej warto±ci wªasnej λmax posiada

skªadowe dodatnie, zerowe i ujemne. λmax jest form¡ kwadratow¡:

λmax = (v∗, T v∗) =
∑
i,j

Tijv
∗
i v
∗
j

Zauwa»amy, »e warto±¢ tej formy mo»e jedynie wzrosn¡¢, gdy zmienimy znaki ujemnych
skªadowych na dodatnie. (Gdy spotkaj¡ si¦ dwa minusy, b¡d¹ dwa plusy, to nic si¦ nie
dzieje. Gdy spotkaj¡ si¦ plus z minusem, to iloczyn Tijv∗i v

∗
j zmienia znak z ujemnego na

dodatni). Zatem wektor v∗ mo»e mie¢ jedynie skªadowe dodatnie lub zerowe.
Skªadowe wektora v∗ nie mog¡ jednak by¢ zerowe. We¹my bowiem i−t¡ skªadow¡

równo±ci Tv∗ = λmaxv
∗; mamy: vi = 1

λmax

∑
j Tijv

∗
j . Wszystkie elementy Tij s¡ dodatnie,

wi¦c suma Tijv∗j te» jest dodatnia � chyba »e wszystkie skªadowe wektora v∗ s¡ zerowe,
ale to niemo»liwe, bo wiemy, »e istnieje nietrywialny wektor v∗.

Teraz: Ka»dy wektor wªasny odpowiadaj¡cy dowolnej innej warto±ci wªasnej musi by¢
ortogonalny do v∗ (ew. po ortogonalizacji). Gdyby wi¦c λmax byªa zdegenerowana, to
istniaªby inny wektor wªasny v∗′ odpowiadaj¡cy jej, i ortogonalny do v∗. Tak jednak by¢
nie mo»e, bo v∗′ równie» musi mie¢ wszystkie skªadowe dodatnie i (v∗, v∗′) > 0.

� P-F
Uwaga. Dowód (tw. P-F) dla przypadku niesymetrycznego jest bardziej skomplikowa-

ny, bo nie mo»na tam korzysta¢ z tw. spektralnego dla macierzy symetrycznych, z którego
kilkakrotnie zrobili±my u»ytek powy»ej.

c.d. dow. o nieistnieniu przej±cia fazowego. Niedawno zobaczyli±my, »e f = − 1
β

lnλmax,
i poniewa» λmax > 0, wystarczy zbada¢ jedynie analityczno±¢ λmax. Elementy macierzy
przej±cia zale»¡ analitycznie od parametrów i temperatury, wi¦c analitycznie zale»¡ od
parametrów te» wspóªczynniki równania charakterystycznego, którego rozwi¡zaniem jest
λmax. Ale pokazali±my dopiero co, »e λmax jest jednokrotn¡ warto±ci¡ wªasn¡, tzn. jedno-
krotnym pierwiastkiem równania charakterystycznego; a mamy

fakt. takie pierwiastki zale»¡ analitycznie od wspóªczynników równania charaktery-
stycznego. (Bo: Zapiszmy równanie charakterystyczne: t0+t1λ+· · ·+tnλn ≡ F (t0, t1, . . . , tn;λ) =
0. Z twierdzenia o funkcji uwikªanej mamy, »e je»eli F ′λ(t0, t1, . . . , tn, λmax) 6= 0, to λmax(t0, . . . , tn)
zale»y analitycznie od t0, . . . , tn).

Moraª: Zale»no±¢ λmax od parametrów jest analityczna, nie ma wi¦c przej±cia fazowego.
� braku p.f. w ukª. 1d

Uwaga. Istotne w±ród zaªo»e« jest to, »e wymiar macierzy przej±cia jest sko«czony.
Gdy tak nie jest, to nie mo»na stosowa¢ tw. PF imo»e si¦ pojawi¢ nieanalityczna zale»no±¢
od parametrów, a wi¦c i przej±cie fazowe. Jest tak np. jednowymarowym modelu Isinga
z dalekozasi¦gowym oddziaªywaniem proporcjonalnym do 1

|i−j|2 , oraz w pasku Isinga o
szeroko±ci d¡»¡cej do niesko«czono±ci.
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3.7 Jeszcze raz o braku przej±¢ fazowych w ukªadach jednowy-
miarowych

'Niels Bohr powiedziaª kiedy±, »e nigdy nie uznaª my±li �lozo�cznych za zrozumiaªe, za-
nim nie przedyskutowaª ich sam w j¦zykach: niemieckim, angielskim, francuskim, jak i
ojczystym du«skim'

(cyt. za: Byron, Fuller, Matematyka w �zyce klasycznej i kwantowej).
Zgodnie z t¡ dewiz¡, przyjrzyjmy si¦ z innego punktu widzenia faktowi, który ju»

na 3 sposoby poznali±my � tzn. »e w jednowymiarowym modelu Isinga nie ma przej±cia
fazowego.

Rozpatrzmy stan podstawowy ukªadu ferromagnetycznego. (N spinów; warunki brze-
gowe z ustalonymi spinami na brzegach, np. spiny niech b¦d¡ zwrócone w gór¦). Wtedy
stanem podstawowym ukªadu b¦dzie stan, gdzie wszystkie spiny b¦d¡ zwrócone w gór¦.
Energia takiego stanu wynosi: Eg.s. = −NJ . Rozwa»my teraz stany wzbudzone o naj-
ni»szej energii. Ka»dy taki stan wzbudzony ma dwie pary spinów o przeciwnym znaku.
Energia takiego stanu wynosi: E1.exc. = −NJ + 2J . A ile wynosi magnetyzacja takiego
stanu? Otó» mo»e by¢ dowolna (w zakresie od −(N − 4) do N − 4). Tak wi¦c w sumie
statystycznej, najni»sze stany wzbudzone ponad uporz¡dkowany stan podstawowy mo-
g¡ mie¢ dowoln¡ magnetyzacj¦. Fakt ten mo»na wypowiedzie¢ obrazowo, »e wzbudzenia
termiczne niszcz¡ uporz¡dkowanie.

(W powy»szej wersji argument ma jedynie warto±¢ heurystyczn¡; ale mo»na go u±ci-
±li¢).

Uwaga. W d = 2 sytuacja jest ju» inna: nie ma stanów niskowzbudzonych o dowolnie
du»ej przeciwnej magnetyzacji; je»eli stan ma nisk¡ energi¦, to ma te» maª¡ magnetyzacj¦
� co powoduje, »e w niskiej temperaturze mo»emy si¦ spodziewa¢, i» ukªad ma niezerow¡
magnetyzacj¦ zgodn¡ z warunkami brzegowymi. Po u±ci±leniu rozumowanie to stanowi
tre±¢ argumentu Peierlsa, z którym zaznajomimy si¦ niedªugo.

3.8 Zadania

1. (1 p) Wyprowadzi¢ wzór na podatno±¢ magnetyczn¡ w jednowymiarowym modelu
Isinga. (tzn. przytoczy¢ wzór i zró»niczkowa¢ m po b � dopuszczalne jest ró»niczko-
wanie symboliczne). Zrobi¢ wykres podatno±ci jako funkcji od T dla B = 0. Zbada¢,
jak podatno±¢ zachowuje si¦ w temperaturze bliskiej T = 0.

2. (1p) To samo dla ciepªa wªa±ciwego w d = 1 modelu Isinga � równie» dla B = 0.

3. (0.5p) Znale¹¢ macierz przej±cia dla modelu Isinga o spinie 1, tzn. zadanego hamil-
tonianem (2), ale gdzie spin mo»e przyjmowa¢ warto±ci 0,±1. cd. dla osób zaintere-
sowanych wynikami równie» numerycznymi; za cd. 2p. Znale¹¢ numerycznie najwi¦k-
sz¡ warto±¢ wªasn¡. Wykorzystuj¡c to, zrobi¢ numeryczny wykres c(T ) i χ(T ) (dla
B = 0) oraz m(B) dla trzech wybranych temperatur.

4. (0.5p. + 2 p.) To samo dla modelu Isinga o spinie 1
2 i oddziaªywaniu n.n. oraz n.n.n.

(o równej amplitudzie).

5. (0.5p. + 2 p.) To samo dla drabinki Isinga.

6. (3p) To samo dla paska Isinga o szeroko±ci 4, z periodycznymi warunkami brzegowymi.

14



7. (4p) To samo dla paska Isinga o szeroko±ci 4, na sieci trójk¡tnej, z oddziaªywaniem antyferromagne-

tycznym. Porówna¢ wykresy ciepeª wªa±ciwych i podatno±ci modelu Isinga na sieciach: kwadratowej

i trójk¡tnej.

Uwaga. Zadania te, brane ª¡cznie, wykraczaj¡ znacznie poza zakres wykªadu. Jako zada-
nia quasi-obowi¡zkowe proponuj¦ jedno z zada« 1 lub 2, oraz napisanie dwóch macierzy
przej±cia z zada« 3-5.
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4 Teoria pola ±redniego

4.1 Sformuªowanie modelu

W tym rozdziale zajmniemy si¦ modelem pola ±redniego. Przestrze« kon�guracyjna ukªadu
jest analogiczna, jak dla modelu Isinga, tzn. mamy N spinów 1

2 . Hamiltonian dany jest
wzorem:

HN =
J

N

∑
i,j

sisj −B
∑
i

si. (16)

W pierwszym wyrazie, sumowanie odbywa si¦ po wszystkich parach, z jednakowym czynni-
kiem; znaczy to, »e mamy do czynienia z oddziaªywaniem dalekozasi¦gowym w ukªadzie.
Ponadto, patrz¡c na Hama (16) widzimy obecno±¢ dziwnego czynnika J

N
przed sum¡.

Czynnik J
N

gra rol¦ staªej sprz¦»enia, która w tym przypadku zale»y od rozmiaru ukªadu
� a spodziewaliby±my si¦, »e staªa oddziaªywania nie powinna zale»e¢ od ilo±ci spinów!
Gdyby jednak nie byªo czynnika 1

N
, to wtedy energia ukªadu nie byªaby proporcjonalna do

liczby w¦zªów (rosªaby jak kwadrat liczby w¦zªów). Wybieramy tu (troch¦ subiektywnie)
'mniejsze zªo': Ocalamy intensywno±¢ (proporcjonalno±¢ energii ukªadu od liczby w¦zªów)
kosztem tego, »e staªa sprz¦zenia zale»y od liczby w¦zªów.

Zakªadamy, »e mamy do czynienia z ukªadem ferromagnetycznym, tzn. J < 0.

4.2 Liczenie sumy statystycznej

Zauwa»my, »e poniewa» mamy do czynienia z sum¡ po wszystkich iloczynach sisj, to ta
suma jest peªnym kwadratem (plus staªa). Mamy wi¦c:

Zn =
∑
{si}

exp(−βHN) =
∑
{si}

exp

−βJ
N

∑
i,j

sisj + βB
∑
i

si



=
∑
{si}

exp

− βJ
2N

(∑
i

si

)2

− βJ + βB
∑
i

si

 .
Oznaczmy teraz: K = βJ ; b = βB. Ponadto, wszystkie kon�guracje spinów podzielmy
na grupy. W pierwszej wszystkie spiny s¡ skierowane do góry. Sumaryczna magnetyzacja

wynosi tu N . Ilo±¢ tych kon�guracji wynosi

(
N
0

)
. Do drugiej grupy nale»¡ kon�guracje,

gdzie N − 1 spinów jest skierowana do góry, a jeden jest skierowany w dóª. Sumaryczna

magnetyzacja wynosi N − 2, za± ilo±¢ kon�guracji
(
N
1

)
. Itd.; do (k + 1)−wszej grupy

nale»¡ kon�guracje, gdzie N − k spinów jest skierowana do góry, a k jest skierowanych w

dóª. Sumaryczna magnetyzacja wynosi N − 2k, za± ilo±¢ kon�guracji
(
N
k

)
.

Zapiszmy teraz sum¦ statystyczn¡ jako:

eβJZN = exp
(
−K

2
N + bN

)(
N
0

)
+ exp

(
−K

2
(N − 2)2

N
+ b(N − 2)

)(
N
1

)

+ · · ·+ exp
(
−K

2
(N − 2k)2

N
+ b(N − 2k)

)(
N
k

)
+ . . .
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=
N∑
k=0

exp
(
−K

2
(N − 2k)2

N
+ b(N − 2k)

)(
N
k

)
. (17)

Przed liczeniem logarytmu zamienimy symbole Newtona na exponensy; a uczynimy to
przy u»yciu wzoru Stirlinga. Wzór Stirlinga, pozwalaj¡cy na przybli»one obliczanie silni du»ych
liczb, ma posta¢:

n! =
√

2πn
(n
e

)n
eθ/12n, gdzie 0 < θ < 1; (18)

(wyprowadzenie mo»na znale¹¢ np. w II t. Fichtenholza, lub w I tomie Whittakera i Watsona). St¡d:

ln n! = n lnn− n+
1
2

ln(2πn) +
θ

12n
; (19)

st¡d mamy dla logarytmu symbolu Newtona, przy zachowaniu tylko wyrazów, co nie znikn¡ w granicy
N →∞:

ln
(
N
k

)
= lnN !− ln(N − k)!− ln k! = N lnN −N − (N − k) ln(N − k) +N − k − k ln k + k

= N lnN − (N − k) ln(N − k)− k ln k

= N

[
lnN − ln(N − k) +

k

N
ln(N − k)− k

N
ln k
]

= N

[
− ln

N − k
N

+
k

N
ln
N − k
N

− k

N
ln
k

N

]
= N

[
− ln

(
1− k

N

)
+
k

N
ln
(

1− k

N

)
− k

N
ln
k

N

]
= N [− ln(1− αk) + αk ln(1− αk)− αk lnαk]

gdzie oznaczyli±my:

αk ≡
k

N
. (20)

Wstawiaj¡c teraz powy»sz¡ posta¢ ln'ów wspóªczynników Newtona do wzoru na sum¦
statystyczn¡ (17), otrzymujemy

eβJZN

=
N∑
k=0

exp
{
N
[
−K

2
(1− 2αk)2 + b(1− 2αk)− ln(1− αk) + αk ln(1− αk)− αk lnαk

]}

≡
N∑
k=0

exp(N−F(αk)) =
N∑
k=0

εNk (21)

gdzie oznaczyli±my:

−F(α) = −K
2

(1− 2α)2 + b(1− 2α)− ln(1− α) + α ln(1− α)− α lnα. (22)

oraz
εk = exp(−F(αk)).

Oszacujmy teraz sum¦ statystyczn¡ (po podzieleniu przez staª¡ eβJ). Mamy:

max
k
εNk ¬ ZN =

N∑
k=0

εNk ¬ (N + 1) max
k
εNk
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Zapiszmy teraz energi¦ swobodn¡. Korzystaj¡c z:

−βfN =
1
N

lnZN

i monotoniczno±ci logarytmu, mamy:

max
k

ln εk ¬ −βfN ¬ −
ln(N + 1)

N
+ max

k
ln εk (23)

We¹miemy zaraz granic¦ N → ∞. Ale zanim to zrobimy, to przypomnijmy sobie relacj¦
(20) pomi¦dzy k oraz αk, i uci¡glijmy zmienn¡ αk, która na razie przyjmowaªa warto±ci
dyskretne z przedziaªu [0, 1], do zmiennej α, która przyjmuje warto±ci ci¡gªe z przedziaªu
[0, 1]. W ten sposób mo»emy przej±¢ od minimalizacji po k do minimalizacji po α, i
przechodz¡c do granicy N →∞ we wzorze (23), dostajemy

−βf = max
α∈[0,1]

ln exp(−F(α)) = max
α∈[0,1]

(−F(α)),

lub
βf = min

α∈[0,1]
(F(α)) . (24)

(Pami¦tajmy tu, »e obie funkcje: f oraz F zale»¡ jeszcze od parametrów β oraz B, lub K
oraz b).

4.3 Co si¦ dzieje przy zmienianiu temperatury

Zanim przejdziemy do znajdowania minimów w równaniu (24), zamie«my zmienn¡ α na
µ, okre±lon¡ jako

µ = 1− 2α skąd α =
1− µ

2
; α ∈ [0, 1] odpowiada µ ∈ [−1, 1]. (25)

Patrz¡c na de�nicj¦ αk widzimy, »e jej analogon µk jest magnetyzacj¡ kon�guracji spinów.
Przepisuj¡c funkcj¦ F(α) w zmiennej µ mamy

F(µ) =
K

2
µ2 − bµ+ ln

1 + µ

2
− 1− µ

2
ln

1 + µ

1− µ
. (26)

Zbadajmy teraz punkty krytyczne w równaniu (24). Warunek ∂F
∂α

= 0 jest równowa»ny
∂F
∂µ

= 0. Mamy:
∂F(µ)
∂µ

= Kµ− b+
1
2

ln
1 + µ

1− µ
(27)

Przyjrzyjmy si¦ istnieniu rozwi¡za« równania (27). Je»eli pochodn¡ (27) do zera, otrzy-
mujemy

1
2

ln
1 + µ

1− µ
= Kµ− b,

lub, w nieco wygodniejszej postaci

µ = tanh (b−Kµ) (28)

We¹my najsampierw sytuacj¦ b = 0, aby zobaczy¢, czy (i jak) mo»e si¦ pojawia¢ sponta-
niczna magnetyzacja. Kªad¡c b = 0 w (28), dostajemy

µ = tanh (−Kµ) (29)
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Jest to równanie przest¦pne zwane te» czasem TRANSCENDENTNYM (nie myli¢ z trans-
cendentalnym1) na µ.

Przy szukaniu rozwi¡za« równania (29) warto spojrze¢ gra�cznie na sytuacj¦. Istnienie
rozwi¡zania odpowiada przeci¦ciu wykresów funkcji y = µ oraz y = tanh (−Kµ). Wida¢,
»e równanie (29) zawsze posiada rozwi¡zanie mu0 = 0. Ale nie zawsze jest to rozwi¡zanie
jedyne.

a) We¹my przypadek T du»e, czyli −K maªe; otrzymujemy wówczas sytuacj¦ z Rys.
A i rozwi¡zanie µ0 = 0 jest jedyne.

c) Gdy T jest maªe, a −K du»e, to mamy sytuacj¦ z Rys. C i istniej¡ trzy rozwi¡zania:
oprócz µ0 = 0, jeszcze dwa niezerowe.

b) Mamy jeszcze sytuacj¦ po±redni¡, gdy K jest takie, »e oba wykresy y = µ oraz
y = tanh (−Kµ) s¡ styczne. Mamy wówczas jedno rozwi¡zanie µ0 = 0. Rys. B

Czy wszystkie te rozwi¡zania s¡ akceptowalne? Pami¦tajmy bowiem, »e szukamy mini-
mum funkcji F(µ), tzn. druga pochodna w punkcie krytycznym musi by¢ nieujemna.
Druga pochodna F(µ) jest:

∂2F(µ)
∂µ2

= K +
1
2

[
1

1 + µ
+

1
1− µ

]
(30)

Dla rozwi¡zania zerowego, mamy

∂2F(µ)
∂µ2

∣∣∣∣∣
µ=0

= K + 1 (31)

i wida¢, »e dla K > −1 czyli −K < 1, pochodna b¦dzie dodatnia. (odpowiada temu zakres
temperatur: −J

kBT
< 1, czyli T > −J

kB
; pami¦tajmy, »e J < 0).

Dla K = −1 ≡ Kc co odpowiada temperaturze równej

Tc =
−J
kB

(32)

(temperatur¦ t¦ zwiemy temperatur¡ krytyczn¡) druga pochodna F w zerze si¦ zeruje, za±
dla T < Tc, druga pochodna F w zerze staje si¦ ujemna, co powoduje, »e rozwi¡zanie µ = 0
jest nieakceptowalne tzn. nie�zyczne. Fizyczne za to s¡ niezerowe rozwi¡zania równania
(29): tam druga pochodna F jest wi¦ksza od zera.

Zobaczmy jeszcze, co si¦ dzieje w temperaturze krytycznej. Z de�nicji Tc, druga po-
chodna po µ jest tam równa zeru:

∂2F(µ)
∂µ2

∣∣∣∣∣
µ=0

= Kc + 1 = 0; (33)

trzecia pochodna:

∂2F(µ)
∂µ2

∣∣∣∣∣
µ=0

= −1
2

[
1

(1 + µ)2
− 1

(1− µ)2

]∣∣∣∣∣
µ=0

= 0 (34)

1compare 'Moskwa-Pietuszki' W. Jero�ejewa, gdzie w ok. poªowie trasy, wspóªtowarzysze podró»y i
pijatyki, po wypiciu kolejnej kolejki mówili: � Trans-cen-den-talnie!
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(nic dziwnego, ze wzgl¦du na symetri¦), oraz czwarta pochodna

∂2F(µ)
∂µ2

∣∣∣∣∣
µ=0

=
[

1
(1 + µ)3

+
1

(1− µ)3

]∣∣∣∣∣
µ=0

= 2 > 0, (35)

co odpowiada minimum, wi¦c znowu jest to rozwi¡zanie �zyczne.
Uwaga � dygresja. Koncepcja pola ±redniego i wywodz¡ce si¦ st¡d równanie (29)

licz¡ sobie ok. 100 lat i byªy wielokrotnie przedstawiane w ró»nych wersjach. Przy okazji
jednak, cz¦sto si¦ krytykuje MFT bardziej, ni» ona na to zasªuguje.

Jeden ze sposobów doj±cia do równania (29) jest nast¦puj¡cy. UZUP.
Wersja przedstawiona w tym wykªadzie jest oparta na podej±ciu zaprezentowanym u

K. Huanga, Mechanika statystyczna (starsze wydania), gdzie w analogiczny sposób anali-
zowano kondensacj¦ Bosego-Einsteina.

Koniec uwagi � dygresji.

4.4 Funkcje termodynamiczne i wykªadniki krytyczne

Aby obliczy¢ funkcje termodynamiczne, nale»y rozwi¡za¢ równanie (28) (dla dowolnego
B) lub (29) (dla pola magn. równego zeru). Rozwi¡zanie ma posta¢ µ0 = µ0(β, b) (B
dowolne) lub µ0 = µ0(β) (B = 0).

4.4.1 Energia swobodna

Podsumujmy wi¦c, dla energii swobodnej:

βf = F(µ0) =
K

2
µ2

0 − bµ0 + ln
1 + µ0

2
− 1− µ0

2
ln

1 + µ0

1− µ0
, (36)

gdzie µ0 jest rozwi¡zaniem równania

µ0 = tanh (b−Kµ0) (37)

wynikaj¡ce z warunku ∂F(µ)
∂µ

∣∣∣
µ0

= 0.

We¹my tu (do odwoªania) B = 0. Okazuje si¦, »e mo»na prosto wyrazi¢ energi¦ we-
wn¦trzn¡ przez µ0:

4.4.2 Magnetyzacja spontaniczna i wykªadnik β

Dla uzyskania magnetyzacji czy magnetyzacji spontanicznej jako funkcji temperatury nie
obejdzie si¦ bez rozwi¡zywania równania (37). Nie umiemy tego wypisa¢ explicite, ale
rozwi¡zanie istnieje w postaci uwikªanej.

Zbadajmy natomiast zale»no±¢ m(B) w pobli»u punktu krytycznego, co da nam wy-
kªadnik magnetyczny β (wykªadowca ma nadziej¦, »e nie zajdzie konfuzja z β = 1

kBT
).

UZUP.

4.4.3 Energia wewn¦trzna

Jak pami¦tamy z cz. 2, energi¦ wewn¦trzn¡ mo»na policzy¢ z

u =
∂(βf)
∂β

.

Mamy tu dwa zakresy temperatur:
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• T ­ Tc: Tu µ0 = 0, co daje: βf = const , a wi¦c u = 0.

• T < Tc. Najsampierw przepiszmy równania (36) i (37) tak, aby jawnie zaznaczy¢
zale»no±¢ od temperatury: (βf)(β) = F(µ0(β); β). Teraz liczymy:

u =
∂(βf)
∂β

=
∂F
∂β

+
∂F
∂µ︸︷︷︸
=0

∂µ0

∂β
=

∂

∂β

(
K

2
µ2

0

)
=

∂

∂β

(
βJ

2
µ2

0

)
=
J

2
µ2

0 = −kb Tc
2

µ2
0

(ostatnia równo±¢ wykorzystuje de�nicj¦ temp. krytycznej (32)).

Wida¢, »e energia wewn¦trzna jest ci¡gªa jako funkcja temperatury, natomiast jest nie-
gªadka RYS.: ciepªo wªa±ciwe (czyli pochodna u po temperaturze) ma skok.

4.4.4 Magnetyzacja w temperaturze krytycznej i wykªadnik δ

UZUP.

4.4.5 Podatno±¢ magnetyczna i wykªadniki γ

UZUP.

4.5 Wykªadniki krytyczne inaczej: Jaskóªczy ogon czyli A3

4.6 Do czego przydaje si¦ MFT

MFT przydaje si¦ jako pierwszy krok w analizie modeli, dla których brak rozwi¡zania ±ci-
sªego oraz porz¡dniejszych metod analizy; oczywi±cie do wyników MFT nale»y podchodzi¢
z rezerw¡.

Najpowa»niejsze wady MFT (z punktu widzenia zwi¡zku z rzeczywistymi ukªadami)
to: -) zale»no±¢ staªej sprz¦»enia od rozmiaru ukªadu; -) zerowe ciepªo wªa±ciwe dla T > Tc.

Istniej¡ jednak ukªady, z oddziaªywaniami o du»ym zasi¦gu, dobrze opisywane przez
MFT!

Pokaz rysunków z Ott et al.
(Bardzo rzadka sytuacja, ale jednak).
Ale jest kilka przypadków, gdzie wyniki MFT s¡ ±cisªe:

• Wykªadniki krytyczne w dostatecznie du»ych wymiarach osi¡gaj¡ warto±ci ±rednio-
polowe.

• Temperatura krytyczna otrzymana z MFT sªu»y jako górna granica temperatur
krytycznych w ukªadach rzeczywistych.

4.7 Zadania

1. (0.5 p.)Pokaza¢, »e dla T < Tc, niezerowe rozwi¡zania µ0 równania (29) s¡ dopusz-
czalne, tzn. »e ∂2F(µ)

∂µ2

∣∣∣
µ0
> 0

2. (1.5 p.) Rozwi¡za¢ model Z3 pola ±redniego, tzn. gdzie spiny oddziaªywuj¡ 'ka»dy z
ka»dym' wg reguªy Si ·Sj, gdzie Si przyjmuje warto±ci: (0, 1), (1

2 .−
√

3
2 ), (−1

2 −
√

3
2 ).
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3. (3 p.) Rozwi¡za¢ model pola ±redniego dla spinu 1 a la Blume-Capel. Zbada¢ punkt
trójkrytyczny i znale¹¢ tam wykªadniki krytyczne.

Uwaga. Zadanie 3 na razie w wersji szkicowej, b¦dzie doprecyzowane.
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5 Argument Peierlsa i spontaniczna magnetyzacja w
d = 2 modelu Isinga w niskich temperaturach

5.1 Sformuªowanie konturowe (wielobokowe) sumy statystycznej

Zacznijmy od geometrycznego przedstawienia sumy statystycznej modelu Isinga przez
tzw. wieloboki.

Zaªó»my, »e mamy model Isinga z hamiltonianem

HΛ = J
∑
〈ij〉

sisj

na sieci kwadratowej. Zakªadamy, »e J < 0 (przypadek ferromagnetyczny).
We¹my (w tej Subsection) ukªad o geometrii kwadratu N ×N z periodycznym warun-

kami brzegowymi (pó¹niej b¦d¡ inne). S¡ dwa stany podstawowe (wszystkie spiny '+' lub
'−'), oba o energii Eg.s. = 2N2J (mamy 2N2 par najbli»szych s¡siadów (n.n. � nearest
neighbours), ka»da para wnosi energi¦ J).

Ka»dy stan ukªadu to pewna kon�guracja plusów i minusów na sieci. Zauwa»my, »e
energia takiej kon�guracji (dokªadniej, energii kon�guracji minus energia stanu podsta-
wowego) to ilo±¢ par n.n. gdzie s¡siedzi maj¡ ró»ne spiny. Mo»emy to zobrazowa¢ w ten
sposób, »e je±li w danej parze spinów 〈ij〉 spiny s¡ ró»ne, to w poprzek wi¡zania 〈ij〉
rysujemy kresk¦ (na sieci dualnej). Je±li spiny s¡ zgodne, to kreski nie rysujemy. W ten
sposób, kon�guracj¦ zakodowali±my jako wielobok na sieci dualnej. RYS. Pei1

Wªasno±ci wieloboków:

1. Wieloboki s¡ zamkni¦te.

2. Z ka»dego w¦zªa sieci dualnej wychodzi 0, 2 lub 4 boki wieloboku.

3. Energia kon�guracji (ponad stan podstawowy) jest proporcjonalna do dªugo±ci wie-
loboku, dokªadniej, je±li wielobok ma dªugo±¢ l, to energia takiej kon�guracji wynosi

E = 2Jl

4. Ilo±¢ boków wieloboku jest parzysta. (Zakªadamy, »e N jest parzyste) Najmniejszy
wielobok ma 4 boki; najwi¦kszy � to wszystkie wi¡zania na sieci dualnej, w ilo±ci
2N2.

5. Relacja mi¦dzy kon�guracjami a wielobokami jest '2−1': Dany wielobok odpowiada
dwóm kon�guracjom (ró»ni¡cych si¦ znakiem ka»dego spinu). (Dalej ten obrazek
troch¦ zmody�kujemy, aby relacja: kon�guracje vs. wieloboki byªa '1− 1').

6. W sumie statystycznej wyst¦puj¡ wszystkie mo»liwe wieloboki na sieci.

Wypiszmy teraz sum¦ statystyczn¡:

ZN×N = 2e−2βN2J
[
1 +N2e8βJ + 2N2e12βJ + · · ·+ e4βJN2

]
= 2x−N

2
[
1 +N2x4 + 2N2x6 + (

1
2
N4 +

9
2
N2)x8 + (2N4 + 12N2)x10

+(
1
6
N6 +

13
2
N4 +

112
3
N2)x12 + . . .

]
(38)
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gdzie x = e2βJ . (Ilustracja: RYS. Pei2) (W powy»szym wzorze niejawnie zaªo»yli±my, »e
N > 6; w przeciwnym przypadku wspóªczynniki s¡ troch¦ inne � trzeba wzór zmody�ko-
wa¢ o czªony brzegowe). Mo»emy wi¦ skrótowo zapisa¢

ZN×N = 2x−N
2 ∑

k

Akx
k, gdzie k = 0, 4, 6, . . . , 2N2 − 6, 2N2 − 4, 2N2 (39)

Wspóªczynniki Ak mo»na wyliczy¢ ±ci±le (cho¢ nie jest to proste), ale w tym rozdziale
b¦dziemy je szacowa¢.

1. ? Dywagacje o tym, »e w granicy TD do sumy stat. wchodzi tylko maxk Ak?

2. ? stosowny obrazek, + komentarz jak to mo»na zinterpretowa¢ w j¦zyku balansu entropii i energii?

3. ? Co si¦ zmienia gdy wprowadzi si¦ pole magnetyczne?

4. ? Uwaga »e gdy si¦ liczy lnZN×N
N2 , to wchodz¡ tylko spójne wieloboki?

5.2 Rózne miary uporz¡dkowania magnetycznego

Dla danej kon�guracji, magnetyzacja na jeden spin wynosi

MN =
N+ −N−

N

Dla ukªadu o swobodnych lub periodycznych warunkach brzegowych, z symetrii mamy:
〈M〉N = 0 dla dowolnego N i, w konsekwencji, w granicy termodynamicznej te» 〈M〉 =
0. Kryterium, »e spontaniczna magnetyzacja pojawi si¦, je»eli ±rednie namagnesowanie
b¦dzie ró»ne od zera, przeocza wi¦c du»¡ liczb¦ ciekawych sytuacji i dobrze byªoby znale¹¢
inne, bardziej czuªe.

1. Zde�niujmy wielko±¢, mog¡c¡ sªu»y¢ jako okre±lona miara spontanicznego nama-
gnesowania:

M0 = lim
N→∞

〈|M |〉N ; (40)

nasuwaj¡ si¦ tu od razu pytania o istnienie granicy, oraz, czy jest ona niezale»na od
warunków brzegowych. Pierwsze pytanie CHYBA ma odpowied¹ pozytywn¡; drugie,
CHYBA te».

2. Druga miara uporz¡dkowania, to pytanie, czy jest ró»na od zera wielko±¢

M� = lim
N→∞

√
〈M2〉N (41)

3. Najbardziej chyba �zyczna jest de�nicja, która si¦ pojawiªa na samym pocz¡tku,
a mianowicie rozpatrujemy ukªad w polu magnetycznym B, liczymy magnetyzacj¦
jako funkcj¦ pola magnetycznegoM(B) i magnetyzacj¦ spontaniczn¡ okre±lamy jako

M = lim
B→0+

M(B). (42)

Niestety, de�nicja ta okazuje si¦ by¢ trudna w u»yciu.

4. Wreszcie równie» �zyczne jest kryterium, polegaj¡ce na okre±leniu, czy jest ró»na
od zera granica

lim
|i|→∞

〈s0si〉, (43)

mówi¡ca, czy niezerowe jest prawdopodobie«stwo, »e dowolnie dalekie spiny b¦d¡
ustawione w tym samym kierunku. (Jak zwykle jest pytanie o istnienie granicy, a
je±li istnieje, to o niezale»no±¢ jej od kierunku).
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Znane s¡ wyniki, wi¡»¡ce powy»sze wielko±ci.

• I tak np. dla modelu Isinga okazuje si¦, »e

M0 ¬M� (44)

Lieb, Schulz i Mattis '64.

Uwaga. Dla sko«czonych N , powy»sza nierówno±¢ jest banalna. Banalne jest rów-
nie» skonstatowanie, »e je»eli granica TD istnieje, to powy»sza nierówno±¢ jest te»
prawdziwa w granicy. To co jest niebanalne, to pokazanie, »e obie granice istniej¡.
(Dzi¦kuj¦ sªuchaczom, którzy przez podkre±lenie banalno±ci powy»szej nierówno±ci
dla sko«czonego N sprowokowali wyja±nienie, dlaczego nierówno±¢ LSM jest nietry-
wialna.)

• Ponadto:
M� ¬M,

Gri�ths, '67.

• Gri�ths pokazaª (co b¦dzie tre±ci¡ dwu nast¦pnych Subsections), »e 〈|M |〉N ma
doln¡ granic¦ niezale»n¡ od N dla ukªadu o swobodnych warunkach brzegowych:

〈|M |〉N ­M1 > 0 (M1 � liczba) (45)

Zanim jednak to konkretnie policzymy, to rozpatrzymy, w ±lad za Gri�thsem,

5.3 Ukªad o geometrii kwadratu z ustalonymi spinami na brze-
gach

Tak wi¦c, we¹my ukªad o geometrii kwadratu, zawieraj¡cy N spinów. Tzn. mamy kwadrat√
N ×

√
N . Zakªadamy, »e wszystkie spiny na brzegach kwadratu maj¡ ustalony znak

(powiedzmy, "+"); jest ich
√
N − 4.

Tym razem zmody�kujmy nieco poj¦cie wieloboku tak, by byªo ono w '1−1' odpowied-
nio±ci z kon�guracjami. Mianowicie nadajmy ka»demu spójnemu kawaªkowi wieloboku
(b¦dziemy go zwa¢ konturem) kierunek, de�niuj¡c go tak, »e spiny '+' b¦d¡ na lewo od
konturu, a spiny '−' na prawo. RYS. Pei3 Ponadto umówmy si¦, »e nie ma wierzchoªków,
z których wychodz¡ 4 bond'y. Je±li spotykaj¡ si¦ w wierzchoªku 4 bond'y, to uznajmy, »e
s¡ to dwa kontury, które 'mijaj¡ si¦'. W ten sposób, je»eli w jakim± wierzchoªku spotykaj¡
si¦ dwa kontury, to ka»dy z nich 'skr¦ca w prawo', aby si¦ unikn¦ªy.

W ten sposób, wzbogacaj¡c kontur o orientacj¦, ujednoznaczniamy zwi¡zek mi¦dzy
wielobokami (zbiorami konturów) a kon�guracjami.

Nazwijmy P zbiór wszystkich konturów dla ukªadu o spinach "+" na brzegu. Tylko
takie kontury b¦d¡ wyst¦powa¢ w sumie statystycznej i liczenia ±rednich.

Zauwa»my, »e dla wszystkich kon�guracji ze zbioru P , kontury otaczaj¡ce spiny "−"
tworz¡ wyspy � tzn. kontury te s¡ zamkni¦te. RYS. Pei4

Zauwa»my równie», »e ka»dy spin "−" jest otoczony przynajmniej jednym konturem.
Kolejna obserwacja: Kontur o dªugo±ci b otacza co najwy»ej b2

16 spinów. RYS. Pei5
Uwaga. Nierówno±¢ t¦ mo»emy rozpatrywa¢ jako dyskretny analog nierówno±ci izoperymetrycznej

(jaki jest najwi¦kszy obszar, otoczony krzyw¡ o dªugo±ci b). Wida¢, »e problem ma ró»ne rozwi¡zania w

przypadku dyskretnym i ci¡gªym.
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Wi¦c: Dla dowolnej kon�guracji C ∈ P , ilo±¢ spinów N− w C jest nie wi¦ksza ni»:

N− ¬
∑

b=4,6,8,...

b2

16

m(b)∑
i=1

X
(i)
b , (46)

gdzie m(b) jest liczb¡ mo»liwych spójnych wieloboków o dªugo±ci b, za± X(i)
b jest okre±lone

jako:

X
(i)
b =

{
1 gdy i−ty kontur wyst¦puje w kon�guracji C
0 w pozostaªym przypadku.

Wielko±ci m(b) oraz X(i)
b trudno jest obliczy¢, ale do±¢ ªatwo oszacowa¢.

• Na m(b) mamy oszacowanie:

m(b) ¬ 4N3b−1 1
b
. (47)

Bo: Budujmy caªy kontur odcinkami. Zacznijmy od jakiego± w¦zªa pocz¡tkowego; mamy
N mo»liwo±ci jego wyboru.

Po wybraniu w¦zªa startowego, w pierwszym kroku mo»emy i±¢ w czterech kierunkach.
Potem ju» co najwy»ej w trzech, bo nie mo»na wraca¢ (dokªadniej, k−ty krok nie mo»e by¢
(k − 1)−wszym w odwrotnym kierunku). RYS. Pei6 Razem dla wieloboku zamkni¦tego
i spójnego dªugo±ci b daje to N · 4 · 3b−1 mo»liwo±ci; ale tak naprawd¦ jest ich mniej, bo
konstrukcj¦ wieloboku mo»na zacz¡¢ z dowolnego jego wierzchoªka, a wielobok dªugo±ci b
ma b wierzchoªków; st¡d czynnik 1

b
we wzorze (47).

Teraz: Rozpatrzmy kontur γ(l)
b (o dªugo±ci b oraz o numerze l w±ród konturów o dªugo±ci

b). Prawdopodobie«stwo znalezienia tego konturu Prob(γ(l)
b ) w±ród wszystkich mo»liwych

kon�guracji P jest warto±ci¡ ±redni¡ wielko±ci X
(l)
b , tj.

Prob(γ(l)
b ) = 〈X(l)

b 〉 =

∑ ′

C

e−βEC∑
C∈P

e−βEC
, (48)

gdzie w mianowniku mamy sumowanie po wszystkich kon�guracjach nale»¡cych do P , (w
mianowniku jest wi¦c suma statystyczn), natomiast w liczniku sumujemy tylko po kon�-
guracjach, zawieraj¡cych kontur γ(l)

b (prim przy znaku sumy w liczniku zostaª postawiony
dla zaznaczenia tego faktu).

Niech teraz C b¦dzie kon�guracj¡ zawieraj¡c¡ kontur γ(l)
b .

Niech C∗ b¦dzie kon�guracj¡ otrzyman¡ z C przez odwrócenie ka»dego spinu wewn¡trz
γ

(l)
b . RYS. Pei7
Wida¢, »e je±li C ∈ P , to równie» C∗ ∈ P .
Energie obu kon�guracji C,C∗ s¡ powi¡zane nast¦puj¡co:

EC = EC∗ − 2Jb; (49)

(przez usuwanie konturu energi¦ zmniejszamy, wi¦c C∗ ma energi¦ mniejsz¡ o dªugo±¢
konturu γ(l)

b ; pami¦tajmy, »e J < 0).
Teraz!! Mianownik prawej strony wyra»enia (48) zmaleje (a wi¦c r.h.s. wzro±nie), je»eli

w mianowniku we¹miemy nie wszystkie, a tylko niektóre kon�guracje; a mianowicie te,
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które zostaªy otrzymane z kon�guracji w liczniku przez zastosowanie operacji odwrócenia
spinów wewn¡trz konturu γ(l)

b .
Wtedy licznik i mianownik s¡ proporcjonalne, ze staª¡ proporcjonalno±ci (p. równ. (49)

równ¡ e2βJ . Mamy wi¦c:
〈X(l)

b 〉 ¬ e2βJ (50)

co daje oszacowanie

〈N−〉 ¬
2N2∑

b=4,6,8,...

b2

16

m(b)∑
i=1

〈X(i)
b 〉 ¬

N

12

∞∑
b=4,6,...

b3be2bβJ =
N

12

∞∑
b=4,6,...

b(3e2βJ)b. (51)

Oznaczmy:
κ = 3e2βJ . (52)

Ka»dy ze Sªuchaczy/Czytelników niechybnie zorientuje si¦ od razu, »e warunkiem zbie»-
no±ci szeregu (51) jest

κ ≡ 3e2βJ < 1. (53)

Wida¢, »e szereg wyst¦puj¡cy w nierówno±ci (51) b¦dzie zbie»ny dla dostatecznie maªej
temperatury, a konkretnie, przepisuj¡c warunek (53), dla

β <
1

2J
ln

1
3
, tj. β >

1
2|J |

ln 3. (54)

Natomiast oszacowanie (46) b¦dzie z sensem, gdy znajdziemy temperatur¦, dla której
N− <

1
2 . Aby j¡ znale¹¢, trzeba wysumowa¢ szereg wyst¦puj¡cy w (51).

〈N−〉 ¬
N

12

∑
b=4,6,...

bκb =
N

12

(
2κ2 + 4κ4 + 6κ6 + · · · − 2κ2) =

N

6

(
x+ 2x2 + 3x3 + · · · − x

)
gdzie oznaczyli±my x = κ2. Powy»sz¡ sum¦ mo»na ªatwo wyrazi¢ przez szereg geometryczny, mamy
bowiem:

(1 + x+ x2 + . . . )′ = 1 + 2x+ 3x2 + · · · = 1
x

(
x+ 2x2 + 3x3 + . . .

)
=
(

1
1− x

)′
=

1
(1− x)2 ,

mamy wi¦c (
x+ 2x2 + 3x3 + . . .

)
− x =

x

(1− x)2 − x = x
1− (1− x)2

(1− x)2 = x2 2− x
(1− x)2

czyli

〈N1〉 ¬
N

6
κ4(2− κ)2

(1− κ2)2
.

Patrz¡c, kiedy 〈N−〉
N

stanie si¦ mniejsze od 1
2 mo»na policzy¢, »e stanie si¦ to, gdy κ ≈ 0.77.

Oznaczmy t¦ warto±¢ κ jako κ̃c; mamy: e2β̃cJ ≈ 0.77
3 , czyli |β̃cJ | ≈ 1

2 ln 0.77
3 ≈ 0.68.

Warto±¢ dokªadna temp. krytycznej jest: sinh 2|βcJ | = 1, co daje βJc ≈ 0.44069, czyli

T̃c
Tc

=
βcJ

β̃cJ
≈ 0.6483.

Uwagi.

1. Dla ukªadu o geometrii kwadratu z ustalonymi spinami na brzegach, uzyskali±my
oszacowanie na magnetyzacj¦.
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2. Z rozwi¡zania ±cisªego (lata 80. XX w., Abraham) wiadomo, »e dla T > Tc, dla
ukªadu w geometrii kwadratu ze staªym polem brzegowym, magnetyzacja w granicy
TD jest równa zeru.

3. Wynik pokazuje, »e poni»ej Tc, 'in�nitezymalna' zmiana warunków brzegowych po-
pycha ukªad w kierunku konkretnego stanu podstawowego.

5.4 Ukªad ze swobodnymi spinami na brzegach

Tu b¦dziemy si¦ zajmowa¢ oszacowaniem na 〈|M |〉.
Patrz¡c na kontury, widzimy, »e w odró»nieniu od poprzedniej sytuacji, kontury mog¡

nie by¢ zamkni¦te. RYS. F0
We¹my najsampierw kontur zamkni¦ty. Dzieli on zbiór wszystkich spinów na dwa

rozª¡czne podzbiory: Do jednego nale»¡ spiny le»¡ce wewn¡trz konturu, a do drugiego na
zewn¡trz. RYS. F1

Je±li za± kontur jest otwarty, to równie» dzieli on zbiór spinów na dwa (rozª¡czne)
podzbiory. Przyjmijmy konwencj¦, »e mniejszy z tych zbiorów (mniejszy pod wzgl¦dem
liczby elementów) nazwiemy znajduj¡cym si¦ wewn¡trz konturu, za± wi¦kszy, »e jest na
zewn¡trz konturu. Je±li za± oba podzbiory maj¡ t¦ sam¡ liczb¦ elementów, to podzbiór,
znajduj¡cy si¦ po prawej stronie konturu, nazwijmy b¦d¡cym we wn¦trzu konturu (wi¦c
podzbiór z lewej strony konturu znajduje si¦ na zewn¡trz). RYS. F2 a, b.

W ka»dym przypadku, we wn¦trzu konturu dªugo±ci b le»y co najwy»ej 1
2b

2 spinów.
Mo»na tu oszacowa¢ prawdopodobie«stwo wyst¦powania i− tego konturu o dªugo±ci

b w±ród wszystkich dopuszczalnych tu kon�guracji (tu zbiór P wszystkich kon�guracji
jest bez ogranicze«: Ka»dy spin mo»e przyjmowa¢ warto±ci ±1). Rozumowanie jest tu
analogiczne jak w przypadku poprzednim; wszystkie kroki prowadz¡ce od (48) do (50)
mo»na powtórzy¢ i otrzyma si¦, »e wzór (50) obowi¡zuje równie» w tym przypadku.

Teraz: Podzielmy zbiór wszystkich kon�guracji na dwa podzbiory A i B: A ∪ B = P :

• Podzbiór A: Nale»¡ do niego wszystkie kon�guracje takie, »e wszystkie spiny 'minus'
s¡ otoczone przynajmniej przez jeden kontur;

• Podzbiór B: Nale»¡ do niego wszystkie kon�guracje takie, »e przynajmniej jeden
spin 'minus' le»y na zewn¡trz wszystkich konturów.

Z konstrukcji wida¢, »e s¡ to zbiory nieprzecinaj¡ce si¦.
We¹my teraz jak¡± kon�guracj¦ C ∈ B. Ka»dy spin '+' w tej kon�guracji musi le»e¢

po przeciwnej stronie pewnego konturu pochodz¡cego od spinu '−' le»¡cego na zewn¡trz
wszystkich konturów. Wobec tego, ka»dy spin '+' le»y wewn¡trz przynajmniej jednego
konturu.

Niech PC b¦dzie prawdopodobie«stwem wyst¡pienia kon�guracji C. Odpowiednio,
niech MC , (N+)C , (N−) b¦d¡ warto±ciami: magnetyzacji, liczby spinów '+', liczby spi-
nów '−' odpowiednio w kon�guracji C Mamy:

〈|M |〉 =
∑
C∈P
|MC |PC ­

∑
C∈A
|MC |PC −

∑
C∈B
|MC |PC

=
1
2
− 1
N

(∑
C∈A

(N−)CPC +
∑
C∈B

(N+)CPC

)
(55)
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Dla kon�guracji nale»¡cych do zbioru A, wszystkie spiny '−' le»¡ wewn¡trz pewnego
konturu. Mamy wi¦c analog nierówno±ci (46), w której jedynie nale»y zast¡pi¢ b2

16 przez
b2

2 , czyli mamy:

N− ¬
∑

b=4,6,8,...

b2

2

m(b)∑
i=1

X
(i)
b , (56)

Identyczna nierówno±¢ zachodzi dla ilo±ci spinów N+ w kon�guracjach ze zbioru B. Osta-
tecznie mamy, pami¦taj¡c, »e zbiory A i B s¡ rozª¡czne:(∑

C∈A
(N−)CPC +

∑
C∈B

(N+)CPC

)
¬

∑
b=4,6,8,...

b2

2

m(b)∑
i=1

〈X(i)
b 〉 ¬ umpapa (57)

gdzie κ dane jest � jak uprzednio � przez (52).
Pokazali±my wi¦c, »e dla dostatecznie niskich temperatur, ma miejsce oszacowanie (45)

podane przez Gri�thsa.

5.5 Co w wysokich temperaturach?

To co pokazali±my, to »e w niskich temperaturach b¦dzie istniaªo spontaniczne namagneso-
wanie. Dla doko«czenia dowodu, »e w ukªadzie b¦dzie przej±cie fazowe, trzeba by jeszcze
zobaczy¢, »e w wysokich temperaturach nie ma spontanicznego namagnesowania. Robi
si¦ to przez zbadanie dwupunktowej funkcji korelacji i pokazanie, »e funkcja ta maleje
wykªadniczo w wysokich temperaturach.

5.6 Uogólnienia

1. �atwo zobaczy¢, »e analogiczne rozumowanie da si¦ te» przeprowadzi¢ w wymiarze
d = 3 (i wy»szych); jedynie zamiast konturów trzeba rozpatrywa¢ ich analogony,
tzn. wielo±ciany.

2. Istotnym zaªo»eniem w argumentacji Peierlsa/Gri�thsa byªo zaªo»enie o symetrii
hamiltonianu wzgl¦dem odwrócenia spinów. Pojawia si¦ naturalne pytanie, czy ar-
gumentacj¦ mo»na zmody�kowa¢, tak by dziaªaªa i w tym przypadku?

Okazuje si¦, »e tak, cho¢ rozwa»ania s¡ tu du»o bardziej skomplikowane. Stanowi¡
one tre±¢ tzw. teorii Pirogova-Sinai'a (poªowa lat 70. XX w.) Gªówne zaªo»enia i
wyniki mo»na tak przedstawi¢:

(a) Ukªad ma sko«czon¡ ilo±¢ stanów podstawowych;

(b) Sum¦ statystyczn¡ daje si¦ wyrazi¢ przez 'kontury' (w d = 2, obiekty 'quasi-
jednowymiarowe')

(c) Energia konturu jest proporcjonalna do jego dªugo±ci. (tzw. 'warunek Peierlsa')

Wtedy diagram fazowy stanów podstawowych, w temperaturze dostatecznie maªej,
ulega jedynie niewielkiej deformacji.

3. Jest sporo ciekawych modeli, gdzie ilo±¢ stanów podstawowych jest niesko«czona.
(Prototyp: Antyferromagnetyk Isinga na sieci trójk¡tnej). W niektórych sytuacjach
udaje si¦ pokaza¢, »e w sko«czonych temperaturach b¦dzie istniaªa sko«czona ilo±¢
faz . Na ogóª b. zªo»one diagramy fazowe
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4. Kwantowa teoria Pirogova-Sinai'a: Rozpatruje si¦ ukªady typu: 'Ukªad klasyczny'
plus 'maªy dodatek kwantowy'. Prototyp: Silnie anizotropowy model Heisenberga.
Wyniki:

Je±li hamiltonian klasyczny speªnia zaªo»enia czynione przy klasycznej teorii
ΠρΣ, to je±li dodatek kwantowy jest dostatecznie maªy i temperatura jest do-
statecznie niska, to (podobnie jak w klasycznej wersji ΠρΣ) diagram fazowy
stanów podstawowych, ulega jedynie niewielkiej deformacji.

(a) Je±li Ham klasyczny ma niesko«czon¡ ilo±¢ stanów podstawowych, to mog¡ si¦
dzia¢ ró»ne rzeczy...
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6 412. rozwi¡zanie 2-d modelu Isinga: u»ycie caªek
grassmanowskich

6.1 Historia: Niektóre z metod otrzymania ±cisªego rozwi¡zania
modelu Isinga

• Onsager, 1944;

• Kaufman, 1949;

• Kac, Ward 1952;

• Vdovichenko 1963;

• Lieb, Schulz, Mattis 1964;

• Baxter, Enting 1978 (399-th solution of the Ising model);

• Samuel 1980: u»ycie zmiennych grassmanowskich (podstawa niniejszego przedsta-
wienia).

Zmienne grassmanowskie � chleb powszedni w teorii pola; bardzo po»yteczne równie»
w innych zastosowaniach (tu: mechanika statystyczna).

6.2 Zmienne antykomutuj¡ce i ich wªasno±ci.

6.2.1 Zmienne grassmanowskie i funkcje od nich

Def. Algebra Grassmana nad C. Niech b¦dzie danych N obiektów ηα (α = 1, 2, . . . , N)
zwanych zmiennymi grassmanowskimi. Z tych zmiennych utworzymy algebr¦ (przez branie
iloczynów zmiennych ηiηj, ηiηjηk itd; oraz branie kombinacji liniowych o wspóªczynnikach
z C, z naturalnymi reguªami liniowo±ci, rozdzielno±ci i ª¡czno±ci). Zakªadamy!!! »e {ηα}
speªniaj¡ relacje

ηαηβ + ηβηα = 0 ∀α, β. (58)

W szczególno±ci, η2
α = 0.

Demisty�kacja zmiennych grassmanowskich, czyli jak identyczne struktury pojawiaj¡
si¦ w ró»nych dziaªach matematyki/�zyki.

1. Bardziej formalna de�nicja: Niech V b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ nad C, dimV = N . Algebr¡

Grassmana generowan¡ przez V jest

ΛV =
∞
⊕
k=0

k

Λ V, (59)

gdzie
0
Λ V = C, za±

k

Λ V jest k− krotnym antysymetryzowanym iloczynem tensorowym V. Wi¦c !!
Je±li {η1, . . . , ηN} jest baz¡ w V (zwi¡zek z powy»sz¡, mniej formaln¡ de�nicj¡) to dowolny element
v ∈ ΛV mo»na przedstawi¢ w postaci:

v =
N∑
k=0

∑
1¬i1<i2<···<ik¬N

αi1i2...ikηi1ηi2 . . . ηik

gdzie wspóªczynniki αi1i2...ik ∈ C.

Uwaga. W geometrii ró»niczkowej elementy przestrzeni
k

Λ V nazywa si¦ k−formami, i wektory bazy
tej»e przestrzeni oznacza ηi1 ∧ ηi2 ∧ · · · ∧ ηik .
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Dodawanie elementów ΛV odbywa si¦ 'po skªadowych': Je»eli:

v =
N∑
k=0

∑
1¬i1<i2<···<ik¬N

αi1i2...ikηi1ηi2 . . . ηik , w =
N∑
k=0

∑
1¬i1<i2<···<ik¬N

βi1i2...ikηi1ηi2 . . . ηik

to, dla γ, δ ∈ C

γv + δw =
N∑
k=0

∑
1¬i1<i2<···<ik¬N

(γαi1i2...ik + δβi1i2...ik)ηi1ηi2 . . . ηik ;

za± mno»enie � przez rozdzielno±¢ (mno»enia wzgl¦dem dodawania) i mno»enie elementów bazy
zgodnie z:

(ηi1ηi2 . . . ηik)(ηj1ηj2 . . . ηjl) =
{

0, je±li {i1, i2, . . . , ik} ∩ {j1, j2, . . . , jl} 6= ∅
sgn(m)ηm1ηm2 . . . ηmk+l , je±li {i1, i2, . . . , ik} ∩ {j1, j2, . . . , jl} = ∅

gdzie (m1,m2, . . . ,mk+l) jest permutacj¡ (i1, i2, . . . , ik, j1, j2, . . . , jl), za± sgn(m) � znakiem per-
mutacji.

Przykª. Niech N = 3. We¹my:

(1 + 2a1a3)(a2 + 3a2a3) = a2 + 3a2a3 + 2a1a3a2 + 6a1a3a2a3 = a2 + 3a2a3 − 2a1a2a3

2. Operatory anihilacji N ró»nych cz¡stek tworz¡ algebr¦ Grassmana.

3. Zmienne grassmanowskie mog¡ te» by¢ reprezentowane przez macierze. Np. przedstawienie macie-
rzowe algebry Grassmana dla N = 2 jest:

η1 =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

 , η2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 −1 0 0

 ;

Czytelnik/sªuchacz zechce sprawdzi¢, »e η2
1 = η2

2 = η1η2 + η2η1 = 0 i »e nie jest to reprezentacja
trywialna, tzn. η1η2 6= 0.

Wªasno±ci te powoduj¡, »e najogólniejsza funkcja od zmiennych grassmanowskich jest
wielomianem N -tego stopnia: Niech f b¦dzie funkcj¡ N zmiennych (rzeczywistych lub
zespolonych), de�niowan¡ przez szereg Taylora. Wtedy:

f(η1, η2, . . . , ηN) = a0 +
∑
α

aαηα +
∑
α<β

aαβηαηβ + · · ·+ a123...Nη1η2 . . . ηN , (60)

gdzie wspóªczynniki aI ∈ R lub C (I � wielowska¹nik).

6.2.2 Caªki grassmanowskie

Def. Caªk¦ po zmiennej grassmanowskiej de�niuje si¦ formalnie jako∫
dη = 0,

∫
ηdη = 1 (61)

oraz dla N zmiennych: ∫
η1η2 . . . ηNdη1dη2 . . . dηN = 1; (62)

Uwaga na kolejno±¢ zmiennych! Caªka po czymkolwiek innym, jest zero.
Tak wi¦c caªka z funkcji N zmiennych, o postaci (60), jest∫

fdη ≡
∫
fdη1dη2 . . . dηN = a123...N (63)
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6.2.3 Wªasno±ci caªek grassmanowskich

1. Przesuni¦cie zmiennej: Niech J ≡ {Jα}, α = 1, . . . , N � zmienne grassmanowskie:

JαJβ + JβJα = 0, ηαJβ + Jβηα = 0 ∀α, β.

Wtedy ∫
f({ηα})dη =

∫
f({ηα + Jα})dη. (64)

Bo: Gdy si¦ rozwinie funkcj¦ f({ηα + Jα}), to jedynym czªonem, który b¦dzie proporcjonalny o

η1η2 . . . ηN , b¦dzie a12...N � ten sam wyraz co w rozwini¦ciu f({ηα}). I tylko caªka po dη1dη2 . . . dηN
z tego wyrazu nie zniknie � bo caªki z czegokolwiek innego poznikaj¡.

2. Zamiana zmiennych: Niech:
ψα = Aαβηβ (65)

gdzie A jest macierz¡ odwracaln¡. W ten sposób, {ψα} jest równowa»nym zbiorem
zmiennych antykomutuj¡cych.

Zachodzi: ∫
f(η)dη = (detA)

∫
f(A−1ψ)dψ. (66)

lub te»
dη = (detA)dψ (67)

Uwaga. Zachowanie jest odmienne od tego czego nale»aªoby si¦ spodziewa¢ dla
zmiennych komutuj¡cych i caªki Riemanna; tam mamy czynnik (detA)−1 zamiast
(detA) w (67).

Aby zobaczy¢, sk¡d si¦ to bierze, rozpatrzmy najsampierw przypadek N = 1. Niech η b¦dzie
zm. grassmanowsk¡; mamy wi¦c

∫
ηdη = 1. Niech teraz ψ = aη (a ∈ C). ψ te» jest zmienn¡

grassmanowsk¡, wi¦c
∫
ψdψ = 1. Napiszmy: dη = (có±) dψ (có± ∈ C) i mamy : 1 =

∫
ψdψ =∫

a 1
(có±)

ηdη, czyli (có±) = a; czyli otrzymujemy wersj¦ N = 1 wzoru (67).

Przechodz¡c do przypadku ogólnego, sprawdzimy równo±¢ (67) na jedynym nieznikaj¡cym wyrazie
bazowym, tzn. iloczynie wszystkich N zmiennych. Napiszmy znowu:

dη ≡ dηdη1dη2 . . . dηN = (có±)dψ1dψ2 . . . dψN ≡ (có±)dψ.

Posªu»ymy si¦ faktem znanym z teorii form (liniowych b¡d¹ ró»niczkowych). Pisz¡c zamian¦ zmien-
nych (65) (lub, dla skrótu, ψ = Aη), i traktuj¡c ψ1, . . . , ψN oraz η1, . . . , ηN jako 1-formy ró»nicz-
kowe (pod wzgl¦dem wªasno±ci algebraicznych takie same jak zm. grassmanowskie) mamy:

ψ1 ∧ ψ2 · · · ∧ ψN = (detA)η1 ∧ η2 · · · ∧ ηN

Tak wi¦c:

1 =
∫
ηdη =

1
detA

∫
ψ · (có±)dψ =

(có±)
detA

∫
ψdψ = 1,

czyli (có±) = detA, zatem dη = (detA)dψ, otrzymujemy wi¦c (67).

Uwaga. De�niuje si¦ równie» ró»niczkowania po zmiennych grassmanowskich; ale »e nie
b¦dziemy tego u»ywa¢, wi¦c ciekawych (ciekawskich) odsyªam do prac Berezina lub Feld-
mana i in.
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6.2.4 Dziaªania kwadratowe

1. Dla dowolnej macierzy A wymiaru N ×N zachodzi:

∫
exp

∑
αβ

ηαAαβη
†
β

 dηdη† = detA. (68)

Tu η1, . . . , ηN , η
†
1, . . . , η

†
N s¡ niezale»nymi zmiennymi grassmanowskimi. Caªk¦ po

tych zmiennych (a raczej jej znak, przez ustalenie kolejno±ci) de�niuje si¦ jako:∫
η1η
†
1η2η

†
2 . . . ηNη

†
Ndη1dη

†
1dη2dη

†
2 . . . dηNdη

†
N = 1.

Bo: Rozwini¦cie exponensa ko«czy si¦ na N−tym rz¦dzie. Caªki po wyrazach ni»szego rz¦du
znikaj¡; jedyny nieznikaj¡cy wkªad daje wyrazN−tego rz¦du. Patrz¡c na kolejno±ci poszczególnych
wyrazów, oraz caªkowity czynnik kombinatoryczny, wida¢, »e wszystko si¦ skªada do wyznacznika.

�atwiej: Skorzysta¢ z wzoru na zamian¦ zmiennych (66) w caªce, zamieniaj¡c wszelako poªow¦

zmiennych: η† → A−1η†.

2. Dla dowolnej parzystowymiarowej macierzy A:

∫
exp

1
2

∑
αβ

ηαAαβηβ

 dη = Pf A. (69)

Uwagi:

(a) Macierz A w (69) mo»e by¢ wybrana jako antysymetryczna.

(b)

Pf A =
1

2N/2
1

(N/2)!

∑
σ∈SN

(sgnσ)Aσ(1)σ(2)Aσ(3)σ(4) . . . Aσ(N−1)σ(N)

3. S¡ równie» analogi powy»szych wyra»e« bez znaku permutacji (permanent, hfa�an).

6.2.5 Przykªad zastosowania zmiennych antykomutuj¡cych:

Stw. Dla antysymetrycznej macierzy A wymiaru parzystego zachodzi

(Pf A)2 = detA.

Dowód. W wyra»eniu (68) przeprowad¹my zamian¦ zmiennych:

ηα =
1√
2

(η(1)
α + iη(2)

α ), η†α =
1√
2

(η(1)
α − iη(2)

α );

Mamy:
dηαdη†α = idη(1)

α dη
(2)
α

Poniewa» A � antysymetryczna, mamy:

ηαAαβη
†
β =

1
2

(
η(1)
α Aαβη

(1)
β + η(2)

α Aαβη
(2)
β

)
Wyrazy mieszane znikaj¡ na mocy antysymetrii A; exponens faktoryzuje si¦ na dwa expo-
nensy (od zmiennych η(1)

α , η(2)
α )), a caªka faktoryzuje si¦ na dwie caªki, ka»da z których ma

posta¢ (69), tzn. daje Pfa�an.
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6.3 Dwuwymiarowy model Isinga.

6.3.1 Sformuªowanie wielobokowe: Wersja 'wysokotemperaturowa'

Byªo uprzednio pokazane, jak sum¦ statystyczn¡ 2d modelu Isinga wyrazi¢ przez wielo-
boki. Byªo to tzw. rozwini¦cie niskotemperaturowe: Zmienn¡, w której si¦ rozwijaªo, byªa
x = e2βJ ; dla przypadku FM, J < 0, czyli x byªo tym mniejsze, im β wi¦ksze, czyli im
temperatura ni»sza; wi¦c dla niskich temperatur, mo»na (mie¢ nadziej¦, »e aby otrzyma¢
dostatecznie dokªadne informacje o zachowaniu ukªadu, wystarczy) ograniczy¢ si¦ tylko
do kilku pierwszych wyrazów rozwini¦cia � st¡ nazwa. (Bardziej adekwatne uzasadnie-
nie, to »e szereg w zmiennej x dla energii swobodnej jest zbie»ny tylko dla temperatur,
mniejszych od temp. krytycznej).

Okazuje si¦, »e mo»na wyprowadzi¢ jeszcze jedno wyra»enie na sum¦ statystyczn¡,
gdzie równie» wchodz¡ wieloboki. Rozwini¦cie tu wszelako odbywa si¦ wzgl¦dem innej
zmiennej, a mianowicie t = tanh(−βJ) i, tym razem, maªe t odpowiada maªej β, czyli
du»ej temperaturze.

Punktem wyj±cia jest znów wyra»enie na sum¦ statystyczn¡ modelu Isinga. Niech tu
Λ b¦dzie kwadratem M × M , oraz ilo±ci najbli»szych s¡siadów równej B (B = 2M2,
je±li mamy periodyczne warunki brzegowe, a troch¦ mniej, je±li mamy otwarte warunki
brzegowe). Wtedy

ZM×M =
∑
{si}

e

−βJ
∑
〈ij〉

sisj

=
∑
{si}

∏
〈ij〉

exp(−βJsisj) ≡
∑
{si}

∏
b

e−βJσb (70)

gdzie przez b oznaczyli±my par¦ najbli»szych s¡siadów ('bond' lub: 'kraw¦d¹' na sieci:
b ≡ 〈ij〉).

Niech teraz K = −βJ . Zauwa»my, »e wielko±¢ σb przybiera warto±ci jedynie 1 lub −1,
tak wi¦c

eKσb =
{

eK dla σb = 1
e−K dla σb = −1

co mo»na zapisa¢ jednym wzorem (pami¦taj¡c, »e σb ∈ {+1,−1}):

eKσb = coshK + σb sinhK

Wykorzystuj¡c to, sum¦ statystyczn¡ (70) zapiszemy jako:

ZM×M =
∑
{si}

∏
b

(coshK + σb sinhK)

= (coshK)B
∑
{si}

∏
b

(1 + σb thK) ≡ (coshK)B
∑
{si}

∏
b

(1 + t σb) (71)

Rozwi«my teraz iloczyn pod znakiem sumy. Po rozwini¦ciu, otrzymamy pewien wielomian
w t. Poszczególne wyrazy rozwini¦cia mo»emy zilustrowa¢ gra�cznie wg nast¦puj¡cej re-
cepty:

Je±li w rozwini¦ciu wyst¦puj¡ bond'y b1, b2, . . . , bk, to na sieci rysujemy te bond'y; je±li
nie wyst¦puj¡, to nie rysujemy.

W ten sposób, ka»demu wyrazowi rozwini¦cia przyporz¡dkowali±my pewien zbiór bond'ow
na zbiorze Λ; wyst¦puj¡ tu wszystkie mo»liwe podzbiory zbioru bond'ow (jest ich wi¦c na
sztuki: 2B).
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Teraz musimy wysumowa¢ po kon�guracjach. Oka»e si¦, »e spo±ród tych wszystkich
zbiorów bond'ów zostan¡ tylko niektóre.

Ka»dy wyraz rozwini¦cia ma posta¢: tkσb1σb2 . . . σbk . Pami¦taj¡c, »e ka»da zmienna σb
jest iloczynem warto±ci pewnych najbli»szych s¡siadów: σb = σiσj, mo»emy ten wyraz
przepisa¢ w postaci sα1

i1 s
α2
i2 · s

αm
im (gdzie w¦zªy i1, i2, . . . , im s¡ w¦zªami wyst¦puj¡cymi w

zbiorze bond'ow {b1, b2, . . . , bk}). Pot¦gi α1, . . . , αm mog¡ przyjmowa¢ warto±ci: 1, 2, 3, 4,
tak wi¦c z wyrazu sα1

i1 s
α2
i2 · s

αm
im mo»na wyrzuci¢ czynniki b¦d¡ce parzystymi pot¦gami, a

trzecie pot¦gi zast¡pi¢ pierwszymi, otrzymuj¡c w ten sposób sj1sj2 . . . sjp .
Zauwa»my teraz, »e gdy wysumujemy tksj1sj2 . . . sjp po wszystkich mo»liwych kon�gu-

racjach spinów na sieci, to otrzymamy zero. Niezerowy wkªad do sumy wnios¡ tylko te
wyrazy, gdzie wszystkie pot¦gi w iloczynie sα1

i1 s
α2
i2 · s

αm
im s¡ parzyste. W interpretacji gra-

�cznej znaczy to, »e niezerowy wkªad do sumy daj¡ tylko takie zestawy bond'ow, gdzie
ilo±¢ bondów wychodz¡cych z dowolnego wierzchoªka jest parzysta (tzn. wynosi 0, 2 lub
4). Tak wi¦c!! Otrzymali±my (w inny sposób ni» uprzednio) obrazek wielobokowy:

ZM×M = (coshK)B2M
2 ∑

k

Pkt
k, (72)

gdzie Pk jest liczb¡ wieloboków mo»liwych do narysowania na sieci.

1. Uwagi o dualno±ci i relacji rozwini¦c: wysoko- i niskotemperaturowego

2. Uwagi o dualno±ci sieci: trójk¡tnej i sze±ciok¡tnej i zwi¡zku sum statystycznych tam»e

6.3.2 Wyra»enie sumy statystycznej modelu Isinga z o.b.c. przez caªk¦ gras-
smanowsk¡

Zwi¡»my z ka»dym w¦zªemR = (x, y) sieci ΛM zbiór czterech zmiennych grassmanowskich

HR, HR, VR, V R

Miejmy z nimi nast¦puj¡ce skojarzenie geometryczne RYS. HiV.
Zde�niujmy nast¦puj¡c¡ form¦ biliniow¡ w tych zmiennych, nazywaj¡c j¡ dziaªaniem:

S(t) = t
∑
R∈ΛM

(
HRHR+ex + V RVR+ey

)

+
∑
R

(
HRVR + V RHR + V RHR + VRHR +HRHR + VRV R

)
(73)

Interpretacja gra�czna wyrazów above: bond'y poziome lub pionowe na sieci prostej �
wyrazy ze wspóªczynnikiem t; oraz cz¦±ci skªadowe wieloboków (k¡ty proste lub póªpeªne).
RYS.

Mamy nast¦puj¡c¡ fundamentaln¡ identyczno±¢:

ZM×M
(coshK)B2M2 = (−1)M

2
∫
eS(t)

∏
R∈ΛM

dVRdHRdV RdHR (74)

Aby si¦ przekona¢ o jej prawdziwo±ci, rozwi«my exponens od dziaªania, we¹my czªony
maksymalnego stopnia równego 4M (bo caªka po ni»szych da zero) i porównajmy otrzy-
mane wyra»enie ze sformuªowaniem wielobokowym sumy statystycznej (72). Zauwa»my
rzeczy nast¦puj¡ce.

1. Prawa strona jest wielomianem stopnia 4M .
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2. W wyra»eniu po r.h.s., na danej kraw¦dzi mo»e by¢ co najwy»ej jeden bok wieloboku
(bo inne wyrazy zawieraj¡ kwadrat lub wy»sze pot¦gi zm. grassmanowskiej, co jest
równe 0).

3. Z ka»dego wierzchoªka wychodzi parzysta ilo±¢ bond'ów (tzn. 0,2 lub 4). Bo: Zaªó»my,
»e z wierzchoªka mo»e wychodzi¢ jeden bond. Odpowiada mu pierwsza pot¦ga zm.
grassmanowskiej (np. VR). Aby j¡ uzupeªni¢ do maksymalnej (równej 4), musz¡ by¢
obecne czynniki zawieraj¡ce pozostaªe zmienne (tu: V R, HR, HR). Nie da si¦ tego
zapewni¢ bior¡c tylko wyrazy typu 'wierzchoªkowego' (bez czynnika t), bo one s¡
pot¦gi parzystej.

4. Wi¦c: ka»dy wielobok ma poprawny wspóªczynnik tk, gdzie k � ilo±¢ boków.

5. Ka»dy wielobok jest reprezentowany przez pewien czªon po prawej stronie (74).

Wida¢ wi¦c, »e jest szansa aby obie strony równo±ci (74) byªy równe. Lecz 'na tym rzecz nie
sko«czona', bowiem trzeba stwierdzi¢, »e: • Ka»dy wielobok jest reprezentowany dokªadnie
jeden raz, i • •Wszystkie wyrazy z prawej strony (74) s¡ dodatnie.

Przy • jest tylko troch¦ gimnastyki, natomiast przy • • jest duuuuu»o.
Wi¦c, in extenso, tego nie b¦dzie.
Wykªadowca poprzestanie na cz¦±ciowych (wi¦c, siª¡ rzeczy, tylko cz¦±ciowo przekony-

wuj¡cych) ilustracjach.

6.3.3 S. stat. 2-d modelu Isinga z p.b.c. jako caªka grassmanowska

6.3.4 S. stat. & energia swobodna 2-d modelu Isinga

Maj¡c sum¦ statystyczn¡ zapisan¡ w postaci caªki grassmanowskiej (74), (a dokªadniej w
wersji dla periodycznych warunków brzegowych), mo»na t¦ caªk¦ obliczy¢. Bo dla zmien-
nych rzeczywistych wiemy, jak si¦ liczy caªki gaussowskie (z Exponensu od formy kwadra-
towej) � a du»ym uªatwieniem jest, je±li macierz tej»e formy kwadratowej jest cykliczna.
Okazuje si¦, »e w przypadku grassmanowskim mo»na post¦powa¢ podobnie. B¦dziemy
rozwa»a¢ tu model Isinga z p.b.c.

Przechodzimy najsampierw od zmiennych "poªo»eniowych" do "p¦dowych", de�nio-
wanych jako:

HR =
1√
|ΛM |

∑
k

Ĥke
−ik·R, HR =

1√
|ΛM |

∑
k

Ĥke
−ik·R,

VR =
1√
|ΛM |

∑
k

V̂ke
−ik·R, V R =

1√
|ΛM |

∑
k

V̂ ke
−ik·R, (75)

Zamiana zmiennych poprzedzona pytaniem motywacyjnym/sprawdzaj¡cym, jakie s¡ wektory i warto±ci
wªasne macierzy cyklicznych; w dwu sytuacjach:

• gdy zbiów wska¹ników jest jednowymiarowy,

• gdy zb. wska¹ników jest wi¦cej ni» jednowymiarowy.

• Co nieco te» o dyskretnej delcie Kroneckera.
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Przekonujemy si¦ bezpo±rednim rachunkiem, »e dziaªanie (73) w zmiennych 'p¦dowych'
(indeksowanych przez k) ma posta¢:

S(t) =
∑
k

[
tĤkĤ−ke

ikx + tV̂ kV̂−ke
iky

+ĤkĤ−k + V̂ kV̂−k + V̂ kĤ−k + V̂kĤ−k + ĤkV̂ −k + V̂kĤ−k

]
(76)

Popatrzmy bli»ej, jak wygl¡daj¡ poszczególne czªony dziaªania S(t) przy zamianie zmiennych. Roz-
wa»my najsampierw jaki± czªon bez czynnika t, np. VRHR. Mamy:∑

R∈ΛM

VRHR =
∑
R∈ΛM

1
|ΛM |

∑
k

∑
k′
V̂ke
−ik·RĤk′e

−ik′·R =
∑
k

∑
k′
V̂kĤk′

1
|ΛM |

∑
R∈ΛM

e−i(k+k
′)·R

=
∑
k

∑
k′
V̂kĤk′δk,−k′ =

∑
k

V̂kĤ−k

Mo»na zapyta¢ � s¡dz¡c po tym czªonie � czy zamiana zmiennych (75) nie jest zamian¡ typu 'zamieniª
stryjek siekierk¦ na kijek', skoro w zm. poªo»eniowych byªy czªony diagonalne w R, a w k ju» diagonalne
nie s¡. Ale jest to prosta posta¢ niediagonalno±ci; a poza tym przypatrzmy si¦ zasadniczym czªonom �
niediagonalnym w R, czyli z czynnikiem t. Zanim je policzymy, najpierw jawnie wypiszmy, »e k = (kx, ky)
oraz: k ·R = kxRx + kyRy. Mamy:∑

R∈ΛM

HRHR+ex =
∑
R∈ΛM

1
|ΛM |

∑
k

∑
k′
Ĥke

−ik·RĤk′e
−ik′·(R+ex)

=
∑
k

∑
k′
ĤkĤk′

1
|ΛM |

∑
R∈ΛM

e−i(k+k
′)·Re−ik

′
x =

∑
k

∑
k′
ĤkĤk′δk,−k′e

−ik′x =
∑
k

ĤkĤ−ke
ikx

Przepiszmy teraz dziaªanie w zmiennych 'p¦dowych' dla modelu Isinga (76) w bardziej
symetrycznej postaci. Umówmy si¦, »e k > 0, je±li pierwsza skªadowa k jest wi¦ksza od
zera: kx > 0. Wtedy mo»emy przepisa¢ (76) jako:

S(t) =
∑
k>0

[
tĤkĤ−ke

ikx − tĤkĤ−ke−ikx + tV̂ kV̂−ke
iky − tV̂kV̂ −ke−iky

+ĤkĤ−k − ĤkĤ−k + V̂ kV̂−k − V̂kV̂ −k + V̂ kĤ−k − ĤkV̂ −k

+V̂kĤ−k − ĤkV̂−k + ĤkV̂ −k − V̂ kĤ−k + V̂kĤ−k − ĤkV̂−k
]

≡
∑
k>0

ΨT
kMkΨ−k, (77)

gdzie Ψk, Mk s¡ zde�niowane jako:

ΨT
k ≡ (Ĥk, Ĥk, V̂ k, V̂k)

oraz

Mk =


0 1 + teikx −1 −1

−(1 + te−ikx) 0 1 −1
1 −1 0 1 + teiky

1 1 −(1 + te−iky) 0

 .
Uwaga. Co nieco we wzorze (77) zaniedbali±my (tzn. wyrazy, gdzie kx = 0; ale jest to
maªe conieco, bo znika w granicy TD, któr¡ liczymy.
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Tak wi¦c!! Caªka wchodz¡ca do sumy statystycznej jest równa (z dokªadno±ci¡ do
znaku � i zaniedbanych czªonów):∫
eS(t)

∏
R∈ΛM

dVRdHRdV RdHR =
∏
k>0

[∫
eΨTkMkΨ−kdĤkdĤ−kdĤkdĤ−kdV̂ kdV̂ −kdV̂kdV̂−k

]

=
∏
k>0

detMk. (78)

W ostatniej równo±ci skorzystali±my z wzoru (68). Musimy teraz jawnie wykalkulowa¢
wyznacznik detMk, który okazuje si¦ by¢ równym

detMk =
(
1 + 2t cos kx + t2

) (
1 + 2t cos ky + t2

)
− 4t(cos kx + cos ky)− 4t2 cos kx cos ky

= (1 + t2)2 − 2t(1− t2)(cos kx + cos ky). (79)

Teraz mo»emy przej±¢ do granicy TD:

−βf = lim
M→∞

lnZM×M

= ln(2 cosh2 βJ) +
1
2

∫ π

−π

dkx
2π

∫ π

−π

dky
2π

ln
[
(1 + t2)2 − 2t(1− t2)(cos kx + cos ky)

]
=

1
2

∫ π

−π

dkx
2π

∫ π

−π

dky
2π

ln
[
4
(
cosh2 2βJ − sinh 2βJ(cos kx + cos ky)

)]
(80)

gdzie ostatni wzór � to wzór Onsagera � a raczej jeden z nich; bo Onsager podaª te» inn¡
posta¢. Czasem jedna jest wygodniejsza, czasem inna. Teraz bli»ej si¦ przyjrzyjmy tej
drugiej postaci.

Ale najsampierw przyjrzyjmy si¦ wzorowi (80) pod k¡tem analityczno±ci. Z twierdze«
o ci¡gªo±ci, ró»niczkowalno±ci, analityczno±ci caªek zale»nych od parametru wnosimy, »e
energia swobodna, dana wzorem (80) jest analityczna (jako caªka ze zªo»enia funkcji ana-
litycznych, analitycznie zale»¡cych od parametru) � chyba »e argument logarytmu b¦dzie
zerowy! Tu argument jest nieujemny, ale mo»e by¢ równy zeru. Przyjrzyjmy si¦, kiedy to
mo»e mie¢ miejsce: Najmniejsza warto±¢ argumentu jest, gdy cos kx + cos ky = 2, mamy

cosh2 2βJ − 2 sinh 2β|J | = 1 + sinh2 2βJ − 2 sinh 2β|J |

co si¦ zeruje dla β = βc takiej, »e

sinh 2βc|J | = 1 (81)

co odpowiada

|Kc| ≡ βc|J | =
1
2

ln(1 +
√

2) (82)

Powy»sza temp. krytyczna okazuje si¦ by¢ równa temperaturze, pojawiaj¡cej si¦ przy innej argumen-
tacji, opartej na samodualno±ci sieci kwadratowej i zwi¡zanych z tym relacjami pomi¦dzy wyra»eniami:
nisko- i wysokotemperaturowym. (Nie jest jasne a priori, »e obie te temp. krytyczne maj¡ by¢ równe �
ale okazuje si¦, »e s¡).

Uwaga techniczna: Mamy warunek J < 0; we¹my J → −J i piszmy w zwi¡zku z tym: x = e−2βJ ,
t = tanhβJ .

Przypomnijmy sobie wzór (39) na sum¦ statystyczn¡ w zmiennej 'niskotemperaturowej' x = e−2βJ :

ZN×N = 2x−N
2∑

k

Akx
k, x = e−2βJ ≡ e−2K
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oraz (72) w zmiennej 'wysokotemperaturowej' t = tanhβJ :

ZN×N = (2 cosh2K)N
2∑

k

Akt
k,

St¡d mamy wyra»enia na energie swobodne (po zaniedbaniu wyrazów brzegowych, które znikaj¡ w granicy
TD):

LT:
−βf = − log x+ Φ(x) = 2K + Φ(x),

gdzie oznaczyli±my:

P (x) = ln
∑
k

Akx
k, Φ(x) = lim

N→∞

1
N2 logP (x)

oraz HT:
−βf = log(2 cosh2K) + Φ(t).

We¹my teraz dwie (odwrotne) temperatury β1, β2 takie, »e:

x(β1) = t(β2), czyli e−2β1J = tanhβ2J

Wtedy mamy:
−β1f(β1) = 2β1J + Φ(x), −β2f(β2) = ln(2 cosh2 β2J) + Φ(x),

z czego mo»emy wyeliminowa¢ Φ(x) i otrzyma¢ zwi¡zek pomi¦dzy energiami swobodnymi w ró»nych tem-

peraturach:
−β1f(β1)− 2β1J = −β2f(β2)− ln(2 cosh2 β2J) (83)

(Mo»na ten zwi¡zek zapisa¢ w bardziej symetrycznej i ogólniejszej postaci � ciekawi Czytelnicy mog¡ to
znale¹¢ u Baxtera w rozdz. 6).

'Co by byªo gdyby' udaªo si¦ znale¹¢ tak¡ (odwrotn¡) temperatur¦ β∗, »e x(β∗) = t(β∗)? Z warunku:

e−2β∗J = tanh (β∗J)

otrzymujemy

β∗J =
1
2

log(1 +
√

2)

a jest to dokªadnie warunek krytyczno±ci (81).

Zauwa»my jeszcze, »e korzystaj¡c ze zwi¡zku (83) mo»emy znale¹¢ energi¦ swobodn¡ w temp. kry-

tycznej! Bez »adnych caªek grassmanowskich czy innych technik. Ale otrzymujemy w ten sposób en. sw.

dla izolowanej warto±ci temperatury � a interesuje nas zazwyczaj zale»no±¢ en. swobodnej od parametrów

(temperatura, pole magnetyczne).

6.3.5 Inne postaci energii swobodnej; inne obserwable

• Przej±cie od caªki dwuwymiarowej do jednowymiarowej; narz¦dzie: Wzór Onsagera.
• Zró»niczkowanie i otrzymanie wyra»enia na en. wewn. ciepªo wª. wyra»alnych przez

EliPtysie;
•Wykres ciepªa wª.
• Proste zabawy z EliPtysiami i logarytmiczna rozbie»no±¢ ciepªa wª. w temp. kry-

tycznej
• •Wzmianka »e dla Isinga kalkulowalna jest spontaniczna magnetyzacja i »e jest ona

0 dla T > Tc i »e:

m2 = 4

√
1− 1

sinh2 2K
dlaT < Tc

• • Uwagi »e kosztem wi¦kszej ilo±ci rachunków mo»na otrzyma¢ wyra»enia ±cisªe dla
dowolnego N. Policzono du»o ale ci¡gle S� nietrywialne i ciekawe rzeczy niepoliczone.
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Temat trudny ale aktualny, np. praca dokt. P. Nowakowskiego tego wªa±nie dotyczyªa, w
kontek±cie zjawisk zwil»ania
• • • Rzeczy których dot¡d nikt NIE skalkulowaª, a przynajmniej nie opublikowaª: -)

Podatno±¢ (w zerowym polu magn.); -) 2d model Isinga w niezerowym polu magn. (zwi¡zek
z rozkªadem liczb pierwszych � Barouch: Gdyby byª znany rozkªad liczb pierwszych, to
daªoby si¦ przeze« wyrazi¢ sum¦ statystyczn¡...); -) 3d model Isinga.
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6.4 Inne modele

Przy u»yciu caªkowania po zmiennych grassmanowskich mo»na wyrazi¢ sumy statystyczne
wielu ukªadów sieciowych, zarówno klasycznych jak i kwantowych:

Ukªady klasyczne:

• 2d model Isinga z oddziaªywaniami dalszego zasi¦gu i/lub (parzystymi) wielospino-
wymi: W dziaªaniu obecne s¡ 2. i wy»sze (parzyste) pot¦gi zmiennych grassmanow-
skich.

• Podobnie: model Pottsa, Ashkina-Tellera oraz model Isinga w wy»szych wymiarach.

• Model Isinga w polu magnetycznym: Fermionowa teoria pola z cechowaniem Z2.
(wi¦cej szczegóªow tu nie b¦dzie � aby podnieci¢ ciekawo±¢).

Ukªady kwantowe:

• Model Heisenberga

• Model Hubbarda.

W dziaªaniu obecne s¡ 2. i wy»sze pot¦gi zmiennych grassmanowskich.
Obecno±¢ czªonów rz¦du wy»szego ni» drugi zazwyczaj uniemo»liwia uzyskanie ±cisªych

rozwi¡za«. Ale...
Grupa renormalizacyjna

Je±li staªa sprz¦»enia jest maªa, to mo»na ±ci±le bada¢ ukªady metod¡ grupy renorma-
lizacyjnej.

Przykªady:

• 2d model Isinga z maªymi oddziaªywaniami dalszego zasi¦gu b¡d¹ wielospinowymi.
Metodami RG pokazano uniwersalno±¢ zachowania krytycznego (Pinson, Spencer;
J.W.(?))

Tu wst¦pne dywagacje o uniwersalno±ci.

• Model Ashkina-Tellera z maªym oddziaªywaniem czterospinowym. Pokazano nieuni-
wersalne zachowanie krytyczne (Mastropietro, Giuliani)

• Model Hubbarda dla maªego ilorazu U/t (t � staªa hoppingu, U � moc oddzia-
ªywania kulombowskiego). Sporo ±cisªych wyników dotycz¡cych zachowania typu
cieczy Fermiego b¡d¹ jego braku, czy te» cieczy Luttingera (Mastropietro; Rivasse-
au; Salmhofer). W szczególno±ci! Zachowanie typu cieczy Fermiego w modelu na
sieci heksagonalnej � zwi¡zek z wªasno±ciami grafenu.

• Osªabiaj¡c rygor matematyczny, mo»na numerycznie bada¢ równania RG pod k¡-
tem zachowania podatno±ci (gdy si¦ ona rozbiega, sugeruje to istnienie przej±cia
fazowego). W ten sposób badano model Hubbarda w przybli»eniu jednop¦tlowym i
otrzymywano diagram fazowy 2d modelu Hubbarda; obecne tam fazy: ferromagne-
tyczna, antyferromagnetyczna, nadprzewodz¡ca (Metzner, Salmhofer, Honerkamp).
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6.5 Zadania

1. Pokaza¢ to»samo±¢ Onsagera: Dla x ­ 0 mamy

1
2π

∫ 2π

0
ln(2 coshx− 2 cos k)dk = x.

2. U»ywaj¡c jej, wykaza¢, »e równowa»ne s¡ wzory na energi¦ swobodn¡: jako caªka
dwuwymiarowa dana przez wzór (80), oraz jako caªka jednowymiarowa:

−βf =
1
2

ln sinh 2K +
1

2π

∫ π

0
ε(k)dk,

gdzie ε(k) dane jest wzorem

cosh ε(k) = cosh 2K̃ cosh 2K + cos k,

za± K̃ wi¡»e si¦ z K wzorem: sinh 2K̃ sinh 2K = 1, i .

3. Wyrazi¢ energi¦ wewn¦trzn¡ modelu Isinga przez caªk¦ eliptyczn¡. Odp.:

u = Jcoth 2K
(

1 +
2
π

(2tanh 22K − 1)K1(q)
)
,

gdzie q = 2 sinh 2K
cosh2 2K , za± K1(k) jest caªk¡ eliptyczn¡ zupeªn¡:

K1(k) =
∫ π/2

0

dφ√
1− k2 sin2 φ

4. Znale¹¢ wyra»enie na energi¦ swobodn¡ anizotropowego modelu Isinga na sieci kwa-
dratowej, tzn. ze staªymi sprz¦»enia Jh (w kierunku poziomym) i Jv (w kierunku
pionowym). (Wykorzysta¢ caªki grassmanowskie; odpowied¹ poda¢ w postaci ana-
logicznej do wzoru (80)).

5. Znale¹¢ wyra»enie na energi¦ swobodn¡ anizotropowego modelu Isinga na sieci hek-
sagonalnej. Wsk. Rozpatrzy¢ ogólniejszy model anizotropowy z czterema staªymi
sprz¦»enia, równymi na plakietce o wierzchoªkach w w¦zªach x, y, z, t: Jxy, Jyz, Jzt, Jtx
i przesuwanymi o wektory (1, 1) i (2, 0). Zobaczy¢ dla jakiego zestawu staªych otrzy-
muje si¦ sie¢ heksagonaln¡. Wykorzysta¢ caªki grassmanowskie. Przy przej±ciu do
zmiennych 'p¦dowych' zmody�kowa¢ transformat¦ Fouriera tak, by uwzgl¦dnia¢ pe-
riodyczno±¢ o okresie 2.
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7 Elementy kwantowej mechaniki statystycznej

7.1 Przestrze« stanów, suma statystyczna, ±rednie

W mechanice klasycznej przestrzeni¡ stanów na jednym w¦¹le byª sko«czony zbiór lub
rozmaito±¢.
•W mechanice kwantowej, przestrzeni¡ stanów na w¦¹le i jest przestrze« Hilberta Hi

(sko«czenie- lub niesko«czenie wymiarowa; b¦dziemy mie¢ do czynienia gªównie z tymi
pierwszymi), a stany ukªadu s¡ wektorami (dokªadniej, promieniami) w tej przestrzeni.
• Przestrzeni¡ Hilberta ukªadu okre±lonego na zbiorze w¦zªów Λ ⊂ Zd jest iloczyn

tensorowy:
HΛ = ⊗

i∈Λ
Hi (84)

Je»eli dimHi = k, to dimHΛ = k|Λ|.
Baza ukªadu (naturalny wybór � oczywi±cie nie jedyny mo»liwy) jest iloczynem ten-

sorowym baz na w¦zªach.
• Ukªad zadajemy przez zadanie hamiltonianu HΛ � operatora samosprz¦»onego na

HΛ. Warto±ci wªasne HΛ s¡ dopuszalnymi warto±ciami energii ukªadu.
W sytuacjach, z którymi b¦dziemy mie¢ do czynienia, Hi jest sko«czeniewymiarowa i

HΛ jest operatorem ograniczonym.
Przykª. Model Heisenberga i model Isinga (oba o spinie 1

2).
Przykª. Diagonalizacja Ham'ów dla ukª. dwóch spinów. Sprawdzenie, »e dla Isinga q

otrzymuje si¦ to samo, co dla Isinga c.
• Sum¦ statystyczn¡ ukªadu de�niujemy jako

ZΛ = Tr(e−βHΛ) =
∑
i

e−βEi ; (85)

tu β = 1
kBT

, za± {Ei} jest zbiorem energii wªasnych hamiltonianu HΛ.
• Obserwable okre±lone s¡ przez operatory samosprz¦»one na HΛ. (Potrzeba wymusza

te» rozpatrywanie operatorów niesamosprz¦»onych; np. okazuje si¦, »e jaki± operator s.s.
jest iloczynem operatorów nie-s.s., które warto rozwa»a¢ oddzielnie). Warto±¢ ±rednia
operatora A jest równa

〈A〉 =
1
Z

Tr(Ae−βH) (86)

(nie b¦dziemy pedantycznie dopisywa¢ indeksu ()Λ, wracaj¡c do tej notacji w razie po-
trzeby).
• Zde�niujmy macierz g¦sto±ci:

ρ =
1
Z
e−βH (87)

Uwaga: Termin 'macierz g¦sto±ci' mo»e te» mie¢ inne znaczenia.
Mamy:

Trρ = 1,

Warto±¢ ±redni¡ operatora A mo»emy równowa»nie zapisa¢

〈A〉 = Tr(Aρ) = Tr(ρA).

Mamy te»:
∂ρ

∂β
= (〈H〉 −H)ρ.
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Bo: Policzmy:

∂Z

∂β
=

∂

∂β
Tr
(
I − βH +

β2

2!
H2 + . . .

)
= Tr(−H + βH2 − 1

2!
β2H3 + . . . )

= Tr[−H(I − βH +
β2

2!
H2 + . . . )] = −Z〈H〉;

st¡d
∂ρ

∂β
=
(
∂

∂β
Z−1

)
e−βH − 1

Z
He−βH =

(
− 1
Z2

)
(−Z〈H〉)e−βH −Hρ = (〈H〉 −H)ρ.

? Uwaga o tym, »e ukªady klasyczne mo»na uwa»a¢ za szczególne przypadki ukª. kwan-
towych, gdy wszystkie operatory s¡ diagonalne?

7.2 Funkcje termodynamiczne

• Energia swobodna. Jak i w mech. klasycznej, de�niujemy j¡ jako

F = − 1
β

lnZ.

• Energia wewn¦trzna:

U = 〈H〉 =
∂βF

∂β
,

czyli mamy wzór analogiczny jak w mechanice klasycznej.
Bo:

∂βF

∂β
= − ∂

∂β
(lnZ) = − 1

Z
(−Z 〈H〉) = 〈H〉 = U.

• Magnetyzacja:
Niech H b¦dzie hamiltonianem opisuj¡cym jakie± oddziaªywania mi¦dzy spinami (mo-

del Heisenberga, Isinga lub jeszcze inny). Zmody�kujmy Ham'a nast¦puj¡co: H → H −
BM , gdzie B � pole magnetyczne, za±M =

∑
i s
z
i . (s

z
i jest operatorem z−towej skªadowej

spinu; je±li np. mamy ukªad spinów 1
2 , to s

z
i jest z−ow¡ macierz¡ Pauliego).

Mamy:
∂F

∂B
= − 1

β

∂

∂B
ln Tre−βH+βBM = − 1

βZ

∂

∂B
Tre−β(H−BM)

= − 1
βZ

Tr
[
∂

∂B

(
I − β(H −BM) +

β2

2
(H −BM)2 + . . .

)]
Uwaga! Ró»niczkujemy iloczyn operatorów na ogóª nieprzemiennych!

= − 1
βZ

Tr
[
βM +

β2

2
(−M(H −BM)− (H −BM)M) + . . .

]

ale pod ±ladem mo»emy cyklicznie przestawia¢

= − 1
Z

Tr
[
M − β(H −BM) +

β2

2
(H −BM)2 + . . .

]

= − 1
Z

Tr
[
M

(
I − β(H −BM) +

β2

2
(H −BM)2 + . . .

)]

= − 1
Z

Tr(Me−β(H−BM)) = −〈M〉
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wi¦c znowu taki sam wzór jak w wersji klasycznej. Ale, uwaga!Widzimy, »e nieprzemien-
no±¢ mo»e tu namiesza¢; i tak np. wzór na podatno±¢ jest ju» inny, ni» w wersji klasycznej.
(wersja kwantowa b¦dzie troch¦ pó¹niej). Ale nie dotyczy to wzoru na pojemno±¢ ciepln¡!
O tym ju» za moment, a na razie
• Entropia. Mamy:

U =
∂(βF )
∂β

= F − T ∂F
∂T

= F + β
∂F

∂β

Bo: Przeliczmy, »eby raz gdzie± byªo:

β =
1

kBT
, T =

1
kBβ

więc
∂

∂β
=
∂T

∂β

∂

∂T
= − 1

kβ2

∂

∂T
= −kT 2 ∂

∂T

Zde�niujmy entropi¦:

S = −∂F
∂T

=
1
T

(U − F );

widzimy, »e speªnia ona ten sam zwi¡zek co w klasycznej mechanice statystycznej:

F = U − TS.

Entropia wyra»a si¦ przez macierz g¦sto±ci nast¦puj¡co:

S = −kBTr(ρ ln ρ). (88)

Bo:
Tr(ρ ln ρ) = Tr

[ 1
Z
e−βH ln

( 1
Z
e−βH

)]
= Tr

[ 1
Z
e−βH

(
− lnZ + ln e−βH

)]

=
1
Z

Tr(e−βH(− lnZ) + Tr
( 1
Z
e−βH

)
= − lnZ − β 1

Z
Tr(He−βH)

= βF − β〈H〉 = βF − βU =
1
k

F − U
T

= −1
k
S.

• Ciepªo wªa±ciwe: U»ywaj¡c de�nicji, i zwi¡zków wyprowadzonych dopiero co, mamy:

C =
∂U

∂T
=

∂

∂T
(TS + F ) = S + T

∂S

∂T
+
∂F

=
T
∂S

∂T
= −T ∂

2F

∂T 2
.

Ciepªo wªa±ciwe mo»na powi¡za¢ z �uktuacjami energii:

C =
∂U

∂T
= −kβ2∂U

∂β
= −kβ2 ∂

∂β

[
Tr(He−βH)
Tr(e−βH)

]

= −kβ2

[
−Tr(H2e−βH)

Tre−βH
(−)(−)

[Tr(He−βH)]2

[Tr(e−βH)]2

]

= kβ2
[
〈H2〉 − 〈H〉2

]
= kβ2〈(H − 〈H〉)2〉 = kβ2〈(H − U)2〉

46



8 Twierdzenie Mermina � Wagnera

8.1 Model Heisenberga

Pami¦tamy Ham'a klasycznego modelu Heisenberga. Tam energia oddziaªywania dwóch
spinów klasycznych ~s1, ~s2 byªa:

E(~s1, ~s2) = J ~s1 · ~s2 = J(sx1s
x
2 + sy1s

y
2 + sz1s

z
2); (89)

tu sαi (i = 1, 2; α = x, y, z) s¡ skªadowymi wektora o dªugo±ci 1.
Przechodz¡c od klasycznego do kwantowego modelu Heisenberga, zast¦pujemy sαi

przez operatory odpowiednich skªadowych α spinu na w¦¹le i. Np. gdy mamy do czy-
nienia ze spinem 1

2 , to operatorami skªadowych spinu s¡ macierze Pauliego σxi , σ
y
i , σ

z
i .

Wyra»enie (89) trzeba wtedy zast¡pi¢ przez

h12 = J(sx1 ⊗ sx2 + sy1 ⊗ s
y
2 + sz1 ⊗ sz2) (90)

Cz¦sto przy zapisie pomija si¦ znak iloczynu tensorowego.
Tu troch¦ historii modelu Heisenberga
Wersja klasyczna modelu byªa chyba znana przed powstaniem mechaniki kwantowej

� bo dipole oddziaªywuj¡ mi¦dzy sob¡ (przy ustalonej odlegªo±ci, znacznie wi¦kszej od
rozmiaru dipoli) dokªadnie tak, jak zapodaje wzór (89), i trudno przypu±ci¢, aby gazu
dipoli nie badano; wykªadowca nie zmobilizowaª si¦ jednak do odnalezienia dokªadniej-
szych danych. Co do modelu kwantowego, to Ham (90) pojawiª si¦ niedªugo po powstaniu
mechaniki kwantowej. Heisenberg zauwa»yª, »e oddziaªywanie dwu atomów o spinie s
(równym, powiedzmy, 1

2) mo»na opisa¢ Ham'em (90). (Zakªada si¦, »e atomy s¡ poªo»one
niezbyt blisko siebie). Efekt ten zwi¡zany jest z antysymetri¡ funkcji falowej. Heisen-
berg pocz¡tkowo my±laª, »e uzyskaª w ten sposób wyja±nienie zjawiska ferromagnetyzmu;
sprawa nie przedstawia si¦ jednak tak prosto. Bloch (1929) zauwa»yª, »e po pierwsze,
oddziaªywanie (90) w typowych przypadkach jest antyferromagnetyczne; a po drugie, jest
o wiele za sªabe (spontaniczna magnetyzacja znikaªaby w kilkudziesi¦ciu, a nie kilkuset
stopniach Kelvina). Na przekonywuj¡ce wyja±nienie ferromagnetyzmu metalicznego trzeba
byªo czeka¢ ponad póª wieku. Natomiast model Heisenberga szybko znalazª zastosowanie
do opisu uporz¡dkowania antyferromagnetycznego w izolatorach, gdzie to uporz¡dkowanie
do±¢ cz¦sto wyst¦puje.

Czy tu wst¦pnie poda¢ o czym mówi tw. M-W?

8.2 Nierówno±¢ Bogolubowa

]Niech H � przestrze« Hilberta; tu: bierzemy przestrze« stanów ukªadu N spinów S.

Niech A,C,H � operatory na H (tzn. elementy B(H) � przestrzeni ograniczonych
operatorów na H). Zakªadamy »e H jest hermitowski; tu: H jest hamiltonianem ukªadu.

Kilka uwag technicznych dotycz¡cych sprz¦»enia i operatorów sprz¦»onych.
Niech A : H → H, gdzie H jest przestrzeni¡ Hilberta, a A � op. liniowym. Mówimy,

»e operator A† jest sprz¦»ony do A, je±li dla dowolnych x, y ∈ H zachodzi:

(x,Ay) = (A†x, y)

(tu (·, ·) jest iloczynem skalarnym w H).
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Niech aij oznacza element macierzowy operatora A w jakiej± bazie {i}, tzn.

aij = (i, Aj)

Na elementy macierzowe operatora sprz¦»onego A† mamy wtedy

a†ij ≡ (i, A†j) = (A†j, i) = (j, Ai) = aji.

Twierdzenia Mermina-Wagnera dowodzi si¦, odpowiednio u»ywaj¡c nierówno±ci Bogolu-
bowa, która zapodaje, co nast¦puje.

Tw. (Nierówno±¢ Bogolubowa.) Dla dowolnych operatorów A,C,H zachodzi

β

2

〈
AA† + A†A

〉 〈
[[C,H], C†]

〉
­ |〈[C,A]〉|2 . (91)

(tu: A† � sprz¦»enie hermitowskie A).
Pytanie sprawdzaj¡ce czujno±¢ sªuchaczy: Po lewej stronie nierówno±ci Bogolubowa pojawia

si¦ β, a po prawej nie. Czy wi¦c równo±¢ ma szanse zachodzi¢, przynajmniej dla maªych β?
Dowód. Wprowad¹my najsampierw nast¦puj¡c¡ funkcj¦ okre±lon¡ dla pary operato-

rów A,B:

Z(A,B) =
1

Tre−βH
∑
i,j

′ (i, Aj) (i, Bj)
e−βEi − e−βEj
Ej − Ei

(92)

Tutaj: ei, Ei � stany wªasne i odpowiadaj¡ce im energie wªasne H. (Dla skrócenia b¦-
dziemy pisa¢ i ≡ ei prawie wsz¦dzie dalej; wi¦c np. (i, j) ≡ (ei, ej), aij ≡ (ei, Aej)). Zbiór
stanów wªasnych jest ukªadem zupeªnym. Sumowanie

∑
i,j
′ przebiega po wszystkich pa-

rach (i, j), dla których i 6= j (dlatego jest znaczek prim przy sumie). Je±li dla jakiej± pary
i, j zachodzi Ei = Ej, to zamiast uªamka e−βEi−e−βEj

Ej−Ei bierze si¦ granic¦, gdy Ej → Ei,

równ¡ βe−βEi .
?? Co± nt. motywacji de�nicji?? Ale tylko zgrubnie, bo Z(·, ·) b¦dzie jeszcze wyst¦powaªa

w c.d.
Wªasno±ci Z(A,B).

1. Z(A,B) jest póªtoraliniowe wzgl¦dem A i B. (Chyba wida¢ od razu).

2. Z(A,A) ­ 0 dla dowolnego A. (Chyba te» wida¢).

3. Z(A,B) = Z(B,A). (Widoczne tako»).

4. Z(A,B) = Z(A†, B†). To poka»my:

Z(A,B) =
∑
i,j

′aijbij
e−βEi − e−βEj
Ej − Ei

=
∑
i,j

′a†jib
†
ji

e−βEi − e−βEj
Ej − Ei

= Z(A†, B†).

Wªasno±ci 1. � 3. mówi¡, »e s¡ speªnione wszystkie aksjomaty iloczynu skalarnego (na
B(H)). Speªniona jest wi¦c nierówno±¢ Schwarza:

|Z(A,B)|2 ¬ Z(A,A)Z(B,B). (93)

We¹my teraz za A dowolny operator, za± za B � komutator:

B = [C†, H]
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Wtedy mamy:
Z(A, [C†, H]) =

1
Tre−βH

∑
i,j

′ (i, Aj) (i, (C†H −HC†)j)e
−βEi − e−βEj
Ej − Ei

1
Tre−βH

∑
i,j

′ (i, Aj) (i, C†j)(Ej − Ei)
e−βEi − e−βEj
Ej − Ei

=
1

Tre−βH
∑
i,j

′ (i, Aj) (i, C†j)
(
e−βEi − e−βEj

)
(94)

A teraz policzmy:

〈
[C†, A†]

〉
=

1
Tre−βH

∑
i

[
(i, C†A†i)− (i, A†C†i)

]
e−βEi

Tu robimy znan¡ sztuczk¦: Wstawiamy jedynk¦ 1 =
∑
i e
T
i ei (to samo w, bardziej by¢ mo»e popularnej

w±ród mechaników kwantowych, notacji Diraca: 1 =
∑
i |i〉〈i|) i mamy, »e powy»sze wyra»enie jest równe

=
1

Tre−βH
∑
i,j

[
(i, C†j)(j, A†i)− (i, A†j)(j, C†i)

]
e−βEi

=
1

Tre−βH
∑
i,j

′
[
(i, C†j)(j, A†i)− (i, A†j)(j, C†i)

]
e−βEi

=
1

Tre−βH
∑
i,j

′(i, C†j)(j, A†i)e−βEi − 1
Tre−βH

∑
i,j

′(i, A†j)(j, C†i)e−βEi

=
1

Tre−βH
∑
i,j

′(i, C†j)(j, A†i)e−βEi − 1
Tre−βH

∑
i,j

′(j, A†i)(i, C†j)e−βEj

=
1

Tre−βH
∑
i,j

′(i, C†j)(j, A†i)
(
e−βEi − e−βEj

)

=
1

Tre−βH
∑
i,j

′(i, Aj)(i, C†j)
(
e−βEi − e−βEj

)
;

i otrzymujemy to samo co w (94), tak wi¦c

Z(A, [C†, H]) =
〈
[C†, A†]

〉
. (95)

Ponadto:
Z([[C†, H], [C†, H]]) =

〈
[C†, [H,C]]

〉
=
〈
[[C,H], C†]

〉
(96)

Bo: Wprost z wykazanej równo±ci (96), dla A = [C†, H] i z wªasno±ci sprz¦»e« mamy:

Z([[C†, H], [C†, H]]) =
〈
[C†, [C†, H]†]

〉
=
〈
[C†, [H,C]]

〉
=
〈
−[[H,C], C†]

〉
=
〈
[[C,H], C†]

〉
Ma miejsce nast¦puj¡ce ograniczenie z góry na Z(A,A):

Z(A,A) ¬ 1
2
β
〈
AA† + A†A

〉
. (97)
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Bo:

Z(A,A) =
1

Tre−βH
∑
i,j

′(i, Aj) (i, Aj)
e−βEi − e−βEj
Ej − Ei

=
1

Tre−βH
∑
i,j

′(i, Aj) (i, Aj)
e−βEi + e−βEj

Ej − Ei
tanh

[
β

2
(Ej − Ei)

]

¬ 1
Tre−βH

∑
i,j

(i, Aj) (i, Aj)(e−βEi + e−βEj)
β

2

¬ β

2
1

Tre−βH
Tr
[
(AA† + A†A)e−βH

]
=

1
2
β
〈
AA† + A†A

〉
.

Nieco szczegóªów:
• Przy przej±ciu 1→ 2, zamieniamy Exponensy na Hiperboliczne Tangensy, nast¦puj¡co. Nazywaj¡c

βEi ≡ x, βEj ≡ y, mamy:

e−x − e−y = (e−x + e−y)
e−x − e−y

e−x + e−y
= (e−x + e−y)

e
x
2+ y2 (e−x − e−y)

e
x
2+ y2 (e−x + e−y)

= (e−x + e−y)
e
y
2−

x
2 − e x2−

y
2

e
y
2−

x
2 − e x2− y2

= (e−x + e−y)tanh(
y

2
− x

2
)

• • Przy przej±ciu 2→ 3, wykorzystujemy nierówno±¢: tanhx ¬ x (dla x > 0).
• • • Przy przej±ciu 3 → 4, przechodzimy od sumy elementów macierzowych do ±ladu iloczynu

macierzy analogicznie jak póª strony wy»ej, tyle »e w odwrotn¡ stron¦.

I ju» �naª dowodu: Wstawiamy wzory (95), (96) do nierówno±ci Schwarza (93) i wy-
korzystuj¡c (97) oraz jeszcze:

[C,A]† = −[C†, A†]

i
〈[C,A]〉 = 〈[C,A]†〉

otrzymujemy nierówno±¢ Bogolubowa (91).

8.3 Twierdzenie Mermina-Wagnera: Brak LRO w dodatnich tem-
peraturach w ukªadach z symetri¡ ci¡gª¡

Jak wspomniano, tw. M-W dowodzi si¦ wykorzystuj¡c nierówno±¢ Bogolubowa. Teraz!
Zastosujemy j¡ do odpowiednich operatorów. Ale najsampierw powiemy, jakim modelem
si¦ zajmiemy.

We¹my hamiltonian H w postaci:

H = H0 +Hx, (98)

H0 =
1
2

∑
i,j

Jij

[
Szi S

z
j +

1
ε
(Sxi S

x
j + Syi S

y
j )
]
,

(tzn. H0 � hamiltonian anizotropowego modelu Heisenberga, tzw. XXZ); ε > 0;

Hx = hx
∑
i

Sxi .
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Zakªadamy, »e spin S jest taki sam dla wszystkich w¦zªów sieci; jego warto±¢ jest dowolna.
Zakªadamy te» translacyjn¡ niezmienniczo±¢ (tzn. Jij zale»y tylko od ró»nicy i− j).

Zakªadamy: ∑
j

|Jij| (i− j)2 ≡ J2 <∞ (99)

(dla dowolnego i; ze wzgl¦du na translacyjn¡ niezmienniczo±¢ wszystko jedno, jakie i
we¹miemy).

Tw. (Mermin, Wagner '66. W dowolnej niezerowej temperaturze spontaniczna magne-
tyzacja Mx (tak naprawd¦, w dowolnym kierunku w pªaszczy¹nie xy) jest równa zeru.

Dow.
B¦dzie potrzebne przej±cie do transformat Fouriera zmiennych spinowych:

Ŝz(k) =
∑
j

eik·jSzj

(k przebiega pierwsz¡ stref¦ Brillouina), i analogicznie dla skªadowych x i y.
Dowód tw. Mermina-Wagnera opiera si¦ na nier. Bogolubowa, ze stosownie dobranymi

operatorami. Konkretnie,2 we¹my w nierówno±ci Bogolubowa operatory:

C = Ŝz(k), A = Ŝy(−k)

Ich komutator jest:
[C,A] = −i

∑
i

Sxi = −iŜx(0) = Nmx, (100)

gdzie N = |Λ|, za± mx jest magnetyzacj¡ w kierunku x (w przeliczeniu na jeden spin). Bo:
Przypomnijmy uprzednio dla porz¡dku wªasno±ci komutacyjne operatorów spinowych:

[Si, Sj ] = iεijkS
k,

εijk � symbol zupeªnie antysymetryczny. Wykorzystuj¡c te wªasno±ci komutacyjne, mamy:

[C,A] =
∑
i,j

eik·(j−i)[Szj , S
y
i ] = −i

∑
i,j

eik·(j−i)Sxi δi,j = −i
∑
i

Sxi = −iSx(0)

Tak wi¦c powy»szy komutator to magnetyzacja (w kierunku x).
U»ywaj¡c reguª komutacyjnych dla momentu p¦du, liczymy komutator [C,H]:

[C,H] =

Sz(k), 1
2ε

∑
i,j

Jij(Sxi S
x
j︸ ︷︷ ︸

II

+Syi S
y
j︸ ︷︷ ︸

III

) + hx
∑
i

Sxi︸ ︷︷ ︸
I



=
i

ε

∑
lj

Jjle
ik·l(Sxj S

y
l︸ ︷︷ ︸

due

−Syj Sxl︸ ︷︷ ︸
tre

) + ihx
∑
j

eik·jSyj︸ ︷︷ ︸
uno

(101)

Najsampierw policzmy komutator zawieraj¡cy I:∑
l

eik·lSzl , hx
∑
j

Sxj

 = hx
∑
l

∑
j

eik·l[Szl , S
x
j ] = ihx

∑
l

∑
j

eik·lSyl δlj = ihx
∑
j

eik·jSyj = ihx
∑
j

Ŝy(k)

2Á propos sªówka 'konkretnie' � anegdota S. Kisielewskiego: Zamawia go±¢ w restauracji: � Poprosz¦
szampan i owoce. � A konkretnie? � pyta kelner. � Konkretnie: Wódk¦ i ogórek!
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Zanim policzymy komutator zawieraj¡cy II, przypomnijmy sobie równo±¢ komutatorow¡: Dla dowolnych
operatorów A,B,C mamy:

[A,BC] = ABC −BCA = ABC −BAC +BAC −BCA = [A,B]C +B[A,C],

oraz bli¹niacz¡ równo±¢
[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B.

St¡d mamy dla komutatora zawieraj¡cego II:

1
2ε

∑
l

∑
m,j

eik·lJmj[Szl , S
x
mS

x
j ] =

1
2ε

∑
l

∑
m,j

eik·lJmj[Szl , S
x
m]Sxj + Sxm[Szl , S

x
j ]

=
1
2ε
i
∑
l

∑
m,j

eik·lJmj(SymδlmS
x
j + SxmS

y
l δlj) =

1
2ε
i

∑
l,j

eik·lJljS
y
l S

x
j +

∑
m,j

eik·jJmjS
x
mS

y
j


=

i

2ε

∑
l,j

(
Jlje

ik·lSyl S
x
j + Jlje

ik·jSxl S
y
j

)
=

i

2ε

∑
l,j

(
Jlje

ik·lSyl S
x
j + Jjle

ik·lSxj S
y
l

)
=
i

ε

∑
l,j

Jlje
ik·lSxj S

y
l .

Ostatni komutator zawieraj¡cy III liczymy analogicznie, uwzgl¦dniaj¡c tylko, »e [Sz, Sy] = −iSx, i mamy

1
2ε

∑
l

∑
m,j

eik·lJmj[Szl , S
y
mS

y
j ] = −1

ε
i
∑
l,j

Jlje
ik·lSyj S

x
l .

Dodaj¡c wszystkie trzy komutatory, otrzymujemy wzów (101).

B¦dziemy potrzebowa¢ komutatora [[C,H], C†], pojawiaj¡cego si¦ w nier. Bogolubowa.
Mamy:

C† = Ŝz(−k) =
∑
j

e−ik·jSzj

Kalkuluj¡c bezpo±rednio, okazuje si¦, »e:

[[C,H], C†] =

−ε−1
∑
i,j

Jij[1− cosk · (i− j)](Sxi Sxj + Syi S
y
j )− hxSx(0) (102)

Bo: Liczymy komutator zawieraj¡cy uno:

ihx
∑
j

∑
m

eik·je−k·m[Syj , S
z
m] = −hx

∑
j

∑
m

eik·(j−m)Sxj δjm = −hx
∑
j

Sxj = −hxŜx(0).

Teraz: Komutator zawieraj¡cy due:

i

ε

∑
l,j

∑
m

Jjle
ik·le−imk[Sxj S

y
l , S

z
m] =

i

ε

∑
l,j

∑
m

Jjle
ik·(l−m)(Sxj [Syl , S

z
m] + [Sxj , S

z
m]Syl )

= −1
ε

∑
l,j

∑
m

(
Jjle

ik·(l−m)Sxj S
x
l δlm − Jjleik·(l−m)Syj S

y
l δjm

)
= −1

ε

∑
jm

JjmS
x
j S

x
m +

1
ε

∑
ml

Jmle
ik·(l−m)SymS

y
l

= −1
ε

∑
jl

JjlS
x
j S

x
l +

1
ε

∑
jl

Jjle
ik·(l−j)Syj S

y
l .
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Oraz: Komutator zawieraj¡cy tre. Jego struktura jest analogiczna jak due, z nast¦puj¡cymi ró»nicami: -)
znak minus, -) oraz zamiana rolami wska¹ników x i y. Z wªasno±ci komutacyjnych operatorów momentu
p¦du otrzymamy dodatkowy minus; a w wyniku ko«cowym trzeba te» zamieni¢ wska¹niki x na y i vice
versa. St¡d mamy, »e komutator zawieraj¡cy tre jest

− i
ε

∑
l,j

∑
m

Jjle
ik·le−imk[Syj S

x
l , S

z
m] = −1

ε

∑
jl

JjlS
y
j S

y
l +

1
ε

∑
jl

Jjle
ik·(l−j)Sxj S

x
l .

Zbieraj¡c do kupy wyrazy zawieraj¡ce uno, due i tre, oraz korzystaj¡c z wyra»enia cosinusa przez expo-

nensy oraz symetrii cosinusa, otrzymujemy summa summarum wzór (102).

Zajmijmy si¦ teraz antykomutatorem {A,A†}. Mamy:

{A,A†} ≡ AA† + A†A = Sy(−k)Sy(k) + Sy(k)Sy(−k)

czyli mamy

〈{A,A†} ≡ AA† + A†A〉 = 〈Sy(−k)Sy(k) + Sy(k)Sy(−k)〉; (103)

w tej postaci na razie zostawimy, a oszacujemy, gdy b¦dziemy sumowa¢ po k.
Na razie za± oszacujmy komutatory wyst¦puj¡ce w nierówno±ci Bogolubowa.
Wyraz stoj¡cy z prawej strony: Mamy, ze wzgl¦du na (100):

|〈[C,A]〉|2 = N2|mx|2. (104)

Teraz prawa strona � szukamy ogranicze« z góry. Mamy:

〈[[C,H], C†]〉 ¬ N
(
|hx| · |mx|+ 1

ε
|k|2J2S

2
)

(105)

Bo: Pierwszy czªon po prawej stronie jest ewidentny. Co do drugiego, to mamy ªa«cuszek
oszacowa«. Startujemy z:

〈−1
ε

∑
i,j

Jij[1− cosk · (i− j)](Sxi Sxj + Syi S
y
j )〉.

Oznaczmy roboczo:

SXY
k ≡ −1

ε

∑
i,j

Jij[1− cosk · (i− j)](Sxi Sxj + Syi S
y
j ).

Numerujmy stany wªasne Hama (98) liter¡ K (czyli wekt. wªasne niech b¦d¡ eK), a
odpowiedni¡ sum¦ statystyczn¡ przez Z. Mamy:

〈SXY
k 〉 =

1
Z

∑
K−e.b.H

(eK , SXY
k eK)e−βEK

(przypomnijmy, »e sumujemy poK � elementach bazy tworzonej przez wekt. wªasne Hama
(98); t¦ sytuacj¦ oznaczyli±my jako K − e.b.H.)

Teraz szacujemy |〈SXY
k 〉| nast¦puj¡co:

|〈SXY
k 〉| ¬

1
Z

∑
K−e.b.H

(
max

K−e.b.H
|(eK , SXY

k eK)|e−βEK
)

= max
K−e.b.H

|(eK , SXY
k eK)|
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¬ max
all eK : ||eK ||=1

|(eK , SXY
k eK)| ≡ max

all v: ||v||=1
|(v, SXY

k v)| ≡ ||SXY
k ||

Do oszacowania normy ||SXY
k || u»yjemy standardowych nierówno±ci normowych: ||A +

B|| ¬ ||A||+ ||B|| oraz ||A ·B|| ¬ ||A|| · ||B|| i dostajemy:

||SXY
k || ¬

1
ε

∑
ij

|Jij|[1− cosk · (i− j)]||(Sxi Sxj + Syj S
y
i )||

¬ 1
ε

∑
ij

|Jij|
1
2

(k · (i− j))2||(Sxi Sxj + Syj S
y
i )||...

(tu skorzystali±my z nierówno±ci 1− cosx ¬ 1
2x

2)

... ¬ 1
2ε

∑
i

∑
j

|Jij|(i− j)2||(Sxi Sxj + Syj S
y
i )||k2

¬ 1
2ε

∑
i

∑
j

|Jij|(i− j)2 2 S2 k2...

Tu norm¦ ||(Sxi Sxj + Syj S
y
i )|| oszacowali±my nast¦puj¡co:

||(Sxi Sxj + Syj S
y
i )|| ¬ ||(Sxi Sxj ||+ ||S

y
j S

y
i )|| ¬ ||Sx||2 + ||Sy||2 = 2S2

i dalej:

... ¬ 1
ε

∑
i

J2 S
2k2 = N

1
ε
J2S

2k2;

czyli, ostatecznie! otrzymujemy oszacowanie (105).
Wstawiaj¡c wyra»enia: (105), (104), (103) do nierówno±ci Bogolubowa, otrzymamy:

β

2

∑
k

〈Sy(−k)Sy(k) + Sy(k)Sy(−k)〉︸ ︷︷ ︸
β
2 〈AA†+A†A〉

·N
(
|hx| · |mx|+ 1

ε
|k|2J2S

2
)

︸ ︷︷ ︸
〈[[C,H],C†]〉

­ N2(mx)2︸ ︷︷ ︸
|〈[C,A]〉|2

Przeksztaªcaj¡c nieco, a nast¦pnie sumuj¡c po k otrzymujemy:

β

2

∑
k

〈Sy(−k)Sy(k) + Sy(k)Sy(−k)〉

­ N(mx)2
∑
k

1
|hx||Mx|+ η|k|2J2S2

. (106)

Oszacujmy ±redni¡ z lewej strony:〈∑
k

Sy(−k)Sy(k) + Sy(k)Sy(−k)
〉

= 2N
∑
j

(Syj )
2

¬ 2N2S(S + 1).

W granicy N →∞ mo»na zast¡pi¢ sum¦ przez caªk¦:

∑
k

F (k)→ N

(2π)d

∫
dkF (k).
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Mamy wi¦c!!

βS(S + 1) ­ (mx)2

(2π)d

∫
dk

1
|hx||mx|+ 1

ε
|k|2J2S2

(107)

czyli otrzymali±my (w ogólnym przypadku) przest¦pn¡ (zwane te» TRANSCENDENT-
N�3) nierówno±¢ na mx.

Caªkuj¡c, otrzymujemy dla wymiarów 1 i 2 oszacowania na |mx|:

8.3.1 d = 1

• Dla |hx| dostatecznie maªych, mamy oszacowanie na mx jako funkcj¦ hx oraz T :

|mx| ¬ C1
|hx|1/3

T 2/3
. (108)

Bo: Obliczmy caªk¦ we wzorze (107) dla d = 1. Mamy:

βS(S + 1)(2π) ­ (mx)22
∫ π

0

dk
|hx||mx|+ 1

ε
k2J2S2

= ...

Wykªadowca daruje tu sobie4 liczenie caªki, licz¡c na to, »e Czytelnik zechce sprawdzi¢
rachunki

... = (mx)2 1√
|hx||mx|

1√
1
ε
J2S2

arctg

√
1
ε
J2S2√
|hx||mx|

­(mx)2 1√
|hx||mx|

1√
1
ε
J2S2

;

ostatnia nierówno±¢ jest prawdziwa dla dostatecznie maªych |hx|, co wynika z oszacowania,
»e arctgx ­ 1 dla dostatecznie du»ego x.

Za± interesujemy si¦ asymptotyk¡ zachowania mx(hx) dla hx bliskich zeru, wi¦c po-
wy»szy zakres |hx| jest ok.

Mamy wi¦c:
1

kBT
S(S + 1)π2

√
1
ε
J2S2 ­ |m

x|3/2

|hx|1/2

Oznaczaj¡c:

C
3/2
1 =

1
kB
S(S + 1)π2

√
1
ε
J2S2,

otrzymujemy (108).

8.3.2 d = 2

• • Dla |hx| dostatecznie maªych, mamy oszacowanie na mx jako funkcj¦ hx oraz T :

d = 2 : |mx| < C2
1

T 1/2| ln |hx||1/2
. (109)

3Por. uwag¦ sprzed kilkunastu stron na temat okoliczno±ci wyst¦powania bliskiego fonetycznie sªówka
TRANSCENDENTALNE

4Podobnie jak Al � bohater negatywny w Toy Story 2 � darowaª sobie prysznic przed wyjazdem do
Tokio
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Bo: Jak i w poprzednim przypadku (jednowymiarowym), caªk¦ po p¦dach mo»na ªatwo
wyliczy¢ (b¡d¹, bardziej precyzyjnie, przeprowadzi¢ operacje b¦d¡ce skrzy»owaniem jaw-
nego caªkowania z oszacowaniami). Zapiszmy:

βS(S + 1)(2π)2 ­ (mx)2
∫

[0,π]2

d2k
|hx||mx|+ 1

ε
k2J2S2

­ (mx)2
∫
|k|2¬π

d2k
|hx||mx|+ 1

ε
k2J2S2

= (mx)22π
π∫
0

rdr
|hx||mx|+ 1

ε
r2J2S2

= . . .

znów, jak i uprzednio, darujemy sobie liczenie caªki

... =
1

2B
(mx)2 ln

(
π2B

|hx||mx|

)

gdzie B = 1
ε
k2J2S

2. Przepiszmy otrzyman¡ nierówno±¢ w postaci

C2

T
­ (mx)2 ln

(
π2B

|hx||mx|

)
(110)

gdzie C2 = ..... Rozpatrzmy teraz dwie mo»liwo±ci asymptotycznego (w pobli»u 0) zacho-
wania mx:

1. lim
hx→0

mx = m0 > 0, (tak naprawd¦ zakªadamy mniej, tzn. »e granicy nie ma lub je±li

jest, to niezerowa),

2. lim
hx→0

mx = m0 = 0.

Pierwsza z tych mo»liwo±ci jest jednak sprzeczna z nierówno±ci¡ (110). Zapiszmy bowiem:

C2

T
­ (mx)2(ln(π2B) + | ln |mx||+ | ln |hx||)

= ((co± ograniczonego) + | ln |hx||),

co jest nieograniczone, gdy hx → 0. Zatem zachodzi mo»liwo±¢ pierwsza, z której mamy

C2

T
­ (mx)2(ln(π2B) + | ln |mx||+ | ln |hx||) ­ (mx)2| ln |hx||,

czyli oszacowanie (109).

8.3.3 Moraª dla d = 1 i 2:

Wida¢, »e gdy T 6= 0, ε 6= 0 (tzn. mamy anizotropowy model Heisenberga , to nie ma
spontanicznego namagnesowania w kierunku x, poniewa» dla hx → 0 mamy Mx → 0.
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8.3.4 Pytanie sprawdzaj¡ce czujno±¢ sªuchaczy: Dlaczego w d = 3 dowód M-
W 'nie idzie'?

... i i±¢ nie mo»e, bo w d = 3 jest LRO dla modeli Heisenberga (co wiadomo sk¡din¡d).
Odp. Odpowiedzialne za to s¡ wªasno±ci caªki stoj¡cej po prawej stronie nierówno±ci

(107). Sprowadza si¦ to do obserwacji, »e caªka:

Id0 =
∫ dk
k2

(111)

jest rozbie»na w d = 1 i d = 2, natomiast zbie»na w d = 3 (i wy»szych wymiarach).
??? Argument dla hx = 0 ???

8.4 Uwagi, uogólnienia.

1. Hohenberg: Brak kondensacji Bosego-Einsteina (w ukªadzie oddziaªywuj¡cych bo-
zonów) w d = 1 i d = 2, metod¡ bardzo podobn¡ do wykorzystywanej w tw. M-W.

2. Powy»ej byªa badana obecno±¢ uporz¡dkowania ferromagnetycznego. Niewielka mo-
dy�kacja dowodu daje podobny wynik dla uporz¡dkowania antyferromagnetycznego
i innych uporz¡dkowa« periodycznych.

3. Sytuacja podobna jak w modelach Heisenberga (brak LRO w niezerowych tempera-
turach) ma miejsce w modelu Hubbarda. Znane jest to od pocz¡tku lat 70 ub. wieku
(Majumdar, Ghosh?). Prosty, chytry dowód podali Koma i Tasaki ('93).

4. Ukªady klasyczne: Te» nie porz¡dkuj¡ si¦ w T > 0 w d = 1 i 2. (Malyshev). S¡
te» dalej id¡ce uogólnienia, np. na przypadek ogólniejszych grup symetrii i braku
szerszej klasy parametrów porz¡dku (Wreszinski; Neves-Peres; ...)

5. Twierdzenie Mermina-Wagnera dotyczy temperatur dodatnich. Nie mówi nic o sta-
nie podstawowym. Ten mo»e by¢ uporz¡dkowany; tak jest np. dla modelu XY
oraz anizotropowych modeli Heisenberga. Dowód: technika odbiciowej dodatnio±ci
(re�ection positivity).

Otwarty problem: Istnienie uporz¡dkowania antyferromagnetycznego w stanie
podstawowym izotropowego modelu Heisenberga.

6. d = 3: Tu w dostatecznie niskich temperaturach ukªad posiada uporz¡dkowanie, je±li
spin jest wi¦kszy od 1/2.

Otwarty problem: Istnienie uporz¡dkowania antyferromagnetycznego dla spinu
1/2 w izotropowym modelu Heisenberga w temperaturze dodatniej.

7. d = 2: Twierdzenie Mermina-Wagnera wyklucza uporz¡dkowanie dalekiego zasi¦-
gu, ale nie wyklucza innych typów przej±¢ fazowych. Nale»y do nich tzw. przej-
±cie Kosterlitza-Thoulessa, znalezione przez nich w modelu XY (a tak»e równowa»-
nych, b¡d¹ podobnych, modelach: dwuwymiarowa plazma, dwuwymiarowy model
sin-Gordona, ... , .

8. Istotne jest zaªo»enie o tym, »e staªe sprz¦»enia malej¡ dostatecznie szybko z odle-
gªo±ci¡ (warunek (99); znaczy on np. »e w d = 2, J(r) ∼ r−(2+α), α > 0). Okazuje si¦,
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»e gdy staªe sprz¦»enia malej¡ wolniej, to ukªad wykazuje przej±cie fazowe (Kunz,
P�ster '76 � wersja klasyczna; FILS '78 � wersja kwantowa).

Otwarty problem: Czy istnieje LRO w dodatnich temperaturach w ukªadach z
oddziaªywaniem RKKY (J(r) ∼ r−3 cos(ηr))? (w d = 3; w d = 2, zale»no±¢ J(r)
wygl¡da inaczej; UZUP. � TU POWINIEN BY� STOSOWNY WZÓR) Pytanie po-
jawia si¦ w kontek±cie mo»liwego zastosowania do póªprzewodników magnetycznych.

9. ? Otwarty problem? Uwaga ±wie»a5: CZY TW. M-W ZACHODZI TE� W WY-
MIARZE 3? � Uwaga (pytanie) jest w (pozornej?) sprzeczno±ci z faktem, »e tw.
Mermina-Wagnera zachodzi dla wymiarów 1 i 2, a dla 3 ju» nie. Natomiast, gdy nie
jest speªnione które± z zaªo»e«, to tw. M-W mo»e nie zachodzi¢ ( np. jedna z uwag
wy»ej, »e je±li oddz. s¡ dalekozasi¦gowe, to LRO mo»e te» pojawi¢ si¦ w d = 2.)

KONKRETNIE: Jednym z zaªo»e« w tw. M-W jest asymptotyka niskop¦dowa trans-
formaty Fouriera (proporcjonalna do k2). W niektórych ukªadach (tzw. sfrustrowa-
nych) ta asymptotyka mo»e by¢ bardziej 'pªaska', np. postaci k4. Wtedy caªka (111)
byªaby rozbie»na w d = 3. Temat wydaje si¦ wart zbadania. (po krokach wst¦p-
nych, tzn. najsampierw: prze±ledzeniu literatury, a potem ponownym prze±ledzeniu
dowodu).

ODP. Okazuje si¦, »e bezpo±redni analog argumentacji nie idzie dla d = 3 i staªych
sprz¦»enia daj¡cych niestandardow¡ asymptotyk¦. (Zauwa»yª to Marcin Napiórkow-
ski). Istniej¡ argumenty za tym, »e dla asymptotyki niestandardowej (tzn. postaci
E()� ∼ k4) nie ma uporz¡dkowania FM w dowolnie niskiej temperaturze (p. np. Si-
mon, str. ok. 300), ale � na ile wykªadowca wie � jest to (w dalszym ci¡gu) otwarty
problem.

5Wykªadowca w tym momencie (16.04.11) nie wie, czy nie oka»e si¦ to uwag¡ drugiej ±wie»o±ci, podob-
nie jak jesiotr w 'Mistrzu i Maªgorzacie'. Tu 'druga ±wie»o±¢' miaªaby miejsce, gdyby kto± kiedy± gdzie±
takie. jak wy»ej, ukªady ju» rozwa»aª.
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9 HuM & KK

Tu b¦dzie krótkie (?; konkretnie: ok. póªgodzinne) wprowadzenie motywacyjne do modelu
Hubbarda, przytoczone za artykuªem wykªadowcy w 'Pos¦pach Fizyki'.

9.1 Wst¦p: Co to jest model Hubbarda?

Na to pytanie mo»na najkrócej odpowiedzie¢: Jest to jeden z najprostszych sieciowych mo-
deli silnie skorelowanych elektronów. Potrzeba jego wykorzystania pojawia si¦ tam, gdzie
zawodzi opis przy u»yciu przybli»enia elektronów niezale»nych. Przybli»enie to uwzgl¦d-
nia oddziaªywanie elektronów w sposób samouzgodniony (analogicznie jak przybli»enie
Hartree-Focka w �zyce atomowej lub cz¡steczkowej). Do opisu wielu zjawisk taki mo-
del wystarcza. Istniej¡ jednak problemy, w których elektronów nie mo»na traktowa¢ jako
cz¡stek niezale»nych � nale»y do nich np. ferromagnetyzm metali, spora cz¦±¢ ukªadów
wykazuj¡cych przej±cie metal-izolator. Ukªady, do opisu których nie wystarcza model cz¡-
stek niezale»nych s¡ to tzw. ukªady silnie skorelowanych elektronów.

Hamiltonian modelu Hubbarda zawiera jedynie dwa wyrazy:

HΛ = TΛ + VΛ, (112)

TΛ = −t
∑
〈i,j〉;σ

c†i;σcj;σ + c†j;σci;σ (113)

VΛ = U
∑
i∈Λ

ni;+ni;−, (114)

gdzie: Λ ⊂ Zd, i, j ∈ Λ, c†i;σ, ci;σ � operatory kreacji i anihilacji dla fermionów o spinie σ
na w¦¹le i, za± ni;σ = c†i;σci;σ jest operatorem liczby cz¡stek.

Reguªy komutacji/antykomutacji dla bozonów/fermionów
Model Hubbarda mo»na uwa»a¢ za �elementarny� � trudno wyobrazi¢ sobie model bar-

dziej uproszczony, a jednocze±nie zawieraj¡cy najwa»niejsze skªadniki obrazu �zycznego.
Sytuacj¦ t¦ dobrze charakteryzuje powiedzenie A. Einsteina: Wszystko powinno by¢ tak
proste, jak to tylko mo»liwe � ale nie prostsze�. Jak wspomnieli±my, model Hubbarda jest
jednym z najprostszych modeli opisuj¡cych ukªad oddziaªywuj¡cych elektronów w¦drow-
nych (itinerant) w krysztale (modelowanym przez potencjaª periodyczny). Interpretacja
czªonów powy»ej jest nast¦puj¡ca: TΛ to operator energii kinetycznej, opisuj¡cy ruch cz¡-
stek swobodnych po sieci krystalicznej, za± VΛ jest operatorem energii oddziaªywania tych
cz¡stek, maj¡cym chyba najprostsz¡ mo»liw¡ posta¢: cz¡stki si¦ odpychaj¡, gdy znajdu-
j¡ si¦ na jednym w¦¹le, oraz nie oddziaªywuj¡, gdy s¡ na ró»nych w¦zªach. Tak¡ posta¢
oddziaªywania mo»na uwa»a¢ za skrajnie uproszczony opis ekranowanego oddziaªywania
kulombowskiego.

Tak otrzymany hamiltonian jest drastycznie zredukowany w porównaniu z rzeczywi-
sto±ci¡ i w zwi¡zku z tym na ogóª nie oczekuje si¦, »e model Hubbarda b¦dzie dawaª
ilo±ciowy opis faktów eksperymentalnych: przy wyprowadzaniu z równania Schrödingera
czyni si¦ zbyt wiele upraszczaj¡cych zaªo»e«. Uzasadnione s¡ jednak nadzieje, »e badanie
modelu Hubbarda przyniesie chocia» jako±ciowe zrozumienie wielu zjawisk z zakresu �zyki
silnie skorelowanych elektronów.
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9.2 Od równania Schrödingera do modelu Hubbarda

Opiszemy tu najwa»niejsze kroki przy wyprowadzaniu hamiltonianu modelu Hubbarda z
równania Schr�odingera.

Model Hubbarda nie jest modelem fundamentalnym � przynajmniej w tym sensie, w
jakim mo»na uwa»a¢ za fundamentalne np. równanie Schrödingera albo Diraca: Równania
te odgaduje si¦ albo postuluje, natomiast model Hubbarda si¦ wyprowadza. Wyprowadze-
nie modelu Hubbarda z równania Schrödingera nast¦puje przez szereg zaªo»e«, etapów
po±rednich i przybli»e«, z których najwa»niejsze to: zaªo»enie o istnieniu periodycznej
struktury krystalicznej; przybli»enie ciasnego wi¡zania; pomini¦cie caªego szeregu caªek w
przybli»eniu ciasnego wi¡zania. (T¦ drog¦ post¦powania naszkicujemy w nast¦pnej cz¦±ci).

Ogólna posta¢ hamiltonianu elektronowego Ĥ dla elektronów w krysztale jest w for-
malizmie drugiej kwantyzacji nast¦puj¡ca:

Ĥ =
∑
ij;σ

tijc
†
i,σcj,σ +

∑
ijkl;σ,σ′

〈ij|1
r
|kl〉c†i,σc

†
j,σ′cl,σ′ck,σ (115)

gdzie c†i,σ (ci,σ) jest operatorem kreacji (anihilacji) elektronu o spinie σ na orbitalu Wan-
niera zlokalizowanym na w¦¹le i; Tij jest caªk¡ nakªadania pomi¦dzy orbitalami i mo»na
j¡ interpretowa¢ jako macierz staªych przeskoku (�hoppingu�) elektronu pomi¦dzy w¦zªa-
mi i oraz j, za± 〈ij|1

r
|kl〉 jest elementem macierzowym oddziaªywania kulombowskiego w

bazie funkcji Wanniera na w¦zªach: i, j, k, l. Dla ukªadów o w¡skim pa±mie (narrow-band
systems) najistotniejsze elementy macierzowe to:

U ≡ 〈ii|1
r
|ii〉, (116)

V ≡ 〈ij|1
r
|ij〉, i, j s¡ najbli»szymi s¡siadami (117)

X ≡ 〈ii|1
r
|ij〉, i, j s¡ najbli»szymi s¡siadami (118)

Wielko±ci te s¡ zwykle nazywane nast¦puj¡co: U � oddziaªywanie kulombowskie na
w¦¹le (on-site interaction); V � oddziaªywanie kulombowskie pomi¦dzy najbli»szymi s¡-
siadami (nearest-neighbour density interaction); X � skorelowany hopping (correlated hop-
ping lub bond-charge interaction).

Model zostaª wprowadzony przez J. Hubbarda w r. 1963 [?] (niezale»nie uczynili to
Gutzwiller [?] i Kanamori [?]). Pierwotn¡ motywacj¡ wprowadzenia tego» modelu byª
opis ferromagnetyzmu metalicznego (�itinerant�). Te wczesne próby nie zako«czyªy si¦
powodzeniem � ówcze±nie dost¦pne metody analizy hamiltonianów takich jak (112) byªy
maªo skuteczne.

Pó¹niej dostrze»ono, »e model Hubbarda jest naturalnym '±rodowiskiem' do badania
innych zjawisk, takich jak:

• inne uporz¡dkowania magnetyczne (antyferromagnetyzm, ferrimagnetyzm, metama-
gnetyzm ...)

• przej±cia metal-izolator (Metal-Insulator Transition)

• nadprzewodnictwo wysokotemperaturowe
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• kondensacja Bosego-Einsteina zimnych atomów na 'sieci optycznej' (tu cz¡stki �
atomy w puªapce magnetycznej � nie s¡ fermionami a bozonami).

Wierzy si¦, »e w ramach modelu Hubbarda mo»na wyja±ni¢ te zjawiska, »e model Hubbar-
da jest najprostszym modelem, w ramach którego mo»emy stoj¡c¡ za nimi �zyk¦ zrozu-
mie¢ bez �wkªadania r¦kami� tych efektów w hamiltonian. (W wielu przypadkach nadzieje
te ju» si¦ potwierdziªy). Rola modelu Hubbarda jest wi¦c dla teorii silnie skorelowanych
elektronów równie fundamentalna, jak modelu Isinga dla teorii przej±¢ fazowych: Oba
modele stanowi¡ �archetypy�, �paradygmaty� dla odpowiednich dziedzin.

Ta prostota modelu jest jednak zªudna: dotyczy ona jedynie sformuªowania, nie za±
wªasno±ci. Model Hubbarda jest bardzo trudny do badania (�notoriously di�cult�, jak to
uj¡ª E. Lieb.

Aby zorientowa¢ si¦ w pochodzeniu trudno±ci w badaniu modelu, spójrzmy na je-
go hamiltonian (113), (114). Dwa jego czªony zachowuj¡ si¦ przeciwstawnie. Dokªadniej,
funkcjami wªasnymi czªonu kinetycznego (113) s¡ fale pªaskie zdelokalizowane w caªym do-
st¦pnym obszarze. Natomiast funkcjami wªasnymi czªonu potencjalnego (114) s¡ cz¡stki
zlokalizowane. To wªa±nie wspóªzawodnictwo pomi¦dzy tymi dwoma przeciwnymi ten-
dencjami (lokalizacja/delokalizacja) jest odpowiedzialne za bardzo ró»norodne i cz¦sto
przeciwstawne zachowania w ró»nych obszarach przestrzeni parametrów.

? Przykªad antyferromagnetyka i paramagnetyka, oraz ferromagnetyka?

9.3 Niektóre obserwable w modelu Hubbarda

Consider the Hubbard model, de�ned on the �nite set of sites Λ ⊂ Zd by the Hamiltonian

H = −
∑
ij;σ

tij(c
†
i,σcj,σ + h.c.) + U

∑
i

ni,+ni,− −
∑
i,σ

µi,σni,σ (119)

where: i, j ∈ Λ are site indices; c†i,σ(ci,σ) are the spin one-half fermion creation (annihila-
tion) on the i-th site; ni,σ = c†i,σci,σ are particle number operators and µi,σ are chemical
potentials for particles with spin σ.

We are working in the grand canonical ensemble, i.e. Ξ � grand canonical partition
function:

Ξ = Tr e−βH ,

and the average of the observable A is

〈A〉 =
1
Ξ

Tr (Ae−βH)

The trace is taken over the whole Fock space of electrons on the lattice Λ.
We will have to do with the following observables in the Hubbard model:
• Spin operators:

Sαi =
∑
η,η′

σαη,η′c
†
i,ηci,η′

Here: i � site index; α � index of spin component (i.e. α = x, y, z); σαη,η′ is α-th Pauli
matrix. For instance:

Szi = (ni,+ − ni,−)/2.

These operators ful�ll ordinary commutation rules for one-half spin operators. Sometimes
it is more convenient to introduce certain linear combinations of Sxi and S

y
i operators:

S+
i = c†i,+ci,−; S−i = c†i,−ci,+. (120)
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• The density (charge) operator:

ni = ni,+ + ni,−

• The on-site pairing operator:

pi = c†i,+c
†
i,−; p†i = ci,−ci,+

The spin susceptibility of the wave vector q:

χq = β(Szq, S
z
−q) (121)

where:
Szq = Λ−

1
2
∑
i∈Λ

Szi e
−ii·q,

and (A,B) denotes the two-point Duhamel function (DTP):

(A,B) =
1
Ξ

∫ 1

0
dxTr

[
e−βxHAe−(1−x)βHB

]
where A,B are arbitrary operators.

9.4 Jakie pytania stawiamy i co przypuszczamy

Parametry: t/U , β, ρ+, ρ− (ew. µ+, µ−)

1. Istnienie AF dla half-�lling, dla sieci dwudzielnych, w T > 0 dla d ­ 3 N

2. Przej±cie metal-izolator przy zmianie �lling'u i t/U N

3. Ferromagnetyzm (w modelach wielopasmowych i/lub na sieciach sfrustrowanych)
Istniej¡ ±cisªe wyniki dotycz¡ce ferromagnetyzmu w modelach o bardzo 'pªaskiej' dys-
persji (tzn. E(k)).

4. Obecno±¢ fazy nadprzewodz¡cej

9.5 Tw. Kubo - Kishi 1 i 2 i co z nich wynika

Kubo and Kishi have proved the following theorems.
Theorem KK 1. [?] Assume that U < 0 and µi,+ = µi,− = µi (i.e. the magnetic �eld

is equal to zero). Then the spin susceptibility is bounded from above by:

χq ¬
1

4|U |
(122)

Remarks.

1. In the theory of phase transitions, an appearance of ordering is accompanied by the
divergence of the corresponding susceptibility. So one can expect that the bounded-
ness of the susceptibility (122) implies absence of the phase transition leading to
magnetic ordering. It is the case � a sketch of proof of this fact is given at the end
of this section.
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2. This result is consistent with the physical intuition: The case U < 0 corresponds
to the attraction between electrons with opposite spins. They are expected to form
the gas of spinless bosons (at least at low temperatures) , for which the magnetic
ordering is hardly expected.

Kubo and Kishi have proved also theorem for the repulsive HuM on the bipartite
lattices. In this theorem, the upper bounds for charge and 'pairing' susceptibilities are
obtained.

Theorem KK 2. [?] Assume that U > 0 and

µ+ + µ− = U. (123)

Moreover, assume that the lattice is bipartite and tij 6= 0 only for pairs of i and j belonging
to di�erent sublattices A,B (i.e. for i ∈ A, j ∈ B). Then the charge and the on-site pairing
susceptibilities satisfy the following inequalities:

β(δnq, δn−q) ¬
1
U

(124)

and
β(pq, p

†
−q) ¬

1
U

(125)

where δnq = nq−〈nq〉 and nq (resp. pq) is the Fourier transform of ni (resp. pi) with the
wave vector q.

9.6 Aspekty techniczne I: DTF

Let us consider the quantum system in �nite volume; let H be the (�nite-dimensional)
Hilbert space of states of this system. The partition function Ξ for this system is Ξ =
Tr(e−βH). Let A,B � operators on H. The Duhamel two-point function (DTF) is de�ned
as [?]

(A,B) =
1
Ξ

1∫
0

Tr(e−xβHAe−(1−x)βHBdx (126)

The Duhamel two-point function is closely related to susceptibilities in the system. It
turns out that the expression

1
2
µ2(A,A)Ξ

is the second order term in the perturbation expansion of the expression

Ξ̃ = Tre−βH+µA

(i.e. the partition function of the system with the Hamiltonian H perturbed by the term
−µA/β).

More generally, we have

(A,B) =
1
Ξ

∂2

∂µ∂λ
Tr [exp(−βH + µA+ λB)] (127)

The DTF possess the following properties (all of them are proved by simple calculation):
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1. It is easy to check that (A,B) is symmetric in their arguments:

(A,B) = (B,A) (128)

2. If Ar, Ai are self-adjoint operators and A = Ar + iAi, then

(A†, A) = (Ar, Ar) + (Ai, Ai). (129)

3. For H � self-adjoint operator on �nite-dimensional space, let {φi} be its complete
set of eigenvectors: Hφi = εiφi. Denoting:

aij = (φi|Aφj), bij = (φi|Bφj)

(with (·|·) being the scalar product in H), we have following expressions for DTF:

(A,B) =
1
Ξ

1∫
0

∑
i,j

aijbjie
−(1−x)βεjdx (130)

=
1
βΞ

∑
i,j

aijbji
e−βεi − e−βεj

εj − εi
(131)

4. One sees also that
(A†, A) ­ 0 (132)

which imply the Schwarz inequality (using the symmetry property: (A†, A) = (A,A†))
on the set of operators on H:

|(A,B)| ¬
√

(A†, A)
√

(B†, B). (133)

Wszystko ªadnie! Ale trzeba by w ko«cu pokaza¢ który± z wzorów.
Przej±cia pomi¦dzy wzorami (126), (130) i (131) s¡ proste. Poka»emy wzór (131) przez

bezpo±rednie skalkulowanie6.
Na pocz¡tek, aby zobaczy¢ zasad¦ rachunku, rozpatrzmy przypadek A = B:

Ξ̃ = Tr(e−βH+λA)

= Tr
[
I + (−βH + λA) +

1
2!

(−βH + λA)2 +
1
3!

(−βH + λA)3 + · · ·+ 1
k!

(−βH + λA)k + . . .
]

Rozwi«my wszystko i pozbierajmy czªony przy poszczególnych pot¦gach λ; aby za du»o
nie przepisywa¢, oznaczmy: h ≡ −βH.
◦) Jest chyba jasne, »e przy zerowej pot¦dze otrzymamy

Coe�(λ0) = exp(−βH) ≡ Ξ.

6Jest to przydªugie i nudnawe; ale inne sposoby to byªaby zbyt dªuga dygresja. Ale gdyby kto± chciaª
si¦ z nimi zapozna¢ to ZACH�CAM!!! Tematy zwi¡zane bezpo±rednio to: Wzór Bakera-Campbella-
Hausdor�a; wzór Zassenhausa. Bezpo±rednie zastosowania w �zyce to: Wzory na kolejne poprawki w
rachunku zaburze«; podatno±ci (statyczne i dynamiczne) � tzn. drugie pochodne po parametrach) oraz
wy»sze pochodne.
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• ) Przy pierwszej pot¦dze λ, mamy:

Coe�(λ1) = A+
1
2!

(Ah+ hA) +
1
3!

(Ahh+ hAh+ hhA) + . . . ;

pami¦taj¡c, »e pod ±ladem mo»na cyklicznie przestawia¢, otrzymamy, »e ±lad powy»szego
wyra»enia to

Tr
[
A+

1
2!

2(Ah) +
1
3!

3(Ahh) + · · ·+ 1
k!
k(Ahk−1) + . . .

]

= Tr
[
A(I + h+

1
2!
h2 + · · ·+ 1

(k − 1)!
(hk−1) + . . . ,

]
czyli

Coe�(λ1) = Tr[Ae−βH ] = Ξ〈A〉.
• • ) Przy λ2, mamy:

Coe�(λ2) =

=
1
2
A2 +

1
3!

(AAh+ AhA+ hAA)

+
1
4!

(AAhh+ AhAh+ AhhA+ hAAh+ hAhA+ hhAA) + . . .

+
1
k!
wszystkie 'permutacje' (k − 2) egzemplarzy h oraz 2 egz. A+ . . .

Uporz¡dkujmy nieco wyraz k−tego rz¦du. Wykorzystajmy tu znów mo»liwo±¢ cyklicznego
przestawiania pod ±ladem. Mamy wtedy:

Tr
[ 1
k!
wszystkie 'permutacje' (k − 2) egzemplarzy h oraz 2 egz. A

]

=
1
k!

1
2

Tr
[
(A2hk−2 + cykl.) + (AhAhk−3 + cykl.) + · · ·+ (AhlAhk−l−2 + cykl.) + . . .

]
=

1
k!

1
2

(k)Tr
[
A2hk−2 + AhAhk−3 + · · ·+ AhlAhk−l−2 + . . .

]
Ka»dy taki ±lad obliczmy, wstawiaj¡c dwie jedynki:

Tr[AhlAhk−l−2] =
∑
i,j

(ei, Ahlej)(ej, Ahk−l−2ei) =
∑
i,j

(ei, Aej)El
j(ej, Aei)E

k−l−2
i

=
∑
i,j

aijajiE
l
jE

k−l−2
i

(gdzie Ei = −βεi). Mamy zatem:

Coe�(λ2) =
1
2

∑
i,j

aijaji[1 + Ei +
1
3!

(E2
i + EiEj + E2

j ) + . . . ]

1
2

∑
i,j

aijaji[1 +
1
2

(Ei + Ej) +
1
3!

(E2
i + EiEj + E2

j ) + . . . ]

Przyjrzyjmy si¦ teraz wzorowi (130). Rozwi«my exponensy w liczniku; mamy:

eEj − eEi
Ej − Ei

= 1 +
1
2
E2
j − E2

i

Ej − Ei
+

1
3!
E3
j − E3

i

Ej − Ei
+ . . .

= 1 +
1
2

(Ei + Ej) +
1
3!

(E2
i + EiEj + E2

j ) + . . . ;

wida¢ wi¦c, »e dostali±my to samo. Tak wi¦c pokazali±my wzór (130).
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9.7 Aspekty techniczne II: lemat DLS

Theorem. Let H1 be the �nite dimensional Hilbert space and H = H1⊗H1. Let A,B, . . .
be operators de�ned on H1. Denote:

A+ = A⊗ Id, B+ = B ⊗ Id, . . . (134)

and
A− = Id⊗ A, B− = Id⊗B, . . . (135)

Then for arbitrary self-adjoint operators in the real matrix representations A,B,C1, . . . , Cl
and arbitrary collection of real numbers h1, . . . , hl we have(

Tr
{

exp
[
A+ +B− −

l∑
i=1

(C+
i − C−i − hi)2

]})2

¬
(

Tr
{

exp
[
A+ + A− −

l∑
i=1

(C+
i − C−i )2

]})

·
(

Tr
{

exp
[
B+ +B− −

l∑
i=1

(C+
i − C−i )2

]})
(136)

Remarks.

1. Our notation is slightly di�erent from the notation in [?]: Our A+, B+, ... is their
A,B, ... (Warning: the symbol: A has a double meaning in[?]: it denotes there both
A as an operator acting in H1 as well as operator A ⊗ Id. To make the notation
more transparent, we denote their A = A ⊗ Id as A+ etc., and our A−, B−, ... are
their Ã, B̃, . . . ).

2. The minus sign at square terms containing C operators is crucial. Moreover, it is
a trivial observation that one can replace any of square terms −(C+

i − C−i )2 by
−γi(C+

i − C−i )2, where γi is a positive constant.

Dow. Niech α b¦dzie pierwiastkiem lewej strony (tzn. najbardziej zewn¦trznym nawia-
sem), czyli KONKRETNIE:

α = Tr
{

exp
[
A+ +B− −

l∑
i=1

(C+
i − C−i − hi)2

]}

Mamy, z wzoru Liego-Trottera:
α = lim

n→∞
αn,

gdzie

αn = Tr

{exp
(
A+

n

)
· exp

(
B−

n

)
l∏

i=1

exp
(

(C+
i − C−i − hi)2

n

)}n
Dygresja: Wzór Liego-Trottera: Je±li A,B � macierze kwadratowe, to

eA+B = lim
n→∞

(
e
A
n e

B
n

)n
.

Wiele uogólnie« na operatory.
Dowód, np. u Reeda i Simona I.
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Koniec dygresji.
Ma miejsce nast¦puj¡ca równo±¢ operatorowa (tu: macierzowa):

exp(−A2) =
1

4π

∫
dk exp(ikA− k2/4).

Dow. � mo»na rozwin¡¢ obie strony w szereg w A i porówna¢, po wycaªkowaniu prawej
strony.

Wykorzystamy j¡ n× l razy, aby zlinearyzowa¢ wszystkie czªony kwadratowe (zawie-
raj¡ce operatory Ci). W ten sposób mamy:

αn =
1

(4π)nl/2

∫
dnlk

×Tr

 n∏
m=1

exp
(
A+

n

)
· exp

(
B−

n

)
l∏

j=1

exp
(
km,j(C+

j − C−j )
√
n

)


× exp(−k2/4) exp

−i n∑
m=1

1√
n

l∑
j=1

km,jhj

 (137)

Wtedy, ka»dy z (±ladów) iloczynów poni»ej mo»na przeksztaªca¢ nast¦puj¡co:

Tr
[
exp

(
A+

n

)
exp

(
B−

n

)
exp

(
ikm,1(C+

1 − C−1 )√
n

)
exp

(
ikm,2(C+

2 − C−2 )√
n

)
. . .

]
=

Tr

exp
(
A+

n

)
exp

(
ikm,1C

+
1√

n

)
exp

(
ikm,2C

+
2√

n

)
· · · · exp

(
B−

n

)
exp

(
ikm,1C

−
1√

n

)
exp

(
ikm,2C

−
2√

n

)
. . .


(138)

Korzystali±my tu z zaªo»e«, »e: • ...+ oraz ...− s¡ iloczynami tensorowymi z jedynk¡ (w
pierwszym lub drugim argumencie odpowiednio), wi¦c s¡ przemienne i mo»na je przesta-
wia¢; oraz • • wszystkie operatory A,B,Ci s¡ rzeczywiste samosprz¦»one (symetryczne),
wi¦c mo»na bra¢ ich sprz¦»enie zespolone bez zmiany kolejno±ci.

Teraz: Wstawiamy rearrangement (138) do caªki (137); wykorzystujemy nier. Schwarza
do (137) � w ten sposób cudownie znikaj¡ exponensy zawieraj¡ce ikm,jhj; i dalej: W
pierwszej caªce wykorzystujemy w odwrotn¡ stron¦ równo±¢ (138), bior¡c w pierwszej
caªce A zamiast B, a w drugiej na odwrót. W ten sposób dostajemy:

|αn|2 ¬(
1

(4π)nl/2

∫
dnlkTr

[
exp

(
A+

n

)
exp

(
A−

n

)
× exp[ik1,1(C+

1 − C−1 )] . . . exp(−k2/4)
])

×
(

1
(4π)nl/2

∫
dnlkTr

[
exp

(
B+

n

)
exp

(
B−

n

)
× exp[ik1,1(C+

1 − C−1 )] . . . exp(−k2/4)
])

Odwracaj¡c teraz kroki w dowodzie, dostajemy wzór (136).
CBDO

Special case: For A = B we have(
Tr
{

exp
[
A+ + A− −

l∑
i=1

(C+
i − C−i − hi)2

]})

¬
(

Tr
{

exp
[
A+ + A− −

l∑
i=1

(C+
i − C−i )2

]})
(139)
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9.8 Dowód tw. KK 1(wersja przyci¡gaj¡ca)

An idea of the proof is to write the Hamiltonian in such a form that the application of
the DLS lemma is possible.

Let H1 be the Fock space for spin 'up' electrons. The Fock space of spin 'down'
electrons is isomorphic to H1, so we have H = H1 ⊗H1.

Let us write the Hamiltonian (119) with the use of condition µ+ = µ−

H = T+ + T− − µ
∑
i

ni,+ − µ
∑
i

ni,+ + U
∑
i

ni,+ni,− (140)

where
Tσ = −

∑
ij;σ

tijc
†
i,σcj,σ

Call this form (140) as I.
Write now the same Hamiltonian (119) in the form (called the form II)

H = T+ + T− −m
∑
i

ni,+ −m
∑
i

ni,+ + a
∑
i

(ni,+ − ni,−)2 (141)

where

m = µ− U

2
, a = −U

2
It is matter of simple recalculation to check that both expressions (140) and (141) de�ne
identical Hamiltonian; they are only di�erent forms of it.

If we further denote

A+ = −β(T+ −m
∑
i

ni,+), A− = −β(T− −m
∑
i

ni,−),

C+
i = ni,+, C−i = ni,−

then it is seen that the grand canonical partition function for the Hamiltonian (140) can
be written as

Ξ = Tr exp
(
A+ + A− +

βU

2

∑
i

(ni,+ − ni,−)2

)
;

it is clear that operators A+, A−, C+
i and C−i ful�ll assumptions of the DLS lemma.

Observe further that if the coe�cient βU
2 (standing before square terms) is negative,

i.e. if
U < 0 (142)

is ful�lled, then the DLS lemma implies that

Ξ({hi}) ¬ Ξ (143)

for arbitrary collection {hi} of reals. In expression above,

Ξ({hi}) = Tr exp
(
A+ + A− +

βU

2

∑
i

(ni,+ − ni,− − hi)2

)
.

Expand now the left-hand side of (143) in {hi} up to second order. More precisely, replace
{hi} by λ{hi}, where λ is a parameter, and calculate the second derivative with respect
to λ.
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Using the properties of the DTP which are listed in the Appendix ??, one gets

−βU
∑
i

h2
i + 4β2U2

(∑
i

Szi hi,
∑
i

Szi hi

)
¬ 0;

One can extend this inequality to hi taking the complex values (see Appendix ??), and
then after little rearrangement of terms we obtain(∑

i

Szi h
∗
i ,
∑
i

Szi hi

)
¬ 1

4βU

∑
i

|hi|2 (144)

If we take now
hi =

1√
|Λ|

e−iq·i, (145)

then we obtain
(Sz−q, S

z
q) ¬

−1
4βU

. (146)

(remember that U has to be negative, so the sign of the right-hand side is positive). So,
the inequality (122) has been proved.

9.9 Dowód tw. KK2 (wersja odpychaj¡ca)

The proof is based on the following unitary transformation, possible to perform on the bi-
partite lattice [?],[?], [?]. Assume then, that the lattice can be divided into two sublattices
A and B. The transformation act as follows:

c†i,− → ηici,−; ci,− → ηic†i,− (147)

where ηi = +1 if i ∈ A, ηi = −1 if i ∈ B. The operators c†i,+, ci,+ do not change under this
transformation.

Upon the particle-hole transformation, the operators appearing in the Hamiltonian
(119) change as follows:

1. the kinetic term −∑ij;σ tij(c†i,σcj,σ + h.c.) does not change;

2. The interaction term changes as follows:

U
∑
i

ni,+ni,− → U
∑
i

ni,+(1− ni,−); (148)

3. Chemical-potential terms change as:

µ−
∑
i,−
ni,− → µ−

∑
i,−

(1− ni,−), (149)

and the term µ+
∑
i,+ ni,+ does not change.

4. The pairing and spin operators:

pi = c†i,+c
†
i,− → 2S+

i , p†i = ci,−ci,+ → 2S−i , (150)

and vice versa.
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Summarizing, the transformed Hamiltonian H̃ is:

H̃ = T+ + T− − U
∑
i

ni,+ni,− + (U − µ+)
∑
i,+

ni,+ + µ−
∑
i,−
ni,− − µ−|Λ|.

Then, it is seen that under this transformation, the attractive HuM (U > 0) has been
transformed into the repulsive one (U < 0) and vice versa. Moreover, in the Hamiltonian
also chemical potentials have undergone certain change.

Now, let us consider the Hamiltonian ful�lling assumptions of the KK 1 theorem, i.e.
µ+ = µ− and U < 0. Let us denote the Hamiltonian after transformation (147) as H̃. We
have:

H̃ = −
∑
ij;σ

tij(c
†
i,σcj,σ + h.c.) + Ũ

∑
i

ni,+ni,− − µ̃+
∑
i

ni,+µ̃−
∑
i

ni,−

where: Ũ = −U , µ̃+ = µ+, µ̃− = −µ− + U (so we have: µ̃+ + µ̃− = U).
Now, let us examine how changes the Duhamel function (Szq, S

z
−q) under transforma-

tion (147). It is more convenient to consider the function (Szq, S
z
−q)− 〈Szq〉〈Sz−q〉. It turns

out that this function transforms into 4(δnq, δn−q).
Collecting together all facts above (i.e. the KK 1 theorem and the formula for the

Hamiltonian after transformation, and moreover that 〈Szq〉 = 0 under assumptions of the
KK 1 theorem), we obtain �nally an inequality (124).

Now, let us remind that the Hamiltonian under consideration is isotropic one. For this
reason, we have

(Szq, S
z
−q) = (S+

q , S
−
−q);

moreover, the Duhamel function (S+
q , S

−
−q) transforms into 4(pq, p

†
−q) under transforma-

tion (147). These facts imply an inequality (125).
Remark. The upper bound for the spin susceptibility implies also boundedness of

two-point correlation function 〈SzqSz−q〉. This in turn implies absence of the magnetic
long-range order. The argumentation goes as follows [?]. Using the Falk-Bruch inequality
[?], [?] and estimation (122), one obtains the following upper bound for the two-point
correlation function:

〈SzqSz−q〉 ¬
1
4

√
Cq
|U |

coth
(√

βCq|U |
)

(151)

where Cq is any upper bound of the average of double commutator:

Cq ­ 〈[Szq, [H,Sz−q]]〉 (152)

(Warning: There is a misprint in the expression de�ning the quantity Cq in [?]). As an
upper bound one can choose the function

Cq = (2
√
|Λ|)−1

∑
k

|2Ek − Ek−q − Ek+q|,

where Ek are eigenvalues of the kinetic part of the Hubbard Hamiltonian, i.e. its Fourier
transform:

Ek =
1√
|Λ|

∑
j

tije
ik·(i−j)

(this estimation is reproduced in the Appendix ??, as only the �nal result has appeared
in [?]). As a result, the two-point correlation function is bounded for |Λ| → ∞ and there
is no long-range magnetic order at any temperature.

Analogous argumentation can be applied to bound the charge and pairing correlation
functions and to preclude corresponding orderings.
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10 Odbiciowa dodatnio±¢ i dowód istnienia LRO w kla-
sycznym modelu Heisenberga dla d ­ 3

Plan:

1. Uporz¡dkowania (b¡d¹ ich brak) w ró»nych modelach,

2. Przeformuªowania problemu istnienia LRO w niskich temperaturach,

3. Odbiciowa dodatnio±¢ (RP) i jej konsekwencje.

4. Dowód istnienia uporz¡dkowa« magnetycznych w niskich temperaturach dla modelu
Heisenberga.

10.1 Wst¦p

Subject: Klasyczne ukªady spinowe z ci¡gª¡ grup¡ symetrii
Ukªady spinowe z grup¡ symetrii:

• Dyskretn¡ (np. model Isinga � grupa Z2)

• Ci¡gªa (np. model XY � spin przyjmuje warto±ci w S1; model Heisenberga � spin
przyjmuje warto±ci w S2).

Ukªady o ci¡gªej grupie symetrii generalnie s¡ trudniejsze do analizy ni» te z grup¡
dyskretn¡.

• Model Isinga:

� Brak uporz¡dkowania dla T > 0 w d = 1 ('20 � Ising);

� istnienie uporz¡dkowania w niskich temperaturach w d ­ 2 (Peierls, '36 +
Gri�ths, '66)

� Modele o spinie dyskretnym, bez symetrii (Pirogov, Sinai '76)

• Model XY oraz Heisenberga:

� Brak uporz¡dkowania dla T > 0 w d = 1 i 2 (Mermin, Wagner '66 � wersja
kwantowa);

� istnienie uporz¡dkowania w niskich temperaturach w d ­ 3 (Fröhlich, Simon,
Spencer '76) � dowód oparty o wªasno±¢ odbiciowej dodatnio±ci (re�ection po-
sitivity � RP).

10.2 Praca FSS � zasadnicze elementy dowodu

1. Przej±cie do obrazu fal spinowych (transformata Fouriera)

2. Istnienie spontanicznej magnetyzacji równowa»ne makroskopowemu obsadzeniu mo-
du o q = 0.

3. To znaczy, »e trzeba oszacowa¢ od góry wkªad od pozostaªych modów (o q 6= 0).
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4. FSS dowodz¡, »e energia ka»dego modu ograniczana jest przez wielko±¢ z (klasycz-
nej) zasady ekwipartycji;

5. a to wynika z dodatnio±ci odpowiednio zde�niowanej podatno±ci (drugiej pochodnej
po pewnym polu zewn¦trznym),

6. a to si¦ pokazuje poprzez odbiciow¡ dodatnio±¢ � R.P..

Uwaga.Wªasno±ci 3) � 5) prawdopodobnie zachodz¡ dla ogólnej klasy modeli. Niestety 5)
udaje si¦ udowodni¢ jedynie wychodz¡c od 6) � wªasno±¢ specy�czna i zale»na od modelu
� na szcz¦±cie dostatecznie ogólna.

10.3 Bardziej szczegóªowo:

10.4 De�nicje

Rozpatrujemy izotropowy model Heisenberga na zbiorze w¦zªów Λ ⊂ Z3. Na ka»dym
w¦¹le x ∈ Λ mamy spin s(x), przyjmuj¡cy warto±ci w jednostkowej sferze: s(x) ∈ S2,
||s(x)|| = 1.

Oddziaªywania mi¦dzy spinami: −Js(x) · s(x′), J > 0 (przypadek ferromagnetyczny),
x,x′ � najbli»si s¡siedzi.

Hamiltonian:

HΛ = −J
3∑
i=1

∑
x∈Λ

s(x) · s(x+ ei) (153)

gdzie e1, e1, e3 � jednostkowe wektory sieci.
Zakªadamy, »e Λ jest sze±cianem. Nakªadamy periodyczne warunki brzegowe.

Hamiltonian (153) mo»na równowa»nie wyrazi¢ w postaci (po dodaniu staªej)

HΛ =
1
2
J

3∑
i=1

∑
x∈Λ

(s(x+ ei)− s(x))2 (154)

Liczenie ±rednich: Rozkªad prawdopodobie«stwa pojedynczego swobodnego spinu na
sferze jest izotropowy, wi¦c caªkowanie po przestrzeni kon�guracyjnej pojedynczego spi-
nu wykonuje si¦ z wag¡ dω(s) � unormowany element obj¦to±ci na sferze jednostkowej
(dω(s) = 1

4π sin θdθdφ).
Kanoniczna warto±¢ ±rednia obserwabli A jest

〈A〉Λ =
〈Ae−βHΛ〉0,Λ
〈e−βHΛ〉0,Λ

gdzie

〈f〉0,Λ =
∫
f({s(x)})

∏
x∈Λ

dω(sx) (155)

10.5 Uporz¡dkowanie jako kondensacja fal spinowych

Dowód FSS polega na oszacowaniu dyspersji m(Λ) magnetyzacji, tzn. wielko±ci:

m(Λ) =
1
|Λ|

〈∑
x∈Λ

s(x)

2〉 1
2

Λ

(156)
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Dygresja.
Wielko±¢ m(Λ) jest blisko zwi¡zana ze spontaniczn¡ magnetyzacj¡ m0(Λ) przez twier-

dzenie Gri�thsa:
Niech φ(h, β) b¦dzie energi¡ swobodn¡ ukªadu (tu: modelu Heisenberga).(h � pole

magnetyczne).
Spontaniczne namagnesowanie de�niuje si¦ jako

m0 = − lim
h→0+

∂φ(h, β)
∂h

. (157)

Wtedy zachodzi nierówno±¢:

m2
0 ­ lim

Λ↗∞

〈∑
x∈Λ

s(x)

2〉
Λ

(158)

Je»eli wi¦c udowodnimy jednostajne w Λ oszacowanie:

m(Λ) ­ C > 0,

to tym samym udowodnimy istnienie spontanicznej magnetyzacji.
Koniec dygresji.

10.6 Przej±cie do obrazu fal spinowych

Zapiszemy teraz równowa»ne wyra»enie na m(Λ) w j¦zyku fal spinowych, tzn. w repre-
zentacji 'p¦dowej'.

Przejd¹my do transformaty Fouriera spinów s(x):

ŝ(q) =
1
Λ

∑
x∈Λ

s(x)e−iq·x, (159)

q przyjmuje warto±ci z pierwszej strefy Brillouina.
Z uwagi na: s(x)2 = 1 mamy ∑

q
|ŝ(q)|2 = |Λ|. (160)

Wyra¹my hamiltonian (153) w j¦zyku ŝ(q):

H(Λ) = const.+
∑
q
E(q)|ŝ(q)|2, (161)

gdzie

E(q) = J
3∑
i=1

(1− cos qi). (162)

jest energi¡ fali spinowej o wektorze falowym q.
Wyra¹my teraz m(Λ) w j¦zyku fal spinowych:

m(Λ)2 =
1
|Λ|
〈ŝ(0)2〉Λ = 1− 1

|Λ|
∑
q 6=0
〈|ŝ(q)|2〉Λ (163)

Aby wi¦c dosta¢ to co chcemy, tzn. »e granica m(Λ) dla Λ→∞ jest niezerowa, wystarczy
pokaza¢, »e ostatni wyraz ma niezale»n¡ od Λ górn¡ granic¦ B < 1, tj. »e zachodzi

1
|Λ|

∑
q 6=0
〈|ŝ(q)|2〉Λ < B < 1 (164)

(przynajmniej dla dostatecznie du»ych |Λ|).
Tu zwi¡zek z BECon'em.
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10.7 Oszacowanie podczerwone (infrared bound)

.
B¦dziemy wi¦c udowadniali 'nierówno±¢ kondensacyjn¡' (164).
FSS udowodnili to pokazuj¡c, »e energia fali spinowej E(q)〈|ŝ(q)|2〉Λ dla q 6= 0 nie

przewy»sza warto±ci danej przez reguª¦ ekwipartycji, tzn. 3
2kT :

〈|ŝ(q)|2〉Λ ¬
1

E(q)
3
2
kT (165)

Dlaczego (165) =⇒ (164)? Otó» je±li speªniona jest nier. (165), to lewa strona (164) jest
ograniczona z góry przez:

3
2
kT

1
|Λ|

∑
q 6=0

1
E(q)

(166)

a ta suma mo»e by¢ z dowoln¡ dokªadno±ci¡ aproksymowana (przybli»enie tym lepsze, im
wi¦ksze jest |Λ|) przez caªk¦:

3
2
kT

1
(2π)3

∫ ∫ ∫
[−π,π]3

d3q
E(q)

. (167)

E(q) jest ±ci±le dodatnie dla q > 0, oraz ma asymptotyk¦ w zerze:

E(q) ≈ 1
2
q2

dla maªych q, tak wi¦c caªka wyst¦puj¡ca w (166) jest zbie»na. Znaczy to, »e L.H.S.
nierówno±ci (164) jest ograniczona przez const·T � jest wi¦c mniejsza od 1 dla dostatecznie
niskich temperatur.

1. Mamy st¡d oszacowanie na temperatur¦ krytyczn¡ Tc:

Tc ­

3
2
k

1
(2π)3

∫ ∫ ∫
[−π,π]3

d3q
E(q)


−1

(168)

(dokªadno±¢ kilkunastu %).

2. Oszacowanie na 〈|ŝ(q)|2〉Λ dawane przez (165) jest zwykle nazywane oszacowaniem
podczerwonym (infrared bound) � z uwagi na to, i» daje ono oszacowanie na 〈|ŝ(q)|2〉Λ
dla maªych q.

Tak wi¦c!! Dowód istnienia LRO w niskich temperaturach zostaª sprowadzony do dowodu
oszacowania (165).

10.8 Odpowied¹ na zaburzenia � 'uogólniona podatno±¢'

Z kolei, oszacowanie podczerwone mo»na sformuªowa¢ w j¦zyku 'odpowiedzi ukªadu na
odpowiednio zde�niowane zewn¦trzne zaburzenie'.

Konkretnie: Zaªó»my, »e ka»dy wyraz opisuj¡cy oddziaªywanie pomi¦dzy najbli»szymi
s¡siadami:

1
2
J(s(x)− s(x′))2
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zostaª zmieniony na
1
2
J(s(x)− s(x′)− h(x,x′))2,

gdzie wyraz: h ≡ {h(x,x′)} (speªniaj¡cy: h(x,x′) = −h(x′,x)) odpowiada zewn¦trznemu
polu na ka»dym 'wi¡zaniu' pomi¦dzy x a x′.

Hamiltonian ukªadu zaburzonego mo»na wtedy zapisa¢:

H(Λ, h) =
1
2
J

3∑
i=1

∑
x∈Λ

(s(x+ ei)− s(x)− h(x,x+ ei))2

≡ 1
2
J
∑
〈x,x′〉

(s(x)− s(x′)− h(x,x′))2 (169)

Energia swobodna ukªadu zaburzonego jest:

FΛ(h) = −kT lnZΛ(h), (170)

gdzie
ZΛ(h) = 〈exp(−βH(Λ, h))〉0,Λ (171)

gdzie 〈. . .〉0,Λ jest zde�niowana przez (155).
Teraz! Poka»emy, »e problem dowodu oszacowania podczerwonego mo»na zredukowa¢

do pokazania, »e FΛ(h) osi¡ga absolutne minimum dla h = 0. Robimy to tak:
Ze wzorów: (155), (170) i (171) mamy:

FΛ(h) = FΛ(0)− kT ln 〈exp(βJ∂s(h))〉Λ +
1
2
J |h|2, (172)

gdzie

∂s(h) =
3∑
i=1

∑
x∈Λ

(s(x)− s(x+ ei)) · h(x,x+ ei) (173)

oraz

|h|2 =
3∑
i=1

∑
x∈Λ

|h(x,x+ ei)|2 ≡
∑
〈x,x′〉

|h(x,x′)|2. (174)

Przeliczenie wzoru (172): Mamy bowiem:

ZΛ(h) = 〈exp(−βH(Λ, h))〉0,Λ

=
∫ ∏
x∈Λ

dω(sx) exp

(−β)
1
2
J
∑
〈x,x′〉

(s(x)− s(x′)− h(x,x′))2



=
∫ ∏
x∈Λ

dω(sx) exp

−β
2
J
∑
〈x,x′〉

(s(x)− s(x′))2 + βJ
∑
〈x,x′〉

(s(x)− s(x′))h(x,x′)

−β
2
J
∑
〈x,x′〉

|h(x,x′)|2


=

∫ ∏
x∈Λ

dω(sx) exp (−βH(Λ, 0)) · exp (βJ∂s(h))

 exp
(
−β

2
J |h|2

)
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= ZΛ(0) 〈exp(βJ∂s(h))〉Λ exp
(
−β

2
J |h|2

)
;

st¡d, po zlogarytmowaniu i pomno»eniu przez (−β−1), dostajemy wzór (172).
Koniec przeliczenia (172)
Teraz: Je±li FΛ(h) osi¡ga minimum w h = 0, to (dla ustalonego h) funkcja: FΛ(λh)

zmiennej rzeczywistej λ osi¡ga minimum dla λ = 0, czyli:

d
dλ
FΛ(λh)

∣∣∣∣∣
λ=0

= 0

d2

dλ2
FΛ(λh)

∣∣∣∣∣
λ=0

­ 0

lub, z równ. (172) � (174):
〈∂s(h)〉Λ = 0 (175)

oraz
βJ

〈
|∂s(h)|2

〉
Λ
¬ |h|2 (176)

Przeliczamy znów:
Wyliczmy najsampierw:

d
dλ
〈exp(βJ∂s(λh)〉

=
d
dλ

∫ ∏
x∈Λ

dω(sx) exp (−βH(Λ, 0)) · exp (λβJ∂s(h))

∣∣∣∣∣∣
λ=0

=

∫ ∏
x∈Λ

dω(sx) exp (−βH(Λ, 0)) · βJ∂s(h) · exp (λβJ∂s(h))

∣∣∣∣∣∣
λ=0

=
∫ ∏
x∈Λ

dω(sx) exp (−βH(Λ, 0)) · βJ∂s(h)

= βJ 〈∂s(h)〉Λ ;

a st¡d, patrz¡c na wzór (172) widzimy, »e pochodna ostatniego czªonu si¦ zeruje (bo jest
proporcjonalny do λ2) i dostaniemy

d
dλ
FΛ(λh)

∣∣∣∣∣
λ=0

= −J 〈∂s(h)〉Λ

i przyrównuj¡c to do zera, dostaniemy (175).
I dalej, analogicznie:

d2

dλ2
FΛ(λh)

∣∣∣∣∣
λ=0

d2

dλ2

[
− 1
β

ln 〈exp(βJ∂s(λh))〉Λ +
1
2
J |λh|2

]∣∣∣∣∣
λ=0

d
dλ

[
−J 〈∂s(h) exp(βJ∂s(λh))〉Λ

1
〈exp(βJ∂s(λh))〉Λ

+ λJ |h|2
]∣∣∣∣∣
λ=0

= −βJ2
〈
|∂s(h)|2

〉
Λ

+ βJ2 〈∂s(h)〉2Λ + J |h|2
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i z warunku nieujemno±ci tego wyra»enia, otrzymujemy (176).
Koniec przeliczenia
Równo±¢ (175) jest trywialna (niezmienniczo±¢ wzgl¦dem odbicia spinu). Warunek

(176) trywialny nie jest. Mo»na go rozszerzy¢ do zespolonego h: h = hR + ihI (hR, hI s¡
rzeczywiste).

Wybierzmy teraz:

h(x,x′) =
1

|Λ| 12
(exp(iq · x)− exp(iq · x′))u dla q 6= 0,

gdzie u � dowolny wektor jednostkowy.
Wtedy!!! Nierówno±¢ (176) redukuje si¦ do

〈
|ŝ(q) · u|2

〉
¬ kT

2E(q)
dla q 6= 0; (177)

i oszacowanie podczerwone (165) wynika ze zsumowania nierówno±ci (177), gdy bra¢ ko-
lejno u = ex, u = ey, u = ez.

Tak wi¦c, je±li FΛ osi¡ga absolutne minimum dla h = 0, to jest speªniony warunek
dostateczny na speªnienie oszacowania podczerwonego.

Konkluzja: Problem dowodu LRO w niskich temperaturach zostaª zredukowany do
pokazania, »e FΛ(h) osi¡ga absolutne minimum dla h = 0.

Uwaga. Z de�nicji FΛ(h) wynika, »e funkcja ta osi¡ga absolutne minimum, a nie tylko
warto±ci dowolnie bliskie. (Argument: Funkcja ci¡gªa na zbiorze zwartym osi¡ga swe kresy
+ zachowanie asymptotyczne FΛ(h) dla du»ych h).
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10.9 Odbiciowa dodatnio±¢

Tu wªa±nie pojawia si¦ odbiciowa dodatnio±¢, jako sposób dowodu faktu, »e FΛ(h) osi¡ga
absolutne minimum dla h = 0.

Zaªó»my, »e mamy do czynienia z ukªadem na sieci Λ, któr¡ mo»na podzieli¢ na dwie
cz¦±ci ΛL i ΛR, stanowi¡ce swoje zwierciadlane odbicia w pªaszczy¹nie Π, która nie zawiera
w¦zªów.

Przykª. Niech Λ � sze±cian o boku zawieraj¡cym 2N w¦zªów, otwarte warunki brze-
gowe. Wtedy za Π mo»na wzi¡¢ jedn¡ z pªaszczyzn xi = N + 1

2 , i = 1, 2, 3. Wtedy ΛL jest
zbiorem w¦zªów o wspóªrz¦dnych xi ¬ N ,za± ΛR � w¦zªów o wspóªrz¦dnych xi ­ N + 1.

Przykª. Ukªad o periodycznych warunkach brzegowych. Mamy tu 3N pªaszczyzn
odbi¢ Π.

Je±li x jest w¦zªem nale»¡cym do Λ1, to przez x̄ oznaczmy jego zwierciadlane odbicie
w pªaszczy¹nie Π.

Niech A1, A2 tworz¡ algebry obserwabli na podukªadach Λ1, Λ2 odpowiednio.
Zde�niujmy operator θ : A1 → A2 jako:

θF (s(x), s(x′), . . . , s(x(l))) = F (s(x̄), s(x̄′), . . . , s(x̄(l))) (178)

gdzie F ≡ F (s(x), s(x′), . . . , s(x(l))) ∈ A1 jest obserwabl¡ na lewym podukªadzie, tzn.
jak¡± funkcj¡ spinów na Λ1.

Operator θ jest antyliniowy:

θ(λA+ µB) = λ̄θA+ µ̄θB (179)

dla λ, µ ∈ C oraz A,B ∈ A1.
Z de�nicji (178) oraz wªasno±ci (179) wynika, »e

〈AθA〉0,Λ = | 〈A〉0,Λ |
2 dla A ∈ A1, (180)

czyli dla dowolnego A ∈ A1 speªniony jest warunek odbiciowej dodatnio±ci (RP):

〈AθA〉0,Λ ­ 0. (181)

Uwaga. Z uwagi na to, »e speªnione s¡ warunki: (179) oraz (181), wielko±¢: 〈AθB〉0,Λ
mo»na uwa»a¢ za iloczyn skalarny (na przestrzeni Hilberta obserwabli A1) i, w zwi¡zku z
tym, speªniona jest nierówno±¢ Schwarza:

| 〈AθB〉0,Λ |
2 ¬ 〈AθA〉0,Λ · 〈BθB〉0,Λ (182)
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10.10 Kolejna nierówno±¢ dowodzona przez RP, a z której wynika
LRO

Zaªó»my, »e na Λ mamy okre±lone jakie± pole h (okre±lone na bond'ach � jak zde�niowane
poprzednio). Zde�niujmy pola h1, h2 na Λ nast¦puj¡co:

1. • Na zbiorze Λ1, pola h i h1 pokrywaj¡ si¦: h1|Λ1 = h|Λ1 ; i analogicznie

• Na zbiorze Λ2, pola h i h2 pokrywaj¡ si¦: h2|Λ2 = h|Λ2

2. h1, h2 znikaj¡ na bond'ach ª¡cz¡cych Λ1 z Λ2;

3. h1, h2 s¡ niezmiennicze wzgl¦dem odbicia x,x′ → x̄, x̄′, tzn.

• hj(x,x′) = h(x,x′) dla x,x′ ∈ Λj, j = 1, 2 (byªo w p. 1);

• hj(x,x′) = 0 dla x ∈ Λ1 i x′ ∈ Λ2, lub vice versa;

• hj(x,x′) = hj(x̄, x̄′) dla x,x′ ∈ Λ1.

Teraz sformuªujmy rzeczon¡ nierówno±¢. Otó», poka»emy »e:

ZΛ(h) ¬
√
ZΛ(h1) · ZΛ(h2) (183)

gdzie ZΛ(h) byªa zde�niowana przez (171), a pola h1, h2 powy»ej. Dowód nierówno±ci
b¦dzie wykorzystywa¢ nierówno±¢ RP (182).

Uwaga. Zauwa»my od razu, »e nierówno±¢ (183) dla sum statystycznych jest równo-
wa»na nierówno±ci dla energii swobodnych

FΛ(h) ­ 1
2

(FΛ(h1) + FΛ(h2)). (184)

Przed przyst¡pieniem do dowodu nierówno±ci (184), poczynimy jeszcze jedn¡ uwag¦, »e
Uwaga. Nierówno±¢ (184) jest kluczowa dla dowodu faktu, »e
Stw. FΛ(h) osi¡ga minimum dla h = 0.
Dowód. Zakªadamy periodyczne warunki brzegowe. Zaªó»my, »e FΛ osi¡ga warto±¢

minimaln¡ F (min)
Λ dla pola h = h̃. Wtedy, na mocy (184)

F
(min)
Λ = FΛ(h̃) ­ 1

2
(FΛ(h̃1) + FΛ(h̃2))

i, poniewa» ani FΛ(h̃1) ani FΛ(h̃2) nie mog¡ by¢ mniejsze ni» F (min)
Λ , wynika st¡d, »e

FΛ(h̃1) = FΛ(h̃2) = F
(min)
Λ . (185)

Teraz: Je±li h̃ 6= 0, to musi ono posiada¢ dodatni¡ liczb¦ niezerowych skªadowych (bond'ów)
x − x′: h̃(x − x′) 6= 0. Niech l b¦dzie liczb¡ bond'ów, na których h̃ nie znika. W takim
przypadku, mo»emy wybra¢ pªaszczyzn¦ Π, która przecina przynajmniej jeden 'bond'
na którym h̃ jest niezerowe. Niech wtedy l1, l2 b¦d¡ liczbami wi¡za«, na których h̃1 i
odpowiednio h̃2 nie znikaj¡. Mamy wi¦c:

l1 + l2 < 2l;

znaczy to, »e przynajmniej jedna z liczb (l1, l2) jest mniejsza od l.
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St¡d, na mocy (185): Je±li FΛ jest minimalizowane przez h = h̃, które posiada l > 0
niezerowych skªadowych, to FΛ jest te» minimalizowana przez inn¡ warto±¢ h, mianowicie
przez h̃1 lub h̃2, z których przynajmniej jedna posiada mniejsz¡ od l liczb¦ niezerowych
skªadowych.

St¡d, przez indukcj¦, wynika, »e FΛ jest minimalizowana przez h = 0 � co nale»aªo
okaza¢.

Tak wi¦c!!! Pozostaje teraz udowodni¢ nierówno±¢ (183).

10.11 Dowód nierówno±ci (183) przy u»yciu RP

RYS. Zapiszmy Hama ukªadu na Λ w postaci:

H(Λ, h) = H(Λ1, h1) +H(Λ2, h2) +HI(h), (186)

gdzie

H(Λj, hj) =
1
2
J

∑
x,x′∈Λj

(s(x)− s(x′)− hj(x,x′))2 (187)

s¡ hamiltonianami podukªadów na Λj (j = 1, 2) oraz

HI(h) =
1
2
J

∑
x∈Λ1,x′∈Λ2

(s(x)− s(x′)− hj(x,x′))2 (188)

jest Ham'em opisuj¡cym oddziaªywanie pomi¦dzy ukªadami na Λ1 i Λ2.
Oddziaªywanie to jest niezerowe jedynie na bond'ach przecinaj¡cych Π, tzn. ª¡cz¡cych

pªaszczyzn¦ Π1 ⊂ Λ1, najbli»sz¡ równolegª¡ do Π z odbiciem Π1 w Π, tzn. pªaszczyzn¡
Π2. Mo»emy wi¦c wyra»enie (188) napisa¢ jako

HI(h) =
1
2
J
∑
x∈Λ1

(s(x)− s(x̄)− hj(x, x̄))2 (189)

lub skrótowo:
HI(h) =

1
2
J(s− s̄− hI)2 gdzie s̄ = θs. (190)

Teraz zapiszmy sum¦ statystyczn¡ peªnego ukªadu jako:

ZΛ(h) = 〈exp(−βH(Λ1, h1)) exp(−βHI(h)) exp(−βH(Λ2, h2))〉0,Λ . (191)

Teraz!!! SZTUCZKA PROSTA A PO�YTECZNA: Jak exponens kwadratu prze-
ksztaªci¢ w exponens wyra»enia liniowego?

Otó» za pomoc¡ transformaty Fouriera gaussianu:

exp(−1
2
αx2) = const ·

∫
dk exp

(
− k

2

2α
− ikx

)

Przy pomocy tej sztuczki zapiszemy wyraz z Ham'em oddziaªywania jako:

exp(−βHI(h)) = C
∫
dK exp

(
− K2

2βJ
− iK · (s− s̄− hI)

)
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W ten sposób, suma statystyczna (191) przyjmuje posta¢

ZΛ(h) = C
∫
dK exp

(
− K2

2βJ
+ iK · hI

)

×〈exp(−iK · s− βH(Λ1, h1)) exp(iK · s̄− βH(Λ2, h2))〉0,Λ (192)

Z de�nicji operacji odbicia θ oraz jej wªasno±ci, ostatni exponens w powy»szym wzorze
jest równy:

θ exp(−iK · s− βH(Λ1, h2))

i dlatego

ZΛ(h) = C
∫
dK exp

(
− K2

2βJ
+ iK · hI

)
×〈exp(−iK · s− βH(Λ1, h1))θ exp(−iK · s− βH(Λ1, h2))〉0,Λ (193)

Teraz!!!! Z tej postaci ZΛ(h) i nierówno±ci RP wynika, »e

ZΛ(h) ≡ |ZΛ(h)| ¬ C
∫
dK exp

(
− K2

2βJ

)

×〈exp(−iK · s− βH(Λ1, h1))θ exp(−iK · s− βH(Λ1, h1))〉
1
2
0,Λ

×〈exp(−iK · s− βH(Λ1, h2))θ exp(−iK · s− βH(Λ1, h2))〉
1
2
0,Λ (194)

Teraz za± zaaplikujemy do (194) nierówno±¢ Schwarza:

|
∫
fgdK| ¬ (

∫
|f |2dK)

1
2 · (

∫
|g|2dK)

1
2

i dostaniemy:

ZΛ(h) ¬
[
C
∫
dK exp

(
− K2

2βJ

)

× 〈exp(−iK · s− βH(Λ1, h1))θ exp(−iK · s− βH(Λ1, h1))〉0,Λ
] 1

2

×
[
C
∫
dK exp

(
− K2

2βJ

)

× 〈exp(−iK · s− βH(Λ1, h2))θ exp(−iK · s− βH(Λ1, h2))〉0,Λ
] 1

2 (195)

Rozpoznajmy teraz te wyrazy w nawiasach kwadratowych. Otó» je±li we¹miemy wzór
(193), i zast¡pimy w nim h przez hj (j = 1, 2), to z de�nicji h1 i h2 oraz hI (pocz¡tek cz.
3.7) widzimy, »e h1, h2 oraz hI musz¡ by¢ zast¡pione przez hj, hj, 0 odpowiednio. Tak
wi¦c:

ZΛ(hj) = C
∫
dK exp

(
− K2

2βJ

)

× 〈exp(−iK · s− βH(Λ1, hj))θ exp(−iK · s− βH(Λ1, hj))〉0,Λ
]
. (196)

I TO JU� KONIEC!!!
Bo z dwóch powy»szych równo±ci (196) i (195) wynika, »e

ZΛ(h) ¬
√
ZΛ(h1) · ZΛ(h2),

co jest ostatnim ogniwem, które trzeba byªo wykaza¢.
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10.12 Podsumowanie

1. Dowód istnienia LRO � "`konstruktywny"', daj¡cy niezªe oszacowanie temp. kry-
tycznej

2. Technika RP: bardzo "`kapry±na"', je±li chodzi o jej stosowalno±¢ w zale»no±ci od
parametrów (staªe sprz¦»enia lub tp.)

3. Technik¡ RP udowodniono te» istnienie p. fazowych typu 'displacive phase transi-
tions' w krysztaªach anharmonicznych.

4. Istniej¡ uogólnienia na spinowe ukªady kwantowe w d = 3. Nale»¡ do nich ukªady
z ci¡gª¡ grup¡ symetrii: model XY (FM i AFM), oraz antyferromagnetyki: model
XXZ, w szczególno±ci model Heisenberga (Dyson, Lieb, Simon '78; Fröhlich, Israel,
Lieb, Spencer '80). Udowodniono LRO w dostatecznie niskich temperaturach dla
spinu S ­ 1.

Otwarty problem: Czy istnieje LRO dla S = 1
2 , d = 3 AF Heisenberga w tempe-

raturach dodatnich?

5. Technikami RP pokazano te» istnienie LRO w stanach podstawowych ukªadów dwu-
wymiarowych (XY � F oraz AF; izotropowy model Heisenberga dla S ­ 1) (Neves,
Peres '86; Shastry, Lieb, Kennedy '88; Kubo, Kishi '88).

Otwarty problem: Czy istnieje LRO dla izotropowego S = 1
2 AF Heisenberga?

6. Praca DLS dotyczy ukªadów, gdzie przestrze« Hilberta na w¦¹le jest sko«czeniewymiarowa.
Opracowano te» wersj¦ dla niektórych przypadków gdzie p. stanów jest niesko«czenie
wymiarowa (Pastur, Khoruzhenko) i zastosowano do przej±¢ fazowych w krysztaªach
anharmonicznych, oraz (oddziaªywuj¡cych) kwantowych rotatorów. Tu jak zwykle
d = 3. Do±¢ interesuj¡cy problem: Adaptacja tego podej±cia do T = 0, d = 2, i
stanów podstawowych. Under development (WP, PStach, PM, JW).

7. Inna wersja RP: RP w przestrzeni spinowej dla modeli spinowych oraz elektronów
w¦drownych.

(a) Stany podstawowe szerokiej klasy modeli Hubbarda s¡ singletami (Lieb '89)
(np. modele dla U < 0).

(b) Wykluczenie szerokiej klasy przej±¢ fazowych dla sfrustrowanych modeli spino-
wych (Lieb, Schupp 2000)

(c) Nierówno±ci pomi¦dzy energiami stanów podstawowych dla modeli spinowych
na ró»nych sieciach (Schupp 2000; JW 2005)

(d) Oszacowania z góry na podatno±¢ dla modeli Hubbarda z U < 0, daj¡ce nie-
istnienie uporz¡dkowa« spinowych (Kubo, Kishi '90; JW 2009).
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11 Zadania egzaminacyjne

1. Wyprowadzi¢ wzór na podatno±¢ magnetyczn¡ w jednowymiarowym modelu Isinga
w granicy TD. (tzn. przytoczy¢ wzór i zró»niczkowa¢ m po b � dopuszczalne jest
ró»niczkowanie symboliczne). Zrobi¢ wykres podatno±ci jako funkcji od T dla B = 0.
Zbada¢, jak podatno±¢ zachowuje si¦ w temperaturze bliskiej T = 0. To samo dla
ciepªa wªa±ciwego w d = 1 modelu Isinga � równie» dla B = 0. Obliczy¢ ciepªo
wªa±ciwe na jeden w¦zeª dla ªa«cuchów o periodycznych warunkach brzegowych dla
dªugo±ci N = 10, 20, 100. Zrobi¢ wykresy i porówna¢ z wynikiem w granicy TD.

2. Znale¹¢ macierz przej±cia oraz ciepªo wªa±ciwe i podatno±¢ (w granicy TD) dla mo-
delu Isinga o spinie 1. Sprawdzi¢, czy macierz przej±cia ma pierwiastki wyliczalne bez
wzorów Cardano, czy nie. Zale»nie od zaci¦cia bardziej analitycznego lub numerycz-
nego � oblicza¢ pierwiastki jawnie i ró»niczkowa¢ analitycznie, lub wszystko robi¢
numerycznie. (W razie potrzeby nie waha¢ si¦ przed skorzystaniem z programów
symbolicznych, pami¦taj¡c o ich mo»liwo±ciach, ale i ograniczeniach). Sporz¡dzi¢
wykresy c(T ) i χ(T ) przy B = 0. Zbada¢, jak te wielko±ci zachowuj¡ si¦ dla T
bliskiej zeru. .

3. To samo dla drabinki Isinga.

4. Znale¹¢ macierz przej±cia oraz ciepªo wªa±ciwe i podatno±¢ dla sieci Isinga 4×4. Spo-
rz¡dzi¢ wykresy. Wsk. Napisa¢ macierz przej±cia i obliczy¢ ±lad jej czwartej pot¦gi.
Mocno sugerowane jest napisanie programiku symbolicznego do generowania ma-
cierzy przej±cia (w MathematicaTM, MapleTM lub podobnymm) i wygenerowanie i
wymno»enie tam»e, a nast¦pnie symboliczne zró»niczkowanie po parametrach. R¦cz-
ne sporz¡dzanie takich rzeczy to praca dla osób, hmmmm... z mocnym zaci¦ciem do
zu»ywania dªugopisu i papieru.

5. Rozwi¡za¢ model Z3 pola ±redniego, tzn. gdzie spiny oddziaªywuj¡ 'ka»dy z ka»dym'
wg reguªy Si · Sj, gdzie Si przyjmuje warto±ci: (0, 1), (1

2 .−
√

3
2 ), (−1

2 −
√

3
2 ).

6. Rozwi¡za¢ model pola ±redniego dla spinu 1 a la Blume-Capel. Naszkicowa¢ diagram
fazowy. Zbada¢ punkt trójkrytyczny i znale¹¢ tam wykªadniki krytyczne.

7. Znale¹¢ wyra»enie na energi¦ swobodn¡ anizotropowego modelu Isinga na sieci kwa-
dratowej, tzn. ze staªymi sprz¦»enia Jh (w kierunku poziomym) i Jv (w kierunku
pionowym). (Wykorzysta¢ caªki grassmanowskie; odpowied¹ poda¢ w postaci ana-
logicznej do wzoru (80)).

8. Znale¹¢ wyra»enie na energi¦ swobodn¡ anizotropowego modelu Isinga na sieci hek-
sagonalnej. Wsk. Rozpatrzy¢ ogólniejszy model anizotropowy z czterema staªymi
sprz¦»enia, równymi na plakietce o wierzchoªkach w w¦zªach x, y, z, t: Jxy, Jyz, Jzt, Jtx
i przesuwanymi o wektory (1, 1) i (2, 0). Zobaczy¢ dla jakiego zestawu staªych otrzy-
muje si¦ sie¢ heksagonaln¡. Wykorzysta¢ caªki grassmanowskie. Przy przej±ciu do
zmiennych 'p¦dowych' zmody�kowa¢ transformat¦ Fouriera tak, by uwzgl¦dnia¢ pe-
riodyczno±¢ o okresie 2.

Uwaga. Jako rozgrzewk¦ do zmody�kowanej transformaty Fouriera, znale¹¢ warto±ci
wªasne i wektory wªasne macierzy 'quasicyklicznej' ('o okresie 2'). Jako przykªad
takiej macierzy mo»e sªu»y¢ macierzmwymiaru parzystego 2n, o dwóch parametrach
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t oraz u, gdzie na diagonali s¡ na przemian zera oraz u, a elementy niediagonalne
to: mi,i+1 = mi,i−1 = t (oraz jeszcze m1,2n = m2n,1 = t).

Egzamin pisemny polega na rozwi¡zaniu jednego z powy»szych zada« w warunkach nie-
kontrolowanej samodzielno±ci. Rozwi¡zanie prosz¦ dostarczy¢ wykªadowcy w terminie do
06.06.2011, w formie pisemnej lub elektronicznej.

Wszystkie zadania maj¡ t¦ sam¡ wag¦, z wyj¡tkiem zada« 6 i 8, wyra¹nie (w ocenie
wykªadowcy) trudniejszych i bardziej pracochªonnych. Gdyby kto± chciaª wybra¢ te wªa-
±nie zadania, to w przypadku ich poprawnego rozwi¡zania i poprawnej odpowiedzi na egz.
ustnym � mo»e si¦ spodziew¡c oceny 5+.
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