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1 Wstep

Spis zagadnieri planowanych do poruszenia:

1.

Przypomnienie podstawowych poje¢ klasycznej mechaniki statystycznej. Pojecie
przejscia fazowego.

. Nieistnienie przej$¢ fazowych w uktadach jednowymiarowych. Przyktad: Jednowy-

miarowy model Isinga

Przyktad przejscia fazowego: Model pola sredniego

. Argument Peierlsa i dowdd istnienia spontanicznej magnetyzacji w dwuwymiarowym

modelu Isinga

Sciste rozwiazanie dwuwymiarowego modelu Isinga przy uzyciu zmiennych grassma-
nowskich

Przypomnienie podstawowych poje¢ kwantowej mechaniki statystyczne;j.

Dowo6d Mermina-Wagnera nieistnienia uporzadkowan dalekiego zasiegu w tempera-
turach niezerowych w modelach z ciagla grupa symetrii w wymiarach 11 2.

Dowo6d Kubo i Kishi’ego nieistnienia przejsé fazowych w modelu Hubbarda w okre-
Slonym zakresie parametrow.

Odbiciowa dodatnios¢ i dowod istnienia uporzadkowan dalekiego zasiegu w niskich
temperaturach w klasycznym modelu Heisenberga.



2 Wstep — klasyczna mechanika statystyczna ukladow
sieciowych

2.1 Przestrzen konfiguracyjna, energia uktadu
Uktady, z ktorymi bedziemy mieli do czynienia:

e Mamy A — skoriczony podzbior Z", zawierajacy N = |A| weztow. (Model atomow w
sieci krystalicznej). (Nie musi to by¢ akurat Z™; zaktadamy, ze sieé jest periodyczna).

e W kazdym wezle sieci ¢ mamy przestrzen standw i—tego wezta €);. Formalnie uwa-
zamy ja za zwartq przestrzen metryczng (czasem i niezwarta), a w praktyce jest to
2bidr dyskretny lub rozmaitosé (nie bedzie chyba nic tu rozwazane poza S™, lub R
w przypadku niezwartym). (Bedziemy rozwaza¢ wylacznie sytuacje, gdy przestrzen
stanow w kazdym wezle jest taka sama; ale rozwaza sie tez modele, gdzie na réznych
weztach moga by¢ rézne rodzaje przestrzeni stanow).

W wiekszosci modeli tu rozwazanych, dyskretng przestrzen konfiguracyjng zawiera-

jaca k elementow zwyczajowo bedziemy nazywaé spinem, tak wiec ; = {s}, s? sk
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o Przestrzen konfiguracyjna Qp uktadu N weztow jest wiec iloczynem kartezjanskim
N egzemplarzy przestrzeni €);:

N
QA = X Q,L
=1

Konfiguracje (tzn. element przestrzeni Q) bedziemy oznaczaé jako {s%,s2, ... 5%}
lub skrotowo {s;}.

Uwaga. Jesli €); jest zbiorem skorficzonym zawierajacym k elementow, to jaka jest
ilog¢ stanow przestrzeni konfiguracyjnej N spinéw? Z kombinatoryki przypominamy
sobie, ze Qn = kV, tak wiec ilogé¢ stanéw rosnie wyktadniczo z rozmiarem uktadu.

e Na przestrzeni konfiguracyjnej jest okreslona funkcja zwana hamiltonianem, przy-
pisujaca kazdej konfiguracji {s;} jej energie H({s;}).

Przyktlady.

1. Model Isinga, spin %: Kazdy spin przyjmuje dwie wartosci: s; € {+1, —1} (zamiast
(); piszemy s;). Zaktadamy, ze spiny i, 7 oddzialywuja miedzy soba oddziatlywania-
mi dwucialowymi s;s;; ich oddzialywanie charakteryzowane jest staly sprzezenia
Jij. Procz tego spiny oddziatywuja z zewnetrznym polem magnetycznym B. Niech
A C Z4; dla ustalenia uwagi, niech to bedzie d—wymiarowy sze$cian. Mamy wiec

hamiltonian:
HY = > Jijsis; —BY s (1)

ijeEA ieA
Model Isinga mozemy uwaza¢ za (prymitywny) model magnetyka. Gdy np. chcemy
opisa¢ ferromagnetyki, to bierzemy wszystkie J;; < 0. W ten sposob:

E(1T) = E(L) <0, E(1L)=EUD) >0

, czyli uprzywilejowane energetycznie jest rdwnolegte ustawianie spinow; gdy takie
uporzadkowanie bedzie obecne w calej probcee, to otrzymamy wypadkowe niezerowe
namagnesowanie.



2. Model XY, model Heisenberga. Dla modelu XY, spin przyjmuje wartosci w St (wek-
tor o ustalonej dtugosci moze swobodnie obracaé¢ sie w plaszczyznie); dla modelu
Heisenberga, spin przyjmuje wartosci w S2. Zakladamy, ze ddzialywanie pomiedzy
spinami jest dwucialowe i dane jest przez 5; - 5;. Hamiltoniany w obu przypadkach

dane sa wzorami:
NS SYETERR o
ijeA i€
(tu a - b jest standardowym iloczynem skalarnym).

Formalizm - cd.

o Sumg statystyczng (okreslona na przestrzeni stanow uktadu) nazywamy wielkosé
- Y et
{si}

gdzie (3 jest odwrotnoscig temperatury:

1
3= T (k — stala Boltzmanna).

o Jwigzek mechaniki statystycznej z termodynamikg: Majac sume statystyczng Z,, ob-
liczana z wlasnosci mikroskopowych modelu, otrzymujemy energie swobodng uktadu
Fy, ktora jest wielkos$cig makroskopowq:

—BFy=InZy;  fa=7
Al

(tu fa jest energia swobodna na jeden spin). Z energii swobodnej, przez rozniczko-
wanie po parametrach, otrzymujemy inne funkcje termodynamiczne (jeden sposob
— zaraz bedzie drugi).

e [nterpretacja probabilistyczna sumy statystycznej:

Prawdopodobieristwo znalezienia ukladu w stanie, ktory jest konfiguracja {s;} o
energii ' = H({s;}), jest rébwne

—BE

P({s}) =5

o Wartosé srednia wielkosci obserwowalnej X (magnetyzacja, energia wewnetrzna...)

jest rowna:
e~ BH{si})

X>A=ZX({51'})TA ZXe .

{s:} 2\ {s:}
(czyli: Majac konfiguracje {s;}, liczymy wartos¢ wielkosci X dla tej konfiguracji i
mnozymy ja przez prawdopodobienstwo wystapienia {s;}; a potem sumujemy).

Przyklady. Drugi sposob liczenia Srednich: energia wewnetrzna U i magnetyzacja
M.

Energia wewnetrzna:



1 0 1 0 0 0 o (F
S T i Sy . [ N—— ) O :—T2(>
7 >aﬁ{§}e Zr 0570 = Tap A = g5 B ar \T
gt ot 0 dro 1 0 00
bor B=yrm T=95 a5 agar ~ weor = "Lar
Magnetyzacja:

Zapiszmy najsampierw Ham’a uktadéw magnetycznych w postaci dostatecznie ogol-
nej:

H:XI:JISI—BZsiEZI:JlsI—BM;

tu B jest polem magnetycznym, zas I — wielowskaznikiem, oznaczajacym podzbiory
Ao T = {iy,ig, ... i}, za$ s = s;,84, ... 5, (oddzialywania n—spinowe). I tak np.
dla modelu Isinga zbior wszystkich I jest zbiorem wszystkich par (i, j), natomiast
Jr to zbior wszystkich J;;. Wreszcie M jest magnetyzacjg, ktora definiujemy jako:

Dla jakiej$ konfiguracji {s;},
M = Z Si.

ieA
Liczymy teraz $rednia:
1
M= M)y = 5= 3 M = 37 Moo Bl
{sz} {81}
110Zy 1 0 OF)

= 7808 3BT " an

Granica termodynamiczna: Energia swobodna:
f = lim fA,
A—oo

i Srednie obserwabli:

(X) = Jim (X),

Motywacja. Typowe uktady makroskopowe maja ok. 10** atomow badz czasteczek
(rzedu liczby Avogadra). Z matematycznego punktu widzenia, do nieskoniczonosci
jest jednakowo daleko od 1 jak od 10%3; ale z fizycznego punktu widzenia, 10% jest
blizsza nieskoficzonosci niz jedynce. Mamy wiec nadzieje, ze badajac granice termo-
dynamiczng, z dobrym przyblizeniem powiemy o wtasno$ciach uktadéw badanych
do$wiadczalnie.

Uwaga. Nasuwaja sie tu od razu pytania: Kiedy granica termodynamiczna istnieje?
Bardziej szczegotowo: Jakie warunki musza spetniaé state oddziatywania w uktadzie,
aby granica TD istniata? W jaki sposéb dazy¢ z A do nieskoriczonosci?

Te problemy nie beda tu dyskutowane. Wyktadowca poprzestanie na stwierdzeniu,
ze:

Stw. Dla rozsadnych (tzn. malejacych dostatecznie szybko z odlegtoscia) postaci
oddziatywan w ukladzie; oraz dla {A,} bedacych np. ciggiem szescianoéw, granica
termodynamiczna istnieje.

Uwaga. Dowodzi sie tez innych, bardzo waznych wtasnosci, np. wypukiosci energii
swobodnej jako funkcji parametrow. Jest to wlasnosé bardzo wazna, bo oznacza ona
stabilnosé termodynamiczng ukladu, z ktorej wynika np. nieujemnosé ciepta wta-
Sciwego. Wypuklosé f w termodynamice sie postuluje, a w mechanice statystycznej
mozna ja udowodnic.



2.2 Jak zdefiniowaé przejscie fazowe?

Przejscie fazowe przejawia sie nieciggtoscig obserwabli termodynamicznych przy zmianie
parametrow. Jako przyktad wezmy magnetyzacje ferromagnetyka M jako funkcje pola
magnetycznego B w réznych temperaturach: 7' > T, RYS. A, T'=T. RYS.BIT < T,
RYS.C; see also RYS.D. Te (i inne) sytuacje formalizujemy mowiac, ze

Def. Przejscie fazowe definiuje sie jako nieanalitycznosé wielkoSci termodynamicznych
(energia swobodna, magnetyzacja, ciepto wtasciwe...) rozwazanych jako funkcje parame-
trow termodynamicznych (pole magnetyczne, temperatura...)

Przejscie fazowe jest na ogol zwigzane ze spontanicznym ztamaniem symetrii:

W ukladzie wystepuje przejécie fazowe, gdy wystepuje tam spontaniczne ztamanie sy-
metrii: stan rownowagi ma mniejszg symetrie niz hamiltonian — jest tam obecny "parametr
porzadku’.

Tlustracja dla modelu Isinga: -) Niezmienniczo$é¢ wzgledem odbicia — symetria Zs;
-) spontaniczna magnetyzacja rowna 0 dla T > T, (uklad ma taka sym. jak Ham.) -)
spontaniczna magnetyzacja rozna od 0 dla T < T, (uklad ma mniejsza sym. niz Ham)

Unik — nie bedzie tu dokladniejszych definicji: Grupy symetrii; stanu; fazy;
niezmienniczo$ci Ham’a i stanu wzgl. gr. symetrii

Wazny fakt. Dla skonczonych uktadow, energia swobodna jest analityczng funkcja
parametrow.

Wersja ograniczona — dla (say, 2d nn) modelu Isinga: Niech x = e72%/; dla 8 €
10, o[, = €]0, 1[. Suma statystyczna uktadu N spinéw (uktad prostokatny o periodycznych
warunkach brzegowych) jest wielomianem (stopnia 2N) w zmiennej x, o wspolczynnikach
dodatnich:

Zn =207 N(1 + Aga® 4+ Aga® + -+ 2°Y)

(A jest iloscia wielobokéw o k bokach). Suma stat. czyli wielomian jest wiec dodatnia
w calym zakresie temperatur, a energia swobodna czyli logarytm Zy jest analityczna w
zmiennej x, a wiec i temperaturze (zlozenie trzech funkeji analitycznych).

Tak wiec przejs¢ fazowych mozna szukaé tylko w granicy termodynamiczne;.

Dlaczego tam moze wystapi¢ nieanalityczno$é¢? Rozszerzmy zakres x, aby przyjmowalto
wartosci zespolone. Spojrzmy na zera wielomianu Zy(z). Dla skoniczonego N wielomian
ten moze mie¢ tylko zera zespolone — bedac dodatni, nie moze mie¢ zer rzeczywistych. Ale
okazuje sie, ze im wieksze N, tym blizej osi rzeczywistej moga sie znajdowaé zera tego
wielomianu. W granicy N — o0, zera mogq sie znalez¢ na osi rzeczywistej; dokladniej,
podchodza tym blizej osi rzeczywistej, im wieksze jest N. Okazuje sie, ze w takiej sytuacji
moze pojawié sie nieanalitycznosé energii swobodnej. Niewiele jest modeli, dla ktorych to
doktadniej zbadano; jednym z nich jest 2d model Isinga.

Teraz zbadamy dwa proste modele, z ktérych jeden nie wykazuje przejscia fazowego,
a w drugim przejscie fazowe jest. Modele te sa $cisle rozwiazywalne (aczkolwiek jeden jest
nieco niefizyczny) i badanie (nie)istnienia przejscia fazowego pokazemy przez zbadanie
sumy statystycznej i innych wielkosci termodynamicznych.

2.3 Zadania

1. Wyprowadzi¢, jak wigze sie pojemnos$é¢ cieplna z pierwszym i drugim momentem
energii.

2. Wyprowadzi¢, jak wiaze sie podatno$¢ magnetyczna z pierwszym i drugim momen-
tem magnetyzacji.



3. Wyprowadzi¢ recznie, jak wiaze sie 3. i 4. pochodna f po B z momentami magne-
tyzacji (do 4. wlacznie)

4. Uzbroiwszy sie w jaki§ program do obliczenn symbolicznych (np. Mathematica™

Maple?™) policzy¢ zwigzek miedzy k— ta pochodna f po B z momentami magne-
tyzacji do rzedu k dla k do 10.



3 Jednowymiarowy model Isinga i brak przejs$¢ fazo-
wych w ukladach (quasi-)jednowymiarowych

Jednowymiarowy model Isinga to szczegblny przypadek Ham’a (1), a konkretnie, jest to
tanicuch N weztow; w kazdym wezle siedzi jeden spin. Zalozymy tu, ze:

i) mamy tu do czynienia z ferromagnetycznym oddzialywaniem miedzy najblizszymi
sasiadami (tzn. J < 0),

ii) mamy nalozone periodyczne warunki brzegowe, tzn. miedzy spinem 1 a N réwniez
mamy oddziatywanie J.

(Model Isinga mozna tez rozwiaza¢ w ogolniejszych sytuacjach, kiedy mamy oddziatywa-
nia réwniez z dalszymi sasiadami, oraz gdy inne sa warunki brzegowe; rachunki wtedy sa
jednak bardziej skomplikowane).

Ham 1d FM modelu Isinga z p.b.c. jest wiec

N-1 N
HN:JZSiSi+1_BZSi+JSISN (2)
=1 =1

Uwagi historyczne. 'Jak sama nazwa wskazuje’, model Isinga zostal zaproponowany przez Lenza (tego
od reguty Lenza). (Niektorzy bardziej oddaja sprawiedliwo$é historyczna, nazywajac ten model modelem
Lenza-Isinga). Ising byl jego doktorantem i tematem jego pracy doktorskiej bylo rozwigzanie jednowy-
miarowego wariantu modelu. Ising znalazt §ciste rozwiazanie jednowymiarowego modelu i — uprzedzajac
nieco wypadki — okazalo sie, ze jednowymiarowy model nie wykazuje przejicia fazowego. W tej sytuacji
— tzn. praktycznego braku innych $cistych rozwigzan — pojawito sie pytanie, czy mechanika statystyczna
jest w stanie opisaé przejscia fazowe i spontaniczne tamanie symetrii. Na Kongresie Solvaya (w roku chyba
1933) zadano to pytanie uczestnikom. Wiekszo$¢ odpowiedziala, ze mechanika statystyczna jest w stanie
opisaé przejscia fazowe; przewaga gloséw za ’tak’ byla jednak niewielka. Sytuacja zmienita sie w r. 1936,
kiedy pojawita sie praca Peierlsa, gdzie udowodnit on istnienie przejscia fazowego w dwuwymiarowym

modelu Isinga.

3.1 DMacierz przejscia

Rozwiazywanie modelu Isinga zacznijmy od przepisania Hama (2) w postaci

N-1 N-1
1 1
HN = Z ((]82'82'4_1—§B(8i+81‘+1>)+¢]8181\[—§B(SN+81) = Z h(Si, Si+1)+h<8]\[,81) (3)
i=1 i=1
(wyzej oznaczylismy: h(s;, sit1) = Js;Sis1 — 3B(s; + si41)). Wypiszmy teraz sume staty-
styczna:
Zy = > exp(—B(h(s1, s2) + h(s2,83) + -+ + h(sn, s1))

s1==x1,s0==%1,...,sn,==%£1
_ Z e Ph(s1.82) | o —Ph(s2,83)  o—Bh(sns1) (4)
s1=%x1,s0==1,...,sp,=%£1
Powyzsze wyrazenie skojarzmy z nastepujacym faktem algebraicznym. Napiszmy wyraze-
nie na $lad kwadratu jakiej$ macierzy A:

ihj

8



teraz na Slad trzeciej potegi:

TT(A3) = Z AijAjkAkz‘ = Z Ai1i2Ai2i3Ai3i1;
4,7,k 11,2,13

itd., i teraz na élad A":

TI'(AN) = Z Ai1i2Ai2i3 LA A

11,82, IN

IN_1iN ‘N
Patrzac na wyrazenie na sume statystyczna (4) widzimy, ze jest ona sladem N —tej potegi

macierzy T, gdzie
T(s1,59) = e 052, (5)

(jest to macierz 2 x 2, bo kazdy ze wskaznikow sy, so przyjmuje dwie wartosci £1). Wy-
piszmy jawnie elementy macierzowe otrzymanej dopiero co macierzy przejscia:

T(+,4)=e Ve T+, -)=T(—+) =" T(— )= (6)
Mamy wiec
Zn = TI‘(TN), (7)

gdzie macierz T jest zadana wzorami (6).

Uwaga. Macierz przejscia dla drabinki Isinga lub, ogélniej, uktadu o geometrii prosto-
kata M x N, gdzie M jest ustalone, zas N moze by¢ dowolnie duze. Tu macierz przejscia
ma wymiar 2M x 2V zag suma statystyczna wynosi N = TrTN.

3.2 Energia swobodna

Mozemy teraz sume statystyczng bardzo prosto wyliczy¢. Mianowicie §lad macierzy jest
niezmiennikiem transformacyi podobienstwa; doprowadzajac wiec macierz do postaci dia-
gonalnej, mamy w bazie wlasnej

Zn = Te(TV) = AV + 2\,

gdzie \i, Ao sa wartosciami wtasnymi macierzy 7. Korzystajac z jawnego przedstawienia
(6) macierzy T, mamy

Mg =e <cosh fB+ \/cosh2 BB —(1— 64W)> : (8)

(dla B =0, mamy: A\; = 2cosh 3J, Ay = 2sinh 3J).
Ile wynosi energia swobodna? Otéz:

1 1 A\ Y
—Bfy=—-InZy=—In(AV + X)) =In\ +1n 1+<> , 9
I N AN TN (A 2) 1 N 9)
zas [ = lim . Zwrocmy uwage, ze jesli 2 <1, to Jim (32) = 0, zatem ostatni czton w

(9) znika i zostaje

f= ]\}LI]T(l)OfN = —;ln AN =J— ;ln {COShﬁB + \/cosh2 BB —(1— 64/”)] (10)



tzn. do energii swobodnej w granicy termodynamicznej wchodzi jedynie najwieksza war-
tos¢ wlasna.
Dla B = 0 mamy
1
f= ~3 In(2 cosh 3.J)

Uwaga. Powyzsza sytuacja (tzn. ze —3f = In Apax w granicy TD) zachodzi rowniez w
dowolnym przypadku, gdy wymiar macierzy przejscia jest skonczony, a pozostate wartosci
wlasne sg mniejsze od Apax.

3.3 Przejscie fazowe a raczej jego brak

Co z istnieniem przejscia fazowego? Patrzac na wyrazenie na A, widzimy, ze w fizycznym
zakresie parametrow, tzn. 5 €]0,00[ oraz B €] — 00,00[, Amax jest analityczng funkcja
parametréw (bo cosh, exp sa analityczne zawsze, za$ In, Ve analityczne,gdy ich argument
jest wiekszy od zera, a tu tak wlasnie jest). Zatem w jednowymiarowym modelu Isinga nie
ma przej$cia fazowego.

3.4 Energia wewnetrzna, magnetyzacja

Skoro policzyliSmy juz energie swobodna, to policzmy tez niektore funkcje termodyna-
miczne, aby zorientowaé sie, jak wyglada fizyka modelu Isinga.
WeZmy energie wewnetrzng dla B = 0:

"y a(Bf) _ _ 9(BIn(2cosh 8J)) — _ JtanhfJ.

op op
Wykres (dla J = —1) zilustrowano na RYS. Wida¢, ze dla duzych 3 (temperatura niska)
energia wewnetrzna dazy do —1, bo wiekszo$¢ wktadu do sumy statystycznej pochodzi
od stanu podstawowego. Z kolei dla 3 bliskich zeru (tzn. wysokiej temperatury), energia
wewnetrzna jest bliska zeru, bo energia oddziatywania miedzy spinami jest niewielka w
poréwnaniu z ‘energig drgan termicznych’, spiny praktycznie nie oddziatywuja, sa poukta-
dane chaotycznie i Srednio tylez jest par spindéw zwrdconych réwnolegle co antyréwnolegle.
Magnetyzacja:

of sinh 3B .

B \/cosh2 BB —(1— 64/6‘]),
widaé, ze w skonczonej temperaturze, magnetyzacja jest zawsze rowna zeru dla B = 0 —
co jest kolejnym przejawem braku przejscia fazowego.

Wykresy m(B) dla trzech roznych temperatur przedstawiono na RYS. RYS. RYS.;
widaé¢, ze magnetyzacja m(B) zachowuje sie w sposob typowy dla paramagnetyka.

(11)

3.5 Funkcje korelacji

Sporo uzytecznych informacji fizycznych tkwi w funkcjach korelacji. Sg one roznymi kom-
binacjami $rednich iloczynéw spindéw: n— punktowa funkcja korelacji to (s;, s, ... s;,). Tu
wyliczymy i zbadamy dwupunktowq funkcje korelacji, a uprzednio jeszcze jednopunktowa.
Ale jednopunktowa funkcja korelacji (s;) to — z translacyjnej niezmienniczosci przy perio-
dycznych warunkach brzegowych — to po prostu magnetyzacja (na jeden spin), na ktora

10



juz mamy gotowy wzoér. Ale wyliczmy jg nieco inaczej. Z translacyjnej niezmienniczosci,
mozemy wyliczy¢ $rednia dowolnego spinu i dostaniemy to samo; wezmy wiec (sq):

<31> = 7 Z 81T<81732)...T(SN_17SN)T(5N781)
N s1,50,...,5N
1
= Z $10(s1, Sn+1)T (N1, 82) . T(sn-1,5n5)T (sn, 51); (12)
N 51,82,...,8N SN +1

. . 4 . 1 0 .
rozpoznajmy teraz w macierzy s10(s1, Sy41) macierz Pauliego o3 = [ 0 —1 ] , a bedziemy

mieli {
(51) = —Tr(o3TV)
ZN
Analogicznie przekonajmy sie, ze
1 ) o . 1 . )
(8i8;) = —Tr(T 03T 03TV 7)) = —Tr(o3T7 o3 TN 7). (13)
ZN ZN

Slady powyzsze powyliczamy przechodzac do bazy, w ktorej T jest diagonalna. Niech S
bedzie macierza diagonalizujaca T, tzn.

-1 _ )\1 0
STS —[ 0 )\2]

S jest macierza ortogonalng i w dwoch wymiarach jest ona obrotem:

g_ lcosgzﬁ —singb]

sing  cos¢
gdzie kat ¢ konkretnie jest dany przez:
ctg 20 = e 2 sinh BB. ¢ €], g[ (14)

Tu kroétki rachunek.
Bezposrednio liczy sie, ze

.G — cos¢ —sing 1 0 cos¢ sing | | cos2¢ sin2¢
73 | sing cos¢ 0 -1 —sing cos¢ | | sin2¢p —cos2¢p

Liczac teraz jednopunktowa funkcje korelacji, mamy, wykorzystujac (12)

(s:) = iTr ([ cos2¢  sin2¢ ] [ AV0 D _ LTr [ AV cos2¢

Zn sin2¢ — cos2¢ 0 Ay ZN =AY coqub]

1 M\
= Z—cosZgé()\iV —A\)) =cos2¢ + O <2>

N A1
W ten sposob dostaliémy alternatywne wyprowadzenie wzoru (11) na magnetyzacje.
Nieco bardziej skomplikowane jest wyliczenie (s;s;). Sprowadza si¢ on jednak tylko do
policzenia iloczynu czterech macierzy. Oznaczajac k = ¢ — j we wzorze (13), mamy

(sis;) = LTr cos 20 sin2¢ A0 cos 2¢  sin2¢ ANk 0_
iS; N sin2¢ — cos2¢ 0 M\ sin2¢ — cos2¢ 0 AV
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1
= — (A cos® 26 + (AY 5L + AFAY F) sin® 20 + A cos® 20)

N
k N—k
= cos® 2¢ + sin? 2¢ X2 + 0O A ;
At A1

w ostatniej rownosci zatozyliSmy, ze N > k, bo chcemy przej$¢ do granicy TD. Rozpa-
trzmy teraz dwupunktowq funkcje korelacji G(k):

(345;) — (3:)(5;) = Ga(k) = sin?2¢ (t)k FR

zatem w granicy TD:

nY
Go(k) = sin® 2¢ <2> ,
A1
i poniewaz (dla 7' > 0) mamy: \; > g, to wida¢, ze funkcja korelacji maleje wyktadniczo
7z odleglodcia:

gdzie
&l=In>. (15)

Uwaga. Przy przejsciach fazowych, w punkcie krytycznym dtugos$é korelacji ro$nie do
nieskoriczonosci (zaleznosé korelacji od odleglosci zmienia charakter z wykladniczego na
potegowy). W jednowymiarowym modelu Isinga dtugosé¢ korelacji jest zawsze skoriczona,
co jest kolejnym przejawem tego, ze nie ma tu przejsScia fazowego (w skoriczonej tempe-
raturze).

Ale: Zobaczmy, co sie dzieje, gdy temperatura dazy do zera. Dla zerowego pola magnetycznego, mamy:

A
)\—1 = cth(—3J) = 1 4 2277,
2

tak wiec
¢ =20 dla BT > 1,
czyli przy obnizaniu temperatury do zera, dtugos¢ korelacji dazy do nieskoniczonosci; w tym sensie mozemy

mowié o przejsciu fazowym w zerowej temperaturze.

3.6 Brak przej$é fazowych w uktadach (quasi)jednowymiarowych

Widzielismy dopiero co, ze w jednowymiarowym modelu Isinga nie ma przej$cia fazowego
w skoniczonej temperaturze. Okazuje sie, ze jest to typowe zjawisko dla uktadéw jedno-
wymiarowych, lub quasi-jednowymiarowych (A jest takim podzbiorem R% ze w jednym
kierunku moze mie¢ dowolna dlugosé, a w pozostaltych Srednica jest ograniczona). Mamy:

Tw. W ukladach 1d (quasi-1d) z oddzialywaniem o skoniczonym zasiegu, i ze skoriczo-
na liczbg stanow na jednym wezle, i gdzie hamiltonian zalezy analitycznie od parametrow
(pole magnetyczne, stale sprzezenia...), nie ma przejscia fazowego w skonczonych tempe-
raturach.

Dow. Ograniczymy sie tu do sytuacji, gdy macierz przejsScia jest symetryczna. Nie
zawsze da sie tak zrobi¢; ogélny przypadek dla macierzy niesymetrycznej opisany jest w
ksigzce Simona.

12



W obu przypadkach (macierzy symetrycznej i nie) dowod jest oparty na twierdzeniu
Perrona — Frobeniusa, ktore mowi, ze

Tw. Perrona — Frobeniusa. Niech T" bedzie macierza rzeczywista o elementach dodat-
nich. Wtedy najwieksza wartos¢ wlasna T jest niezdegenerowanana.

Dow. bedzie dla macierzy symetrycznych.

Poniewaz macierz T jest dodatnia, to A\yay tez jest dodatnia. (Bo: Apax = Iﬁla‘\‘x (v, T).
v: ||v]|=1

Wezmy wektor probny o' sktadajacy sie z samych jedynek. Mamy: Ay > (v, T0') =
1
= 2y Lij > 0).

Niech wektor wtasny v* odpowiadajacy najwickszej wartosci wlasnej Apnax posiada
sktadowe dodatnie, zerowe i ujemne. A\, jest formqg kwadratowq:

Amax = (U5, T0") = ZTUU:U;
2

Zauwazamy, ze wartos¢ tej formy moze jedynie wzrosngé, gdy zmienimy znaki ujemnych
sktadowych na dodatnie. (Gdy spotkaja sie dwa minusy, badZz dwa plusy, to nic sie nie
dzieje. Gdy spotkaja si¢ plus z minusem, to iloczyn T;;v;v; zmienia znak z ujemnego na
dodatni). Zatem wektor v* moze mie¢ jedynie sktadowe dodatnie lub zerowe.

Sktadowe wektora v* nie moga jednak by¢ zerowe. Wezmy bowiem i—ta skladows
rownosci Tv* = A\paxv*; mamy: v' = ﬁ >_; Tijv;. Wszystkie elementy T;; sa dodatnie,
wiee suma Tj;v} tez jest dodatnia — chyba ze wszystkie sktadowe wektora v* sa zerowe,
ale to niemozliwe, bo wiemy, ze istnieje nietrywialny wektor v*.

Teraz: Kazdy wektor wlasny odpowiadajacy dowolnej innej wartosci wtasnej musi by¢
ortogonalny do v* (ew. po ortogonalizacji). Gdyby wiec Anax byla zdegenerowana, to
istnialby inny wektor wlasny v* odpowiadajacy jej, i ortogonalny do v*. Tak jednak by¢
nie moze, bo v*' réwniez musi mie¢ wszystkie sktadowe dodatnie i (v*,v*") > 0.

O P-F

Uwaga. Dowod (tw. P-F) dla przypadku niesymetrycznego jest bardziej skomplikowa-
ny, bo nie mozna tam korzystac z tw. spektralnego dla macierzy symetrycznych, z ktorego
kilkakrotnie zrobiliémy uzytek powyzej.

c.d. dow. o nieistnieniu przejscia fazowego. Niedawno zobaczylismy, ze f = —% In A\pax,

i poniewaz An.x > 0, wystarczy zbada¢ jedynie analityczno$é An... Elementy macierzy
przejscia zaleza analitycznie od parametrow i temperatury, wiec analitycznie zaleza od
parametrow tez wspotczynniki rownania charakterystycznego, ktérego rozwigzaniem jest
Amax- Ale pokazalismy dopiero co, ze A\pax jest jednokrotng warto$cia wlasna, tzn. jedno-
krotnym pierwiastkiem réwnania charakterystycznego; a mamy

fakt. takie pierwiastki zaleza analitycznie od wspolczynnikow réwnania charaktery-
stycznego. (Bo: Zapiszmy rownanie charakterystyczne: to+ti A+ - -+, A" = F(to, t1, ..., ty; A) =
0. Z twierdzenia o funkcji uwiklanej mamy, ze jezeli F3 (to, t1, ..., tn, Amax) 7 0, t0 Amax(to, - - -, tn)
zalezy analitycznie od to,. .., t,).

Morat: Zalezno$é Ayax 0d parametrow jest analityczna, nie ma wiec przejscia fazowego.

O braku p.f. w ukt. 1d

Uwaga. Istotne wsrod zaltozen jest to, ze wymiar macierzy przejécia jest skoniczony.

Gdy tak nie jest, to nie mozna stosowac tw. PF imoze sie pojawi¢ nieanalityczna zaleznosé
od parametrow, a wiec i przejécie fazowe. Jest tak np. jednowymarowym modelu Isinga
z dalekozasiegowym oddzialywaniem proporcjonalnym do ﬁ, oraz w pasku Isinga o
szerokosci dazacej do nieskonczonosci.
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3.7 Jeszcze raz o braku przej$é¢ fazowych w ukladach jednowy-
miarowych

"Niels Bohr powiedziat kiedys, ze nigdy nie uznat mysli filozoficznych za zrozumiale, za-
nim nie przedyskutowat ich sam w jezykach: niemieckim, angielskim, francuskim, jok i
ojczystym duriskim’

(cyt. za: Byron, Fuller, Matematyka w fizyce klasycznej i kwantowej).

Zgodnie z tg dewiza, przyjrzyjmy sie z innego punktu widzenia faktowi, ktory juz
na 3 sposoby poznaliSmy — tzn. ze w jednowymiarowym modelu Isinga nie ma przej$cia
fazowego.

Rozpatrzmy stan podstawowy uktadu ferromagnetycznego. (N spinéw; warunki brze-
gowe 7 ustalonymi spinami na brzegach, np. spiny niech beda zwrdocone w gore). Wtedy
stanem podstawowym ukladu bedzie stan, gdzie wszystkie spiny beda zwrocone w gore.

Energia takiego stanu wynosi: F,, = —NJ. Rozwazmy teraz stany wzbudzone o naj-
nizszej energii. Kazdy taki stan wzbudzony ma dwie pary spindw o przeciwnym znaku.
Energia takiego stanu wynosi: Ei ... = —NJ + 2J. A ile wynosi magnetyzacja takiego

stanu? Ot6z moze by¢ dowolna (w zakresie od —(N — 4) do N — 4). Tak wiec w sumie
statystycznej, najnizsze stany wzbudzone ponad uporzadkowany stan podstawowy mo-
gg mie¢ dowolng magnetyzacje. Fakt ten mozna wypowiedzie¢ obrazowo, ze wzbudzenia
termiczne niszczqg uporzgdkowanie.

(W powyzszej wersji argument ma jedynie warto$é¢ heurystyczna; ale mozna go usci-
slic).

Uwaga. W d = 2 sytuacja jest juz inna: nie ma stané6w niskowzbudzonych o dowolnie
duzej przeciwnej magnetyzacji; jezeli stan ma niska energie, to ma tez malg magnetyzacje
— co powoduje, ze w niskiej temperaturze mozemy sie spodziewaé, iz uktad ma niezerowsa
magnetyzacje zgodna z warunkami brzegowymi. Po u$ciSleniu rozumowanie to stanowi
tre$¢ argumentu Peierlsa, z ktorym zaznajomimy sie niedtugo.

3.8 Zadania

—_

. (1 p) Wyprowadzi¢ wzor na podatnosé magnetyczna w jednowymiarowym modelu
Isinga. (tzn. przytoczy¢ wzor i zrozniczkowaé m po b — dopuszczalne jest rozniczko-
wanie symboliczne). Zrobi¢ wykres podatnosci jako funkcji od T dla B = 0. Zbadacé,
jak podatnos¢ zachowuje sie w temperaturze bliskiej 7' = 0.

2. (1p) To samo dla ciepta wlasciwego w d = 1 modelu Isinga — rowniez dla B = 0.

3. (0.5p) Znalez¢ macierz przejscia dla modelu Isinga o spinie 1, tzn. zadanego hamil-
tonianem (2), ale gdzie spin moze przyjmowaé wartosci 0,+1. cd. dla oséb zaintere-
sowanych wynikami réwniez numerycznymi; za cd. 2p. Znale7¢ numerycznie najwiek-
sza warto$¢ wlasna. Wykorzystujac to, zrobi¢ numeryczny wykres ¢(T) i x(T) (dla
B = 0) oraz m(B) dla trzech wybranych temperatur.

4. (0.5p. + 2 p.) To samo dla modelu Isinga o spinie % i oddzialywaniu n.n. oraz n.n.n.
(o ro6wnej amplitudzie).

5. (0.5p. + 2 p.) To samo dla drabinki Isinga.

6. (3p) To samo dla paska Isinga o szerokosci 4, z periodycznymi warunkami brzegowymi.
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7. (4p) To samo dla paska Isinga o szerokosci 4, na sieci trojkatnej, z oddzialywaniem antyferromagne-
tycznym. Poréwnac wykresy ciepet wtasciwych i podatnosci modelu Isinga na sieciach: kwadratowe;j

i trojkatnej.

Uwaga. Zadania te, brane tacznie, wykraczaja znacznie poza zakres wyktadu. Jako zada-
nia quasi-obowigzkowe proponuje jedno z zadan 1 lub 2, oraz napisanie dwéch macierzy
przejscia z zadan 3-5.
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4 Teoria pola Sredniego

4.1 Sformulowanie modelu

W tym rozdziale zajmniemy sie modelem pola Sredniego. Przestrzen konfiguracyjna uktadu
jest analogiczna, jak dla modelu Isinga, tzn. mamy N spinéw % Hamiltonian dany jest

wzorem: J
HN:NZSiSj—BZSi. (16)
1,5 i

W pierwszym wyrazie, sumowanie odbywa sie po wszystkich parach, z jednakowym czynni-
kiem; znaczy to, ze mamy do czynienia z oddziatywaniem dalekozasiegowym w uktadzie.
Ponadto, patrzadc na Hama (16) widzimy obecnos¢ dziwnego czynnika % przed suma.
Czynnlk gra role statej sprzezenia, ktora w tym przypadku zalezy od rozmiaru uktadu
- a spodmewahbysmy sie, ze stala oddziatywania nie powinna zalezeé od ilosci spinow!
Gdyby jednak nie byto czynmka , to wtedy energia uktadu nie bytaby proporcjonalna do
liczby weztow (rostaby jak kwadrat liczby weztow). Wybieramy tu (troche subiektywnie)
‘mniejsze zto’: Ocalamy intensywnos¢ (proporcjonalnosé energii uktadu od liczby weztow)
kosztem tego, ze stala sprzezenia zalezy od liczby wezlow.
Zakladamy, ze mamy do czynienia z uktadem ferromagnetycznym, tzn. J < 0.

4.2 Liczenie sumy statystycznej

Zauwazmy, ze poniewaz mamy do czynienia z suma po wszystkich iloczynach s;s;, to ta
suma jest petnym kwadratem (plus stala). Mamy wiec:

Z, =Y exp(—fHy) = Zexp[ JZsisj—l—ﬁBZsi]
i i

{31 {Sz

2
BJ
—Zexp ZS,» —ﬁJ+ﬁBZs,» )
ot 2N -
Oznaczmy teraz: K = ($J; b = $B. Ponadto, wszystkie konfiguracje spinéw podzielmy
na grupy. W pierwszej wszystkie spiny sa skierowane do goéry. Sumaryczna magnetyzacja

wynosi tu N. Ilo§é tych konfiguracji wynosi ( . Do drugiej grupy nalezg konfiguracje,

0
gdzie N — 1 spinéw jest skierowana do gory, a jeden jest skierowany w dét. Sumaryczna

magnetyzacja wynosi N — 2, za$ ilo$¢ konfiguracji 1

naleza konfiguracje, gdzie N — k spinéw jest skierowana do gory, a k jest skierowanych w

N ) Itd.; do (k + 1)—wszej grupy

. . . . [ N
dot. Sumaryczna magnetyzacja wynosi N — 2k, zas$ ilo$¢ konfiguracji 3 )

Zapiszmy teraz sume statystyczng jako:

P Zn = exp (—§N+6N) ( ](\][ ) + exp (-lg(N;[WﬁLb(N—Q)) < ]Y >

+...+exp<_“’;w_]\[2k)2+b(N—2k)><]Z>+...
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= sen (-5 B v o) (). (17)

Przed liczeniem logarytmu zamienimy symbole Newtona na exponensy; a uczynimy to
przy uzyciu wzoru Stirlinga. Wzér Stirlinga, pozwalajacy na przyblizone obliczanie silni duzych

liczb, ma postac:
n
n!l =+v2mn (—
e

)nef’/”", gdzie 0 < 0 < 1; (18)

(wyprowadzenie mozna znalez¢ np. w II t. Fichtenholza, lub w I tomie Whittakera i Watsona). Stad:

1
Inn!=nlon—n+ 3 In(27n) + (19)

120

stad mamy dla logarytmu symbolu Newtona, przy zachowaniu tylko wyrazéw, co nie znikng w granicy
N — oo:

m( JZ ) =InN!'—In(N —k)! =Ink! = NInN = N — (N = k) In(N = k) + N =k — kInk + k

=NInN—(N-k)In(N—k)—klnk

k k
=N [lann(Nk)Jern(Nk)Nlnk]

N—-k k. N-k k k

k k k k k

=N [7 111(1 — Ozk) —+ g 111(1 — Cl{k) — oy In Otk}

gdzie oznaczylismy:
k

N.

e7% (20)

Wstawiajac teraz powyzszg postaé¢ In’éw wspotezynnikoéw Newtona do wzoru na sume
statystyczna (17), otrzymujemy
€ﬁJZN

a K
=) exp {N [—2(1 —204.)* +0(1 — 204) — In(1 — o) + oy In(1 — o) — g In ak]}
k=0

N

= Z exp(N—F(ag)) = Z ey (21)

k=0 k=0
gdzie oznaczylismy:

—F(a) = —[2{(1 —2a)’ +b(1 —2a) —In(1 —a) +aln(l —a) —alna. (22)

oraz
e = exp(—F (ag)).

Oszacujmy teraz sume statystyczna (po podzieleniu przez staty ). Mamy:

N
ml?xe]kv <Zyv=) & <(N+ 1)ml?xe,]j
k=0
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Zapiszmy teraz energie swobodng. Korzystajac z:

1
—Bfn = N InZn
i monotoniczno$ci logarytmu, mamy:

In(N +1)
N

WezZzmiemy zaraz granice N — oo. Ale zanim to zrobimy, to przypomnijmy sobie relacje
(20) pomiedzy k oraz ay, i uciaglijmy zmienna «y, ktéra na razie przyjmowala wartosci
dyskretne z przedziatu [0, 1], do zmiennej «, ktora przyjmuje wartosci ciggle z przedziatu
[0,1]. W ten sposob mozemy przejs¢ od minimalizacji po k do minimalizacji po «, i
przechodzac do granicy N — oo we wzorze (23), dostajemy

ml?xln e < —Bfy < — + ml?xln €k (23)

—0Bf = max Inexp(—F(«)) = max (—F(«a)),

a€[0,1] a€[0,1]

lub
Bf = min (F(a)). (24)

a€l0,1]

(Pamietajmy tu, ze obie funkcje: f oraz F zaleza jeszcze od parametrow 3 oraz B, lub K
oraz b).

4.3 Co sie dzieje przy zmienianiu temperatury

Zanim przejdziemy do znajdowania minimoéw w réwnaniu (24), zamienmy zmienng a na
1, okreslong jako

1 —
p=1-2a skad o= 7”; a €[0,1] odpowiada p € [—1,1]. (25)

Patrzac na definicje o widzimy, ze jej analogon py jest magnetyzacjg konfiguracji spinow.
Przepisujac funkcje F(«) w zmiennej 1 mamy

+u_1—um1+u

K 1
=—p‘ —bu+1 2
Flw) = 51" —bp+In— > i, (26)
Zbadajmy teraz punkty krytyczne w rownaniu (24). Warunek g—’: = 0 jest rOwnowazny
%—f = 0. Mamy:
’ () 1 o 1+4p
OF (p
=Ku—b+ =1 27
By s (27)
Przyjrzyjmy sie istnieniu rozwiazan réwnania (27). Jezeli pochodna (27) do zera, otrzy-
mujemy
1.1
—1In L Kp—0,
2 1—p
lub, w nieco wygodniejszej postaci
p = tanh (b — Kpu) (28)

Wezmy najsampierw sytuacje b = 0, aby zobaczy¢, czy (i jak) moze sie pojawia¢ sponta-
niczna magnetyzacja. Ktadac b = 0 w (28), dostajemy

p = tanh (—Kp) (29)
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Jest to rownanie przestepne zwane tez czasem TRANSCENDENTNYM (nie mylié z trans-
cendentalnym') na p.

Przy szukaniu rozwiazan rownania (29) warto spojrzeé graficznie na sytuacje. Istnienie
rozwiazania odpowiada przecieciu wykresow funkeji y = p oraz y = tanh (—Kp). Widad,
ze rownanie (29) zawsze posiada rozwigzanie mug = 0. Ale nie zawsze jest to rozwiazanie
jedyne.

a) Wezmy przypadek T duze, czyli —K matle; otrzymujemy wowczas sytuacje z Rys.
A irozwiazanie py = 0 jest jedyne.

c) Gdy T jest male, a — K duze, to mamy sytuacje z Rys. C i istnieja trzy rozwigzania:
oprocz g = 0, jeszcze dwa niezerowe.

b) Mamy jeszcze sytuacje posrednia, gdy K jest takie, ze oba wykresy y = p oraz
y = tanh (—K ) sa styczne. Mamy wowczas jedno rozwiazanie 1y = 0. Rys. B

Czy wszystkie te rozwigzania sg akceptowalne? Pamietajmy bowiem, ze szukamy mini-
mum funkcji F(u), tzn. druga pochodna w punkcie krytycznym musi byé nieujemna.
Druga pochodna F(u) jest:

PF 1 1 1
(;”:mf — (30)
o 2(14+p 1—p
Dla rozwigzania zerowego, mamy
PF
# =K+1 (31)
o =0

i wida¢, ze dla K > —1 czyli —K < 1, pochodna bedzie dodatnia. (odpowiada temu zakres
temperatur: k;—“; <1,czyi T > ;—;; pamietajmy, ze J < 0).

Dla K = —1 = K, co odpowiada temperaturze rownej
—J
T.=— 32
- (52)

(temperature te zwiemy temperaturg krytyczng) druga pochodna F w zerze sie zeruje, zas
dlaT < T, druga pochodna F w zerze staje sie ujemna, co powoduje, ze rozwigzanie p = 0
jest nieakceptowalne tzn. niefizyczne. Fizyczne za to sa niezerowe rozwiazania roOwnania
(29): tam druga pochodna F jest wieksza od zera.

Zobaczmy jeszcze, co sie dzieje w temperaturze krytycznej. Z definicji 7,, druga po-
chodna po p jest tam réwna zeru:

2
TFm| _ g y1=0 (33)
ou =0
trzecia pochodna:
82F(u)‘ 1 l 1 1 1
7 S (S e cen el | Y (34

Lcompare "Moskwa-Pietuszki’ W. Jerofiejewa, gdzie w ok. potowie trasy, wspottowarzysze podrozy i

pijatyki, po wypiciu kolejnej kolejki mowili: — Trans-cen-den-talnie!
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(nic dziwnego, ze wzgledu na symetrie), oraz czwarta pochodna

O*F () B 1 1
op? ‘ . [(Hu)?’ " (1 —u)?’]

co odpowiada minimum, wiec znowu jest to rozwigzanie fizyczne.

Uwaga — dygresja. Koncepcja pola §redniego i wywodzace sie stad réwnanie (29)
licza sobie ok. 100 lat i byly wielokrotnie przedstawiane w r6znych wersjach. Przy okazji
jednak, czesto sie krytykuje MFT bardziej, niz ona na to zashuguje.

Jeden ze sposobow dojscia do rownania (29) jest nastepujacy. UZUP.

Wersja przedstawiona w tym wykladzie jest oparta na podejéciu zaprezentowanym u
K. Huanga, Mechanika statystyczna (starsze wydania), gdzie w analogiczny sposob anali-
zowano kondensacje Bosego-Einsteina.

Koniec uwagi — dygresji.

=2>0, (35)

u=0

4.4 Funkcje termodynamiczne i wykltadniki krytyczne

Aby obliczy¢ funkcje termodynamiczne, nalezy rozwiaza¢ rownanie (28) (dla dowolnego
B) lub (29) (dla pola magn. rownego zeru). Rozwiazanie ma postaé g = uo(3,b) (B
dowolne) lub py = uo(B) (B = 0).

4.4.1 Enmergia swobodna

Podsumujmy wiec, dla energii swobodnej:

K L+po L—po, 1+ po
= Fuo) = —pg — buo +1 — 1 36
Bf = F(po) = 51y = bpo +In — > BT (36)
gdzie pg jest rozwigzaniem réwnania
po = tanh (b — Kpyp) (37)

wynikajace z warunku 8}6——(“) =0.
H o

Wezmy tu (do odwotania) B = 0. Okazuje sie, ze mozna prosto wyrazi¢ energie we-
wnetrzng przez o:

4.4.2 Magnetyzacja spontaniczna i wykladnik [

Dla uzyskania magnetyzacji czy magnetyzacji spontanicznej jako funkcji temperatury nie
obejdzie sie bez rozwiazywania réwnania (37). Nie umiemy tego wypisa¢ explicite, ale
rozwigzanie istnieje w postaci uwiktane;j.

Zbadajmy natomiast zalezno$¢ m(B) w poblizu punktu krytycznego, co da nam wy-
ktadnik magnetyczny 3 (wykladowca ma nadzieje, ze nie zajdzie konfuzja z 8 = ).

kpT
UZUP.
4.4.3 Energia wewnetrzna

Jak pamietamy z cz. 2, energie wewnetrzng mozna policzy¢ z

9(5f)

=55

Mamy tu dwa zakresy temperatur:
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T >T.: Tu py =0, co daje: §f = const, a wiec u = 0.

T < T,.. Najsampierw przepiszmy rownania (36) i (37) tak, aby jawnie zaznaczy¢
zaleznosé od temperatury: (8f)(8) = F(uo(0); ). Teraz liczymy:

u_a(ﬁf)_a}" OF Opo 0 <K 2) 0 <6J 2>_J 9 kaCM%

= 33

“op o o on as\2’) Taplat) Tt T
=0

(ostatnia rownosé wykorzystuje definicje temp. krytycznej (32)).

Widaé, ze energia wewnetrzna jest cigglta jako funkcja temperatury, natomiast jest nie-
gtadka RYS.: cieplo wlasciwe (czyli pochodna u po temperaturze) ma skok.

4.4.4 Magnetyzacja w temperaturze krytycznej i wykladnik ¢

UZUP.

4.4.5 Podatno$¢ magnetyczna i wykladniki v

UZUP.

4.5
4.6

Wyktladniki krytyczne inaczej: Jaskélczy ogon czyli Aj
Do czego przydaje sie MFT

MFT przydaje sie jako pierwszy krok w analizie modeli, dla ktérych brak rozwigzania Sci-
stego oraz porzadniejszych metod analizy; oczywiscie do wynikéw MET nalezy podchodzi¢
7 TeZEerwa.

Najpowazniejsze wady MFT (z punktu widzenia zwiazku z rzeczywistymi ukladami)
to: -) zaleznos¢ stalej sprzezenia od rozmiaru uktadu; -) zerowe ciepto whasciwe dla T > T..

Istniejq jednak uklady, z oddziatywaniami o duzym zasiegu, dobrze opisywane przez
MFET!

Pokaz rysunkéw z Ott et al.

(Bardzo rzadka sytuacja, ale jednak).

Ale jest kilka przypadkow, gdzie wyniki MFT sq Scuste:

4.7

Wyktadniki krytyczne w dostatecznie duzych wymiarach osiggaja wartosci srednio-
polowe.

Temperatura krytyczna otrzymana z MFT stuzy jako gdrna granica temperatur
krytycznych w uktadach rzeczywistych.

Zadania

. (0.5 p.)Pokaza¢, ze dla T' < T, niezerowe rozwiazania o rownania (29) sa dopusz-

. 2
czalne, tzn. ze aaL(Q“) >0
K= o

. (1.5 p.) Rozwiaza¢ model Zs pola $redniego, tzn. gdzie spiny oddzialywujg 'kazdy z

kazdym’ wg regulty S; - S;, gdzie S; przyjmuje wartosci: (0, 1), (% — @), (—% — @)
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3. (3 p.) Rozwiazaé¢ model pola $redniego dla spinu 1 a la Blume-Capel. Zbada¢ punkt
trojkrytyczny i znalezé¢ tam wyktadniki krytyczne.

Uwaga. Zadanie 3 na razie w wersji szkicowej, bedzie doprecyzowane.
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5 Argument Peierlsa i spontaniczna magnetyzacja w
d = 2 modelu Isinga w niskich temperaturach

5.1 Sformulowanie konturowe (wielobokowe) sumy statystycznej

Zacznijmy od geometrycznego przedstawienia sumy statystycznej modelu Isinga przez
tzw. wieloboki.
Zalozmy, ze mamy model Isinga z hamiltonianem

HA = JZ 5iSj
(i)
na sieci kwadratowej. Zaktadamy, ze J < 0 (przypadek ferromagnetyczny).

Wezmy (w tej Subsection) uktad o geometrii kwadratu N x N z periodycznym warun-
kami brzegowymi (pdzniej bedg inne). Sa dwa stany podstawowe (wszystkie spiny '+’ lub
’—7), oba o energii E,; = 2N?J (mamy 2N? par najblizszych sasiadow (n.n. — nearest
neighbours), kazda para wnosi energie .J).

Kazdy stan uktadu to pewna konfiguracja pluséw i minuséw na sieci. Zauwazmy, ze
energia takiej konfiguracji (dokladniej, energii konfiguracji minus energia stanu podsta-
wowego) to ilos¢ par n.n. gdzie sasiedzi maja rdzne spiny. Mozemy to zobrazowaé¢ w ten
sposob, ze jesli w danej parze spinéw (ij) spiny sa rdzne, to w poprzek wiazania (ij)
rysujemy kreske (na sieci dualnej). Jesli spiny sa zgodne, to kreski nie rysujemy. W ten
sposob, konfiguracje zakodowali$émy jako wielobok na sieci dualnej. RYS. Peil

Wtasnosci wielobokdw:

1. Wieloboki sa zamkniete.
2. Z kazdego wezla sieci dualnej wychodzi 0,2 lub 4 boki wieloboku.

3. Energia konfiguracji (ponad stan podstawowy) jest proporcjonalna do dlugosci wie-
loboku, doktadniej, jesli wielobok ma dlugoéé [, to energia takiej konfiguracji wynosi

E=2J]

4. Tlos¢ bokow wieloboku jest parzysta. (Zaktadamy, ze N jest parzyste) Najmniejszy
wielobok ma 4 boki; najwickszy — to wszystkie wigzania na sieci dualnej, w ilosci
2N2.

5. Relacja miedzy konfiguracjami a wielobokami jest 2 —1’: Dany wielobok odpowiada
dwom konfiguracjom (r6znigcych sie znakiem kazdego spinu). (Dalej ten obrazek
troche zmodyfikujemy, aby relacja: konfiguracje vs. wieloboki byta 1 — 17).

6. W sumie statystycznej wystepuja wszystkie mozliwe wieloboki na sieci.
Wypiszmy teraz sume statystyczna:

Znwn = 272N {1 + N2e807 L oN2e1287 ool em"Nz}

1 9
=2V [1 + N%g* 4 2N?2% + (§N4 + 5N2)az8 + (2N* + 12N?)z™

1 1 112
+(6N6 + 23]\/4 + TNZ)x12 +.. } (38)
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gdzie x = €297, (Ilustracja: RYS. Pei2) (W powyzszym wzorze niejawnie zatozylismy, ze
N > 6; w przeciwnym przypadku wspotczynniki sg troche inne — trzeba wzoér zmodyfiko-
wac o czlony brzegowe). Mozemy wie skrotowo zapisac¢

Inen =207V A, gdzie k=0,4,6,...,2N? — 6,2N? — 4,2N? (39)
k

Wspotezynniki Ay mozna wyliczy¢ §cisle (cho¢ nie jest to proste), ale w tym rozdziale
bedziemy je szacowac.

1. 7 Dywagacje o tym, ze w granicy TD do sumy stat. wchodzi tylko maxy Ax?

2. 7?7 stosowny obrazek, + komentarz jak to mozna zinterpretowaé¢ w jezyku balansu entropii i energii?
3. 7 Co sie zmienia gdy wprowadzi sie pole magnetyczne?
4

InZnxnN

. 7 Uwaga ze gdy si¢ liczy —5=*", to wchodzg tylko spdjne wieloboki?

5.2 Roézne miary uporzadkowania magnetycznego

Dla danej konfiguracji, magnetyzacja na jeden spin wynosi
Ny —N_

N
Dla uktadu o swobodnych lub periodycznych warunkach brzegowych, z symetrii mamy:
(M)yn = 0 dla dowolnego N i, w konsekwencji, w granicy termodynamicznej tez (M) =
0. Kryterium, ze spontaniczna magnetyzacja pojawi si¢, jezeli $rednie namagnesowanie
bedzie rézne od zera, przeocza wiec duza liczbe ciekawych sytuacji i dobrze bytoby znalezé¢
inne, bardziej czute.

My =

1. Zdefiniujmy wielko$é, mogaca stuzy¢ jako okre$lona miara spontanicznego nama-

gnesowania:
My = Jim (M|} (10)

nasuwaja sie tu od razu pytania o istnienie granicy, oraz, czy jest ona niezalezna od
warunkéw brzegowych. Pierwsze pytanie CHYBA ma odpowiedz pozytywna; drugie,
CHYBA tez.

2. Druga miara uporzadkowania, to pytanie, czy jest r6zna od zera wielkosé

3. Najbardziej chyba fizyczna jest definicja, ktora sie pojawita na samym poczatku,
a mianowicie rozpatrujemy uktad w polu magnetycznym B, liczymy magnetyzacje
jako funkcje pola magnetycznego M (B) i magnetyzacje spontaniczng okreslamy jako

M = lim M(B). (42)
B—04
Niestety, definicja ta okazuje sie by¢ trudna w uzyciu.

4. Wreszcie rowniez fizyczne jest kryterium, polegajace na okreleniu, czy jest roézna
od zera granica

lim (s0si), (43)

[i]—o0
moéwiaca, czy niezerowe jest prawdopodobienstwo, ze dowolnie dalekie spiny beda
ustawione w tym samym kierunku. (Jak zwykle jest pytanie o istnienie granicy, a
jesli istnieje, to o niezaleznosé jej od kierunku).
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Znane sg wyniki, wiazace powyzsze wielkosci.
e [ tak np. dla modelu Isinga okazuje sie, ze
My < Mp (44)

Lieb, Schulz i Mattis '64.

Uwaga. Dla skoriczonych N, powyzsza nieréwnosé jest banalna. Banalne jest row-
niez skonstatowanie, ze jezeli granica TD istnieje, to powyzsza nier6wnos¢ jest tez
prawdziwa w granicy. To co jest niebanalne, to pokazanie, ze obie granice istnieja.
(Dziekuje stuchaczom, ktorzy przez podkreslenie banalnosci powyzszej nieréwnosci
dla skoniczonego N sprowokowali wyjas$nienie, dlaczego nieréwnos¢ LSM jest nietry-
wialna.)

e Ponadto:
MD < M7

Griffiths, '67.

e Griffiths pokazal (co bedzie trescia dwu nastepnych Subsections), ze (|M|)y ma
dolng granice niezalezng od N dla uktadu o swobodnych warunkach brzegowych:

(IM)y > M, >0 (M - liczba) (45)

Zanim jednak to konkretnie policzymy, to rozpatrzymy, w Slad za Griffithsem,

5.3 Uklad o geometrii kwadratu z ustalonymi spinami na brze-
gach

Tak wiec, wezmy uktad o geometrii kwadratu, zawierajacy N spinéw. Tzn. mamy kwadrat
VN x V/N. Zakladamy, 7e wszystkie spiny na brzegach kwadratu maja ustalony znak
(powiedzmy, "+"); jest ich /N — 4.

Tym razem zmodyfikujmy nieco pojecie wieloboku tak, by byto ono w '1—1" odpowied-
niosci z konfiguracjami. Mianowicie nadajmy kazdemu spéjnemu kawatkowi wieloboku
(bedziemy go zwaé¢ konturem) kierunek, definiujac go tak, ze spiny '+’ beda na lewo od
konturu, a spiny '—’ na prawo. RYS. Pei3d Ponadto uméwmy sie, ze nie ma wierzchotkow,
z ktorych wychodza 4 bond’y. Jesli spotykaja sie w wierzchotku 4 bond’y, to uznajmy, ze
sa to dwa kontury, ktore 'mijaja sie’. W ten sposob, jezeli w jakims$ wierzchotku spotykaja
sie dwa kontury, to kazdy z nich ’skreca w prawo’, aby sie uniknety.

W ten sposéb, wzbogacajac kontur o orientacje, ujednoznaczniamy zwiazek miedzy
wielobokami (zbiorami konturéw) a konfiguracjami.

Nazwijmy P zbiér wszystkich konturéw dla uktadu o spinach "+" na brzegu. Tylko
takie kontury beda wystepowaé w sumie statystycznej i liczenia Srednich.

Zauwazmy, ze dla wszystkich konfiguracji ze zbioru P, kontury otaczajace spiny "—"
tworza wyspy — tzn. kontury te sa zamknicte. RYS. Peid

Zauwazmy roéwniez, ze kazdy spin "—" jest otoczony przynajmniej jednym konturem.

Kolejna obserwacja: Kontur o dtugosci b otacza co najwyzej % spindw. RYS. Peib

Uwaga. Nieré6wno$¢ te mozemy rozpatrywaé jako dyskretny analog nierdwnosci izoperymetrycznej
(jaki jest najwiekszy obszar, otoczony krzywa o diugosci b). Widaé, ze problem ma rozne rozwiazania w

przypadku dyskretnym i ciagtym.
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Wiec: Dla dowolnej konfiguracji C' € P, ilos¢ spinow N_ w C' jest nie wieksza niz:

b2 m(b) (i)
N_< Z 16 Z Xy (46)
b=4,6.8, ... i=1

gdzie m(b) jest liczbg mozliwych spdjnych wielobokéw o dtugosci b, zas lei) jest okreslone
jako:
0 1 gdy i—ty kontur wystepuje w konfiguracji C'
Xb —
0 w pozostalym przypadku.

Wielkosci m(b) oraz Xéi) trudno jest obliczy¢, ale dos¢ tatwo oszacowac.
e Na m(b) mamy oszacowanie:

m(b) < 4N3b12. (47)
Bo: Budujmy caly kontur odcinkami. Zacznijmy od jakiego$ wezta poczatkowego; mamy
N mozliwosci jego wyboru.

Po wybraniu wezta startowego, w pierwszym kroku mozemy i$¢ w czterech kierunkach.
Potem juz co najwyzej w trzech, bo nie mozna wracaé¢ (doktadniej, k—ty krok nie moze by¢
(k —1)—wszym w odwrotnym kierunku). RYS. Pei6 Razem dla wieloboku zamknietego
i spojnego dhugosci b daje to N - 4 - 3°~! mozliwoéci; ale tak naprawde jest ich mniej, bo
konstrukcje wieloboku mozna zaczaé z dowolnego jego wierzchotka, a wielobok dtugosci b

ma b wierzchotkow; stad czynnik § we wzorze (47).

Teraz: Rozpatrzmy kontur 715” (o dtugosci b oraz o numerze [ wsrod konturdéw o dhugosci

b). Prawdopodobieristwo znalezienia tego konturu Prob(vél)) wérod wszystkich mozliwych

(@

konfiguracji P jest wartosciq Srednig wielkosci sz , tj.

Z’ e BEc
. C
o Z e PEc’

ceP

(48)

gdzie w mianowniku mamy sumowanie po wszystkich konfiguracjach nalezacych do P, (w
mianowniku jest wiec suma statystyczn), natomiast w liczniku sumujemy tylko po konfi-
guracjach, zawierajacych kontur %El) (prim przy znaku sumy w liczniku zostal postawiony
dla zaznaczenia tego faktu).

Niech teraz C' bedzie konfiguracja zawierajaca kontur 7,5“.

Niech C* bedzie konfiguracjg otrzymana z C przez odwrdcenie kazdego spinu wewngtrz
W RYS. Pei7

Widac¢, ze jesli C' € P, to rowniez C* € P.

Energie obu konfiguracji C, C* sa powigzane nastepujaco:

Ec = Ege — 2Jb; (49)

(przez usuwanie konturu energie zmniejszamy, wiec C* ma energie mniejszg o dtugosé
konturu ’yél); pamietajmy, ze J < 0).
Teraz!! Mianownik prawej strony wyrazenia (48) zmaleje (a wiec r.h.s. wzrosnie), jezeli

w mianowniku weZzmiemy nie wszystkie, a tylko niektore konfiguracje; a mianowicie te,
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ktore zostaly otrzymane z konfiguracji w liczniku przez zastosowanie operacji odwrdcenia
spinéw wewnatrz konturu vbl .

Wtedy licznik i mianownik sa proporcjonalne, ze stala proporcjonalnosci (p. rown. (49)
réwng e*?/. Mamy wiec:

(") < e (50)
co daje oszacowanie
EAN R (i) N - b 2b8J _ N & 28J\b
D S o S o T VL
b=4,6,8,... 0 i=1 b=4,6,. b=4,6,...
Oznaczmy:
K = 3e27. (52)

Kazdy ze Stuchaczy/Czytelnikow niechybnie zorientuje sie od razu, ze warunkiem zbiez-
nosci szeregu (51) jest

k= 3e? < 1. (53)
Wida¢, ze szereg wystepujacy w nieréwnosci (51) bedzie zbiezny dla dostatecznie matej

temperatury, a konkretnie, przepisujac warunek (53), dla

Natomiast oszacowanie (46) bedzie z sensem, gdy znajdziemy temperature, dla ktorej
N_ < 3. Aby ja znalez¢, trzeba wysumowac szereg wystepujacy w (51).

<N_><ﬁ Z lmb:%(2/@2+4n4+656+~~7252):%(x+2x2+3x3+~~—z)

gdzie oznaczyliémy = = k2. Powyzsza sume mozna tatwo wyrazi¢ przez szereg geometryczny, mamy
bowiem:

1 Ly 1
9 ;. 2 o 2 3 — =
(I+z+a®+.) =142 432"+ = — (¢4 20" + 30 +"')_<1—x> S (1-a)?

mamy wiec

9 3 o x o 1—(1—x)27 5 2—x
(x+2x + 3x +) 177(1—3:)2 xi%i(l—x)Q =z 1—2)7
czyli
N k42 — k)?
Ny ———m——~
(M) <5 (1 — k2)?
Patrzac, kledy ) stanie sie mniejsze od 2 5 mozna policzy¢, ze stanie sig to, gdy x ~ 0.77.

Oznaczmy te Wartosc K jako F.; mamy: 626‘:‘] ~ 8T czyli ERIEE 1In %7 ~ 0.68.
Wartosé doktadna temp. krytycznej jest: sinh 2|5.J| = 1, co daJe 5J ~ 0.44069, czyli

T. _BJ

— = — ~ (.6483.

T. B.J

Uwagi.

1. Dla ukladu o geometrii kwadratu z ustalonymi spinami na brzegach, uzyskalismy
oszacowanie na magnetyzacje.
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2. Z rozwiazania $cistego (lata 80. XX w., Abraham) wiadomo, ze dla T > T, dla
uktadu w geometrii kwadratu ze stalym polem brzegowym, magnetyzacja w granicy
TD jest rowna zeru.

3. Wynik pokazuje, ze ponizej T, ’infinitezymalna’ zmiana warunkéw brzegowych po-
pycha uktad w kierunku konkretnego stanu podstawowego.

5.4 Uklad ze swobodnymi spinami na brzegach

Tu bedziemy sie¢ zajmowaé oszacowaniem na (|M]).

Patrzac na kontury, widzimy, ze w odrdéznieniu od poprzedniej sytuacji, kontury moga
nie byé zamkniete. RYS. FO

WeZzmy najsampierw kontur zamkniety. Dzieli on zbiér wszystkich spinéw na dwa
roztaczne podzbiory: Do jednego naleza spiny lezace wewngtrz konturu, a do drugiego na
zewngtrz. RYS. F1

Jesli za$ kontur jest otwarty, to rowniez dzieli on zbiér spinéw na dwa (rozlaczne)
podzbiory. Przyjmijmy konwencje, ze mniejszy z tych zbiorow (mniejszy pod wzgledem
liczby elementow) nazwiemy znajdujacym sie wewngtrz konturu, za$ wiekszy, ze jest na
zewngtrz konturu. Jesli zas oba podzbiory maja te samg liczbe elementow, to podzbior,
znajdujacy sie po prawej stronie konturu, nazwijmy bedacym we wnetrzu konturu (wiec
podzbior z lewej strony konturu znajduje si¢ na zewnatrz). RYS. F2 a, b.

W kazdym przypadku, we wnetrzu konturu dtugosci b lezy co najwyzej %b2 spinéw.

Mozna tu oszacowaé prawdopodobieristwo wystepowania i— tego konturu o dtugosci
b wérod wszystkich dopuszezalnych tu konfiguracji (tu zbior P wszystkich konfiguracji
jest bez ograniczen: Kazdy spin moze przyjmowaé wartosci +1). Rozumowanie jest tu
analogiczne jak w przypadku poprzednim; wszystkie kroki prowadzace od (48) do (50)
mozna powtorzy¢ i otrzyma sie, ze wzor (50) obowiazuje rowniez w tym przypadku.

Teraz: Podzielmy zbior wszystkich konfiguracji na dwa podzbiory A i B: AUB = P:

e Podzbior A: Naleza do niego wszystkie konfiguracje takie, ze wszystkie spiny 'minus’
sa otoczone przynajmniej przez jeden kontur;

e Podzbior B: Naleza do niego wszystkie konfiguracje takie, ze przynajmniej jeden
spin 'minus’ lezy na zewnatrz wszystkich konturow.

7 konstrukeji wida¢, ze sg to zbiory nieprzecinajace sie.

WeZmy teraz jakas konfiguracje C' € B. Kazdy spin '+’ w tej konfiguracji musi leze¢
po przeciwnej stronie pewnego konturu pochodzacego od spinu '—’ lezacego na zewnatrz
wszystkich konturéw. Wobec tego, kazdy spin '+’ lezy wewnatrz przynajmniej jednego
konturu.

Niech Py bedzie prawdopodobienstwem wystapienia konfiguracji C'. Odpowiednio,
niech M¢, (Ni)c, (N-) beda wartosciami: magnetyzacji, liczby spinéw '+, liczby spi-
noéw '—’ odpowiednio w konfiguracji C' Mamy:

(IM]y = > |Mc|Pc > > |Mc|Po— Y |Mc|Pc
Cep CeA CeB

1
N

(NN

(Z (NoPo+ (M)oPc) (55)

CeA ceB
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Dla konfiguracji nalezacych do zbioru A, wszystkie spiny '—’ leza wewnatrz pewnego

konturu. Mamy wiec analog nieréwnosci (46), w ktorej jedynie nalezy zastapié ll’—z przez
;, czyli mamy:
b2 m(

No< Y Z X", (56)
b=4,6,8,...
Identyczna nier6wnosé zachodzi dla ilosci spinow N, w konfiguracjach ze zbioru B. Osta-
tecznie mamy, pamietajac, ze zbiory A i B sg rozlaczne:

<Z (N-)oPo+ ) (N+)CPC> < Z v mz: < umpapa (57)

CeA ceB b=4,6,8,.

gdzie k dane jest — jak uprzednio — przez (52).
Pokazalismy wiec, ze dla dostatecznie niskich temperatur, ma miejsce oszacowanie (45)
podane przez Griffithsa.

5.5 Co w wysokich temperaturach?

To co pokazali$my, to ze w niskich temperaturach bedzie istniato spontaniczne namagneso-
wanie. Dla dokonczenia dowodu, ze w ukladzie bedzie przejscie fazowe, trzeba by jeszcze
zobaczy¢, ze w wysokich temperaturach nie ma spontanicznego namagnesowania. Robi
sie to przez zbadanie dwupunktowej funkcji korelacji i pokazanie, ze funkcja ta maleje
wykltadniczo w wysokich temperaturach.

5.6 Uogoblnienia

1. bLatwo zobaczy¢, ze analogiczne rozumowanie da si¢ tez przeprowadzi¢ w wymiarze
d = 3 (i wyzszych); jedynie zamiast konturéw trzeba rozpatrywac ich analogony,
tzn. wielosciany.

2. Istotnym zalozeniem w argumentacji Peierlsa/Griffithsa bylo zalozenie o symetrii
hamiltonianu wzgledem odwroécenia spinéw. Pojawia sie naturalne pytanie, czy ar-
gumentacje mozna zmodyfikowaé, tak by dziatata i w tym przypadku?

Okazuje sie, ze tak, cho¢ rozwazania sa tu duzo bardziej skomplikowane. Stanowia
one tres¢ tzw. teorii Pirogova-Sinai’a (potowa lat 70. XX w.) Gloéwne zalozenia i
wyniki mozna tak przedstawic:

(a) Uktad ma skoniczona ilo$¢ stanéw podstawowych;

(b) Sume statystyczna daje sie wyrazi¢ przez 'kontury’ (w d = 2, obiekty ’quasi-
jednowymiarowe’)

(c) Energia konturu jest proporcjonalna do jego dtugosci. (tzw. 'warunek Peierlsa’)

Wtedy diagram fazowy stanéw podstawowych, w temperaturze dostatecznie malej,
ulega jedynie niewielkiej deformacji.

3. Jest sporo ciekawych modeli, gdzie ilos¢ stanow podstawowych jest nieskoriczona.
(Prototyp: Antyferromagnetyk Isinga na sieci trojkatnej). W niektorych sytuacjach
udaje sie pokazac, ze w skonczonych temperaturach bedzie istniata skoriczona ilosé
faz . Na ogét b. ztozone diagramy fazowe
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4. Kwantowa teoria Pirogova-Sinai’a: Rozpatruje sie uktady typu: 'Uktad klasyczny’
plus 'maty dodatek kwantowy’. Prototyp: Silnie anizotropowy model Heisenberga.
Wyniki:

Jesli hamiltonian klasyczny spetnia zalozenia czynione przy klasycznej teorii
[IpX, to jesli dodatek kwantowy jest dostatecznie maly i temperatura jest do-
statecznie niska, to (podobnie jak w klasycznej wersji [IpY) diagram fazowy
stanéw podstawowych, ulega jedynie niewielkiej deformacji.

(a) Jesli Ham klasyczny ma nieskonczong ilosé stanow podstawowych, to moga sie
dzia¢ rozne rzeczy...

30



6 412. rozwigzanie 2-d modelu Isinga: uzycie calek
grassmanowskich

6.1 Historia: Niektére z metod otrzymania $cistego rozwigzania
modelu Isinga

Onsager, 1944;

Kaufman, 1949;

Kac, Ward 1952;

Vdovichenko 1963;

Lieb, Schulz, Mattis 1964;

Baxter, Enting 1978 (399-th solution of the Ising model);

Samuel 1980: uzycie zmiennych grassmanowskich (podstawa niniejszego przedsta-
wienia).

Zmienne grassmanowskie — chleb powszedni w teorii pola; bardzo pozyteczne réwniez
w innych zastosowaniach (tu: mechanika statystyczna).

6.2 Zmienne antykomutujace i ich wlasno$ci.
6.2.1 Zmienne grassmanowskie i funkcje od nich

Def. Algebra Grassmana nad C. Niech bedzie danych N obiektow n, (« =1,2,..., N)
zwanych zmiennymi grassmanowskimi. Z tych zmiennych utworzymy algebre (przez branie
iloczynow zmiennych n;n;, n;n;n itd; oraz branie kombinacji liniowych o wspoétczynnikach
z C, z naturalnymi regutami liniowosci, rozdzielnosci i tacznosci). Zaktadamy!!! ze {n,}
spetniaja relacje

Natls + 1aNa =0 Va, B. (58)

W szczegblnosel, n2 = 0.
Demistyfikacja zmiennych grassmanowskich, czyli jak identyczne struktury pojawiaja
sie¢ w réznych dzialach matematyki/fizyki.

1. Bardziej formalna definicja: Niech V bedzie przestrzenia wektorowg nad C, dimV = N. Algebrg

Grassmana generowang przez ) jest

K
. AV, (59)

AV =
k

by

0 k
gdzie AV =C, za§ A V jest k— krotnym antysymetryzowanym iloczynem tensorowym V. Wiec !!
Jesli {m1,...,nn} jest baza w V (zwiazek z powyzsza, mniej formalna definicja) to dowolny element
v € AV mozna przedstawi¢ w postaci:

N
v= Z z : ailig...iknil 7]1'2 e 77%
k=01<1i1 <ig<--<ip <N
gdzie wspoétezynniki ay,;,.. .4, € C.
Kk
Uwaga. W geometrii rdzniczkowej elementy przestrzeni A V nazywa sie k—formami, i wektory bazy

tejze przestrzeni oznacza 1;, A1, A - A1,
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Dodawanie elementéw AV odbywa sie 'po sktadowych’: Jezeli:
N N
v= Z Z QXiyio.ig i Nig - - - Ty, W= Z Z Bivia..iwMin Mis - - - i
k=01<1i1<io<---<ip <N k=01<i1 <0< - <ip <N
to, dla v, € C
N
YU+ ow = Z Z (’yaili2~~~ik + 5ﬁi1i2~-~ik)77i177i2 < Mg
k=0 1<i1 <io<-<ip<N

za$§ mnozenie — przez rozdzielno$¢ (mnozenia wzgledem dodawania) i mnozenie elementéw bazy

zgodnie z:

o 0, Jeé]l {il,ig,...,ik}ﬁ{jl,jg,...,jl}%@
(Mix Wi M) M Mg - M) = { SgN(1) 1, Ty - - Mg jesli {iv,ig, ... ik} O {J1,Jos- -, 51t =0
gdzie (myi,ma,...,mpyy) jest permutacja (iy,4s, ..., %k, j1,J2,---,J1), za$ sgn(m) — znakiem per-
mutacji.

Przykl. Niech N = 3. Wezmy:
(]. + 2(110,3)(@2 + 3a2a3) =as + 3(12(13 + 2(11(13@2 + 6(110,3(12(13 = ag + 3(12(13 - 2(11&20,3

2. Operatory anihilacji N réznych czastek tworza algebre Grassmana.

3. Zmienne grassmanowskie moga tez by¢ reprezentowane przez macierze. Np. przedstawienie macie-
rzowe algebry Grassmana dla N = 2 jest:

o o oo
_ oo o o
o O o o

3

S

|
o= O o

o O O
o O o o
o O o o

0

!
m = 0
0 -1

Czytelnik /shuchacz zechce sprawdzié, ze n? = 2 = m1m2 + 721 = 0 i Ze nie jest to reprezentacja
trywialna, tzn. nin2 # 0.

Wtasnosci te powoduja, ze najogdlniejsza funkcja od zmiennych grassmanowskich jest
wielomianem N-tego stopnia: Niech f bedzie funkcja N zmiennych (rzeczywistych lub
zespolonych), definiowana przez szereg Taylora. Wtedy:

f,me, .. ) = ag + Zaana =+ Z AapNallg + -+ Q123 N2 - - - 1IN (60)
«a a<f

gdzie wspotezynniki ay € R lub C (I — wielowskaznik).

6.2.2 Calki grassmanowskie

Def. Caltke po zmiennej grassmanowskiej definiuje sie formalnie jako

/dn:(), /ndnzl (61)

oraz dla N zmiennych:
/nmz coonndndng . odny =1 (62)

Uwaga na kolejnosé zmiennych! Catka po czymkolwiek innym, jest zero.
Tak wiec catka z funkcji N zmiennych, o postaci (60), jest

/fdn = /fd771d772 co.dny = ae3.N (63)
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6.2.3 Wlasnosci calek grassmanowskich

1. Przesuniecie zmiennej: Niech J = {J,}, a = 1,..., N — zmienne grassmanowskie:
Jajg + Jgja = O, Uajg + Jg?]a =0 VOé, 6

Wtedy
[ 1tnahdn = [ 1({ne+ Jab)dn. (64)

Bo: Gdy sie rozwinie funkcje f({ns + Ja}), to jedynym cztonem, ktory bedzie proporcjonalny o
mnz ...NN, bedzie a12. N —ten sam wyraz co w rozwinieciu f({nq}). I tylko catka po dnidny ... dny

z tego wyrazu nie zniknie — bo calki z czegokolwiek innego poznikaja.

2. Zamiana zmiennych: Niech:
Vo = Aapnp (65)

gdzie A jest macierza odwracalna. W ten sposob, {1,} jest rownowaznym zbiorem
zmiennych antykomutujacych.

Zachodzi:
[ Fndn = (det 4) [ F(A70)dv. (66)

lub tez
dn = (det A)dy (67)

Uwaga. Zachowanie jest odmienne od tego czego nalezaloby sie spodziewaé dla
zmiennych komutujacych i catki Riemanna; tam mamy czynnik (det A)~! zamiast
(det A) w (67).

Aby zobaczy¢, skad sie to bierze, rozpatrzmy najsampierw przypadek N = 1. Niech 7 bedzie
zm. grassmanowska; mamy wiec [ndn = 1. Niech teraz ¢ = an (a € C). ¢ tez jest zmienna
grassmanowska, wiec [¢dy = 1. Napiszmy: dn = (c6$) dp (c6§ € C) i mamy : 1 = [4pdyp =
fa@ndn, czyli (c6$) = a; czyli otrzymujemy wersje N = 1 wzoru (67).

Przechodzac do przypadku ogolnego, sprawdzimy rownosé (67) na jedynym nieznikajacym wyrazie
bazowym, tzn. iloczynie wszystkich N zmiennych. Napiszmy znowu:

dn =dndmdny . ..dny = (co8)dyrdi)s ... dYy = (co8)dy.

Postuzymy sie faktem znanym z teorii form (liniowych badz rézniczkowych). Piszac zamiane zmien-
nych (65) (lub, dla skrétu, ¢ = An), i traktujac 1, ...,¥N oraz ny,...,ny jako 1-formy réznicz-
kowe (pod wzgledem wtasnosci algebraicznych takie same jak zm. grassmanowskie) mamy:

Y1 Apy - ANy = (det A)my Ama--- A

Tak wiec:

3 1 g, (cO8) -
1= [y = g [0 (eosian = 5 [wdw =1,
czyli (c68) = det A, zatem dn = (det A)dv), otrzymujemy wiec (67).

Uwaga. Definiuje sie rowniez rézniczkowania po zmiennych grassmanowskich; ale ze nie
bedziemy tego uzywaé, wiec ciekawych (ciekawskich) odsytam do prac Berezina lub Feld-
mana i in.
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6.2.4 Dzialania kwadratowe

1. Dla dowolnej macierzy A wymiaru N x N zachodzi:

/exp (Z naAagng) dndn' = det A. (68)

af

Tu ny,...,7nN, 771, . 777ij sa niezaleznymi zmiennymi grassmanowskimi. Calke po
tych zmiennych (a raczej jej znak, przez ustalenie kolejnosci) definiuje sie jako:

/ mninans .. nxndmdnidnedn} . . dpydnly = 1.

Bo: Rozwiniecie exponensa konczy sie na N—tym rzedzie. Calki po wyrazach nizszego rzedu
znikaja; jedyny nieznikajacy wktad daje wyraz N —tego rzedu. Patrzac na kolejnosci poszczegdlnych
wyrazow, oraz catkowity czynnik kombinatoryczny, widaé, ze wszystko sie sktada do wyznacznika.

Latwiej: Skorzysta¢ z wzoru na zamiane zmiennych (66) w calce, zamieniajac wszelako potowe

zmiennych: nt — A=t

2. Dla dowolnej parzystowymiarowej macierzy A:

1
/exp (2 Z%Aaﬂnﬂ) dn =P A. (69)

af
Uwagi:

(a) Macierz A w (69) moze by¢ wybrana jako antysymetryczna.

(b)
11

PPA= o Ap0@ A0 - Aa (10
2V (N/2) U;;N(Sgng) (Mo@Ao@0) -+ - Ao(N-1)o(N)

3. Sa rowniez analogi powyzszych wyrazen bez znaku permutacji (permanent, hfaffian).

6.2.5 Przyklad zastosowania zmiennych antykomutujacych:

Stw. Dla antysymetrycznej macierzy A wymiaru parzystego zachodzi
(Pf A)? = det A.

Dowdd. W wyrazeniu (68) przeprowadzmy zamiane zmiennych:

1 1
= (W 4 i@ F o (D) ().
n ﬂ(na ne’)s  nh ﬂ(na N );
Mamy:
dnadn), = idnNdn?

Poniewaz A — antysymetryczna, mamy:

1 1 2

naAaﬁnL = 5 ( (gl)AaBng) + Uéz)AaMé ))

Wyrazy mieszane znikaja na mocy antysymetrii A; exponens faktoryzuje sie na dwa expo-
nensy (od zmiennych n{), 7)), a calka faktoryzuje sie na dwie calki, kazda z ktorych ma

postaé¢ (69), tzn. daje Pfaffian.
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6.3 Dwuwymiarowy model Isinga.
6.3.1 Sformulowanie wielobokowe: Wersja *wysokotemperaturowa’

Bylo uprzednio pokazane, jak sume statystyczna 2d modelu Isinga wyrazi¢ przez wielo-
boki. Bylo to tzw. rozwiniecie niskotemperaturowe: Zmienng, w ktorej sie rozwijalo, byta
xz = e*/; dla przypadku FM, J < 0, czyli  bylo tym mniejsze, im 3 wieksze, czyli im
temperatura nizsza; wiec dla niskich temperatur, mozna (mie¢ nadzieje, ze aby otrzymac
dostatecznie dokladne informacje o zachowaniu ukladu, wystarczy) ograniczy¢ sie tylko
do kilku pierwszych wyrazow rozwiniecia — sta nazwa. (Bardziej adekwatne uzasadnie-
nie, to ze szereg w zmiennej x dla energii swobodnej jest zbiezny tylko dla temperatur,
mniejszych od temp. krytycznej).

Okazuje sie, ze mozna wyprowadzi¢ jeszcze jedno wyrazenie na sume statystyczna,
gdzie rowniez wchodza wieloboki. Rozwiniecie tu wszelako odbywa sie¢ wzgledem innej
zmiennej, a mianowicie t = tanh(—3J) i, tym razem, male ¢ odpowiada malej 3, czyli
duzej temperaturze.

Punktem wyjscia jest znéw wyrazenie na sume statystyczna modelu Isinga. Niech tu
A bedzie kwadratem M x M, oraz iloéci najblizszych sasiadow rownej B (B = 2M?
jesli mamy periodyczne warunki brzegowe, a troche mniej, jesli mamy otwarte warunki
brzegowe). Wtedy

—ﬁJZSiSj
Irix = Z e () = Z Hexp(—ﬂjsisj) = Z He*ﬁ']ab (70)
{si}

{si} (i) {si} b

gdzie przez b oznaczyliémy pare najblizszych sasiadéw (‘bond’ lub: ’krawed?’ na sieci:
b= (ij))-

Niech teraz K = —f3J. Zauwazmy, ze wielko$¢ o, przybiera wartosci jedynie 1 lub —1,
tak wiec

Koy _ e dla o,=1
e ® dla o,=-1

co mozna zapisa¢ jednym wzorem (pamietajac, ze o, € {41, —1}):
e — cosh K + oy, sinh K
Wykorzystujac to, sume statystyczna (70) zapiszemy jako:

s = Z H(coshK+absinh K)
{sit b

(cosh K)? > T[(1 + 0y thK) = (cosh K)® > [[(1 + tow) (71)
{si} b {si} b

Rozwinmy teraz iloczyn pod znakiem sumy. Po rozwinieciu, otrzymamy pewien wielomian
w t. Poszczeg6lne wyrazy rozwiniecia mozemy zilustrowaé graficznie wg nastepujacej re-
cepty:

Jesly w rozwinieciu wystepujqg bond’y by, bs, . .. by, to na sieci rysujemy te bond’y; jesli
nie wystepujq, to nie rysujemy.

W ten sposob, kazdemu wyrazowi rozwiniecia przyporzadkowaliSmy pewien zbiér bond’ow
na zbiorze A; wystepuja tu wszystkie mozliwe podzbiory zbioru bond’ow (jest ich wiec na
sztuki: 27).
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Teraz musimy wysumowac po konfiguracjach. Okaze sie, ze spoérod tych wszystkich
zbiorow bond’6w zostana tylko niektore.

Kazdy wyraz rozwinigcia ma postac: toy, 0y, . . . 0y, . Pamietajac, ze kazda zmienna o
jest iloczynem wartoSci pewnych najblizszych sasiadow: o, = 0;0;, mozemy ten wyraz

przepisa¢ w postaci sj'sp” - spm (gdzie wezly iy, i, ..., iy s3 wezlami wystepujacymi w
zbiorze bond’ow {by, by, ..., bx}). Potegi oy, ..., a,, moga przyjmowaé¢ wartosci: 1,2, 3,4,
a1 o o

tak wigc z wyrazu s;'s;? - s;™ mozna wyrzuci¢ czynniki bedace parzystymi potegami, a
trzecie potegi zastapic¢ pierwszymi, otrzymujac w ten sposob s sj, ... sj, .

Zauwazmy teraz, ze gdy wysumujemy tksjl Sjy - - - 85, PO wszystkich mozliwych konfigu-
racjach spinéw na sieci, to otrzymamy zero. Niezerowy wklad do sumy wniosa tylko te
wyrazy, gdzie wszystkie potegi w iloczynie sj's;’ - si™ sa parzyste. W interpretacji gra-
ficznej znaczy to, ze niezerowy wktad do sumy daja tylko takie zestawy bond’ow, gdzie
ilos¢ bondow wychodzacych z dowolnego wierzchotka jest parzysta (tzn. wynosi 0,2 lub

4). Tak wiec!! Otrzymalismy (w inny sposob niz uprzednio) obrazek wielobokowy:

im

Zarsur = (cosh K)B2M° 3™ Ptk (72)
k

gdzie P, jest liczba wielobokéw mozliwych do narysowania na sieci.

1. Uwagi o dualnosci i relacji rozwiniec: wysoko- i niskotemperaturowego

2. Uwagi o dualnodci sieci: trojkatnej i szesciokatnej i zwigzku sum statystycznych tamze

6.3.2 Wyrazenie sumy statystycznej modelu Isinga z o.b.c. przez caltke gras-
smanowska

Zwiazmy z kazdym weztem R = (z, y) sieci A zbior czterech zmiennych grassmanowskich
HR; HRa VR7 VR

Miejmy z nimi nastepujace skojarzenie geometryczne RYS. HiV.
Zdefiniujmy nastepujaca forme biliniowg w tych zmiennych, nazywajac ja dziataniem:

St)=t Y (HaHrie, + Valise,)

ReAy
+> (HrVe + VeHr + Ve Hg + Vo Hr + HrHr + VaVr) (73)
R

Interpretacja graficzna wyrazéw above: bond’y poziome lub pionowe na sieci prostej —
wyrazy ze wspotczynnikiem ¢; oraz czesci sktadowe wielobokow (katy proste lub potpelne).
RYS.

Mamy nastepujaca fundamentalng identycznosé:

M

_ M? S VedTT

ReAy

Aby sie przekonaé¢ o jej prawdziwosci, rozwifimy exponens od dziatania, wezmy cztony
maksymalnego stopnia rownego 40 (bo caltka po nizszych da zero) i poréwnajmy otrzy-
mane wyrazenie ze sformutowaniem wielobokowym sumy statystycznej (72). Zauwazmy
rzeczy nastepujace.

1. Prawa strona jest wielomianem stopnia 4M.
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2. W wyrazeniu po r.h.s., na danej krawedzi moze by¢ co najwyzej jeden bok wieloboku
(bo inne wyrazy zawieraja kwadrat lub wyzsze potegi zm. grassmanowskiej, co jest
rowne 0).

3. Z kazdego wierzchotka wychodzi parzysta ilos¢ bond’6w (tzn. 0,2 lub 4). Bo: Zalozmy,
ze z wierzchotka moze wychodzi¢ jeden bond. Odpowiada mu pierwsza potega zm.
grassmanowskiej (np. Vr). Aby ja uzupelni¢ do maksymalnej (réwnej 4), musza by¢
obecne czynniki zawierajace pozostale zmienne (tu: Vg, Hgr, Hr). Nie da sie tego
zapewni¢ biorac tylko wyrazy typu 'wierzchotkowego’ (bez czynnika t), bo one sa

potegi parzystey.
4. Wiec: kazdy wielobok ma poprawny wspotczynnik t*, gdzie k — ilosé bokow.
5. Kazdy wielobok jest reprezentowany przez pewien czlon po prawej stronie (74).

Widaé wiec, ze jest szansa aby obie strony rownosci (74) byty rowne. Lecz 'na tym rzecz nie
skoniczona’, bowiem trzeba stwierdzi¢, ze: @ Kazdy wielobok jest reprezentowany doktadnie
jeden raz, i @ @ Wszystkie wyrazy z prawej strony (74) sa dodatnie.

Przy e jest tylko troche gimnastyki, natomiast przy e e jest duuuuuzo.

Wiec, in extenso, tego nie bedzie.

Wyktadowca poprzestanie na czesciowych (wiec, sita rzeczy, tylko czeSciowo przekony-
wujacych) ilustracjach.

6.3.3 S. stat. 2-d modelu Isinga z p.b.c. jako calka grassmanowska
6.3.4 S. stat. & energia swobodna 2-d modelu Isinga

Majac sume statystyczng zapisang w postaci calki grassmanowskiej (74), (a doktadniej w
wersji dla periodycznych warunkow brzegowych), mozna te catke obliczyé¢. Bo dla zmien-
nych rzeczywistych wiemy, jak sie liczy caltki gaussowskie (z Exponensu od formy kwadra-
towej) — a duzym utatwieniem jest, jesli macierz tejze formy kwadratowej jest cykliczna.
Okazuje sie, ze w przypadku grassmanowskim mozna postepowaé¢ podobnie. Bedziemy
rozwazacé tu model Isinga z p.b.c.

Przechodzimy najsampierw od zmiennych "polozeniowych" do "pedowych", definio-
wanych jako:

1 S , — 1 -~ :
HR — Z erfzk-Rj HR — Z erfzk-Rj
[Anr k [Anr| 'k
_ 1 7 _—ik-R 7 1 5 —ikR
VR = Z Ve , Vg = Z Ve ) (75)
V1AM X VIAm| x

Zamiana zmiennych poprzedzona pytaniem motywacyjnym/sprawdzajacym, jakie sa wektory i wartosci
wlasne macierzy cyklicznych; w dwu sytuacjach:

e gdy zbiow wskaznikéw jest jednowymiarowy,
e gdy zb. wskaznikdéw jest wiecej niz jednowymiarowy.

e Co nieco tez o dyskretnej delcie Kroneckera.
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Przekonujemy sie bezposrednim rachunkiem, ze dziatanie (73) w zmiennych 'pedowych’
(indeksowanych przez k) ma postac:

S(t) = Z [tHkH_keikx + tﬁkf/_keiky
k

~

‘l'ﬁk]:]—k + ﬁkv—k + ﬁkﬁ—k + VkH—k + f{kﬁ—k + VkH—k} (76)

Popatrzmy blizej, jak wygladaja poszczegélne czlony dziatania S(t) przy zamianie zmiennych. Roz-
wazmy najsampierw jaki$ czton bez czynnika ¢, np. Vg Hg. Mamy:

1 o —ik-R 7y —ik’- ~oon 1 i ~
Z VRHR: Z mZZVkG kRHk/e kR:ZZVka/m Z e (k+k') 'R

ReAnm ReAn k Kk k Kk REA N
= g g VieHy/ Oy, —x = E VieH _x
k K k

Mozna zapyta¢ — sadzac po tym czlonie — czy zamiana zmiennych (75) nie jest zamiana typu ’zamienit
stryjek siekierke na kijek’, skoro w zm. potozeniowych byly cztony diagonalne w R, a w k juz diagonalne
nie s3. Ale jest to prosta posta¢ niediagonalno$ci; a poza tym przypatrzmy sie zasadniczym czlonom —
niediagonalnym w R, czyli z czynnikiem ¢. Zanim je policzymy, najpierw jawnie wypiszmy, ze k = (kg, k)
oraz: k- R = kR, + kyR,,. Mamy:

Z HgHge, = Z ﬁZZﬁke*ik-ng/e—ik’-(RjLex)

ReANM ReA k k’/
Z 7 1 Z —i(k+k') R —ik! ZZL F —ik! Z* o ik
= Hka/m e e z = Hkazék,,k/e z = HyH_ye'™
kK K Ml ReAn k K k

Przepiszmy teraz dzialanie w zmiennych 'pedowych’ dla modelu Isinga (76) w bardziej
symetrycznej postaci. Umoéwmy sie, ze k > 0, jesli pierwsza sktadowa k jest wieksza od
zera: k, > 0. Wtedy mozemy przepisa¢ (76) jako:

S(t) = Z {tf{k[:]_keikz — tﬁkﬁ_ke_ikz + tﬁkf/_keiky — tf/kﬁ_ke_““y

k>0
—I—ﬁkﬁ,k — f{kﬁ,k + ﬁkf/,k — Vkﬁ,k + ﬁkﬁ,k — ﬁkﬁ,k
PRH — Vg + WY o — VieH g + Vil y — ERV

=Y UM, (77)

k>0

gdzie Wy, My sa zdefiniowane jako:

\Ija = (Hka -Hky Vk) Vk)

oraz )
0 1 + tetks —-1 —-1
| (e 0 1 ~1
My = -1 0 1 + tetky
1 1 —(1 + te~ k) 0

Uwaga. Co nieco we wzorze (77) zaniedbalismy (tzn. wyrazy, gdzie k, = 0; ale jest to
mate conieco, bo znika w granicy TD, ktorg liczymy.
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Tak wiec!! Catka wchodzaca do sumy statystycznej jest rowna (z doktadnoscig do
znaku — 1 zaniedbanych czlonéw):

/€S(t) H dVRdHRdVRdHR = H [/ G\PEMk\P*kdﬁkdﬁ_kdﬁkdﬁ_kdﬁkdﬁ_kd‘}kdv_k

RGA]\/[ k>0

= H det Mk. (78)

k>0

W ostatniej rownosci skorzystalismy z wzoru (68). Musimy teraz jawnie wykalkulowaé
wyznacznik det My, ktory okazuje sie by¢ rownym

det My = (1 + 2t cos k, + t2) (1 + 2t cosk, + t2) — 4t(cos ky + cos k) — 4t cos k,, cos k,

= (1 +1%)? — 2t(1 — t*)(cos k, + cos k). (79)

Teraz mozemy przejs¢ do granicy TD:

91 = Jim n Zu

1 ¢~ dk, [~ dk
= 2 —f = My 2\2 2
= In(2 cosh” 5J) + 5 /_7r o | o In {(1 +t°)° — 2t(1 — t*)(cos ky + cos k:y)}
1/~ dk, [~ dk, ) '
=5 ./—w or | 9 In [4 (COSh 23J — sinh 23.J(cos k, + cos k:y))} (80)

gdzie ostatni wzor — to wzor Onsagera — a raczej jeden z nich; bo Onsager podal tez inna
posta¢. Czasem jedna jest wygodniejsza, czasem inna. Teraz blizej sie przyjrzyjmy tej
drugiej postaci.

Ale najsampierw przyjrzyjmy sie wzorowi (80) pod katem analitycznodci. Z twierdzen
o cigglosci, rézniczkowalnosci, analitycznosci calek zaleznych od parametru wnosimy, ze
energia swobodna, dana wzorem (80) jest analityczna (jako calka ze zlozenia funkcji ana-
litycznych, analitycznie zalezacych od parametru) — chyba Ze argument logarytmu bedzie
zerowy! Tu argument jest nieujemny, ale moze by¢ rdwny zeru. Przyjrzyjmy sie, kiedy to
moze mie¢ miejsce: Najmniejsza warto$¢ argumentu jest, gdy cos k, + cos k, = 2, mamy

cosh?23.J — 2sinh 263|J| = 1 + sinh? 23.J — 2sinh 203|.J|
co sie zeruje dla G = (3. takiej, ze
sinh 26.|J| =1 (81)

co odpowiada
1
|Ke| = el J] = 5 In(1 +v2) (82)

Powyzsza temp. krytyczna okazuje sie by¢ rowna temperaturze, pojawiajacej sie przy innej argumen-
tacji, opartej na samodualnosci sieci kwadratowej i zwiazanych z tym relacjami pomiedzy wyrazeniami:
nisko- i wysokotemperaturowym. (Nie jest jasne a priori, ze obie te temp. krytyczne maja by¢ réwne —
ale okazuje sie, ze sa).

Uwaga techniczna: Mamy warunek J < 0; wezmy J — —J i piszmy w zwiazku z tym: x = e~
t = tanh GJ.

Przypomnijmy sobie wzor (39) na sume statystyczng w zmiennej ‘niskotemperaturowej’ x = e

28J
)
—28J.

2
Znsn =227V E Apat, = =K
k
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oraz (72) w zmiennej ’'wysokotemperaturowej’ ¢t = tanh 8J:

Znxn = (2cosh? )N 3 Ayt*,
k

Stad mamy wyrazenia na energie swobodne (po zaniedbaniu wyrazéw brzegowych, ktore znikaja w granicy
TD):
LT:
—0f =—logz + ®(x) = 2K + ®(z),
gdzie oznaczylismy:

P(x) = lnz Agak, O(x) = ngnoc% log P(x)
k

oraz HT:
—Bf = log(2cosh? K) + ®(t).

Wezmy teraz dwie (odwrotne) temperatury (1, (2 takie, ze:
z(B1) =t(B), czyli e "/ = tanh BsJ

Wtedy mamy:
—Bif(B1) =261 +®(x), —Paf(B2) = In(2cosh® Bo]) + (),

z czego mozemy wyeliminowaé¢ ®(x) i otrzymacé zwigzek pomiedzy energiami swobodnymi w rézZnych tem-
peraturach:

—B1f(B1) — 261 = —B2f(B2) — In(2 cosh® B2.]) (83)

(Mozna ten zwiazek zapisa¢ w bardziej symetrycznej i ogdlniejszej postaci — ciekawi Czytelnicy moga to
znalezé u Baxtera w rozdz. 6).
"Co by bylo gdyby’ udalo sie znalez¢ taka (odwrotna) temperature 5., ze x(8.) = t(8)? Z warunku:

e~ 2P — tanh (3,J)

otrzymujemy

Bud = %log(l +2)

a jest to doktadnie warunek krytycznosci (81).

Zauwazmy jeszcze, ze korzystajac ze zwiazku (83) mozemy znalezé energie swobodng w temp. kry-
tycznej! Bez zadnych calek grassmanowskich czy innych technik. Ale otrzymujemy w ten sposob en. sw.
dla izolowanej wartoSci temperatury — a interesuje nas zazwyczaj zalezno$é en. swobodnej od parametrow

(temperatura, pole magnetyczne).

6.3.5 Inne postaci energii swobodnej; inne obserwable

e Przejicie od catki dwuwymiarowej do jednowymiarowej; narzedzie: Wzér Onsagera.

e Zrozniczkowanie i otrzymanie wyrazenia na en. wewn. ciepto wl. wyrazalnych przez
EliPtysie;

e Wykres ciepta wt.

e Proste zabawy z EliPtysiami i logarytmiczna rozbieznos¢ ciepta wi. w temp. kry-
tycznej

e o Wzmianka ze dla Isinga kalkulowalna jest spontaniczna magnetyzacja i ze jest ona

OdlaT >T1T,.1ize:
1
= 1—- —5— dlaT < T,
m sinh? 2K A

e o Uwagi ze kosztem wiekszej ilosci rachunkéw mozna otrzymaé wyrazenia $ciste dla
dowolnego N. Policzono duzo ale ciaggle SA nietrywialne i ciekawe rzeczy niepoliczone.
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Temat trudny ale aktualny, np. praca dokt. P. Nowakowskiego tego wlasnie dotyczyta, w
kontekscie zjawisk zwilzania

e o o Rzeczy ktorych dotad nikt NIE skalkulowal, a przynajmniej nie opublikowat: -)
Podatnos¢ (w zerowym polu magn.); -) 2d model Isinga w niezerowym polu magn. (zwiazek
z rozkladem liczb pierwszych — Barouch: Gdyby byt znany rozktad liczb pierwszych, to
daloby sie przezen wyrazi¢ sume statystyczna...); -) 3d model Isinga.
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6.4

Inne modele

Przy uzyciu catkowania po zmiennych grassmanowskich mozna wyrazi¢ sumy statystyczne
wielu uktadow sieciowych, zaréwno klasycznych jak i kwantowych:
Uklady klasyczne:

2d model Isinga z oddzialywaniami dalszego zasiegu i/lub (parzystymi) wielospino-
wymi: W dzialaniu obecne sa 2. i wyzsze (parzyste) potegi zmiennych grassmanow-
skich.

Podobnie: model Pottsa, Ashkina-Tellera oraz model Isinga w wyzszych wymiarach.

Model Isinga w polu magnetycznym: Fermionowa teoria pola z cechowaniem Z.
(wiecej szczegotow tu nie bedzie — aby podniecié ciekawosc).

Uklady kwantowe:

Model Heisenberga
Model Hubbarda.

W dzialaniu obecne sg 2. i wyzsze potegi zmiennych grassmanowskich.

Obecnosé cztonow rzedu wyzszego niz drugi zazwyczaj uniemozliwia uzyskanie scistych
rozwiazan. Ale...

Grupa renormalizacyjna

Jegli stalta sprzezenia jest mata, to mozna §cisle badaé¢ uktady metoda grupy renorma-
lizacyjney.

Przyklady:

2d model Isinga z matymi oddziatywaniami dalszego zasiegu bad7 wielospinowymi.
Metodami RG pokazano uniwersalno$é zachowania krytycznego (Pinson, Spencer;
JW.(7)

Tu wstepne dywagacje o uniwersalnosci.

Model Ashkina-Tellera z matym oddzialywaniem czterospinowym. Pokazano nieuni-
wersalne zachowanie krytyczne (Mastropietro, Giuliani)

Model Hubbarda dla matego ilorazu U/t (t — stata hoppingu, U — moc oddzia-
lywania kulombowskiego). Sporo $cistych wynikéw dotyczacych zachowania typu
cieczy Fermiego badz jego braku, czy tez cieczy Luttingera (Mastropietro; Rivasse-
au; Salmhofer). W szczegoblnosci! Zachowanie typu cieczy Fermiego w modelu na
sieci heksagonalnej — zwiazek z wlasnosciami grafenu.

Oslabiajac rygor matematyczny, mozna numerycznie bada¢ réwnania RG pod ka-
tem zachowania podatnos$ci (gdy sie ona rozbiega, sugeruje to istnienie przejscia
fazowego). W ten sposob badano model Hubbarda w przyblizeniu jednopetlowym i
otrzymywano diagram fazowy 2d modelu Hubbarda; obecne tam fazy: ferromagne-
tyczna, antyferromagnetyczna, nadprzewodzaca (Metzner, Salmhofer, Honerkamp).
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6.5

1.

Zadania
Pokazaé¢ tozsamosé Onsagera: Dla x > 0 mamy

1

27
—/ In(2 coshz — 2cosk)dk = x.
2m Jo

. Uzywajac jej, wykazac, ze rOwnowazne sg wzory na energie swobodng: jako catka

dwuwymiarowa dana przez wzor (80), oraz jako catka jednowymiarowa:
1 . 1 =
_Bf = ~Insinh 2K + — / e(k)dk,
2 27 Jo
gdzie €(k) dane jest wzorem

cosh (k) = cosh 2K cosh 2K + cosk,

za$ K wiaze sic z K wzorem: sinh 2K sinh 2K =1, i .

. Wyrazi¢ energie wewnetrzna modelu Isinga przez catke eliptyczna. Odp.:

2
u = Jcoth 2K <1 + Z(2tanh *2K — 1)Kl(q)> ,
T

sinh 2K

gdZie q9= 2cosh2 2K’

za$ K1 (k) jest calkq eliptyczng zupelng:

K, (k) = "2 d¢
! )_‘/0 /1 — k2sin? ¢

Znalez¢ wyrazenie na energie swobodna anizotropowego modelu Isinga na sieci kwa-
dratowej, tzn. ze stalymi sprzezenia J;, (w kierunku poziomym) i J, (w kierunku
pionowym). (Wykorzysta¢ calki grassmanowskie; odpowiedz poda¢ w postaci ana-
logicznej do wzoru (80)).

Znalez¢ wyrazenie na energie swobodna anizotropowego modelu Isinga na sieci hek-
sagonalnej. Wsk. Rozpatrzy¢ ogolniejszy model anizotropowy z czterema statymi
sprz¢zenia, rownymi na plakietce o wierzchotkach w weztach x,y, 2, t: Joy, Jy2, Jot, Jia
i przesuwanymi o wektory (1,1) i (2,0). Zobaczy¢ dla jakiego zestawu statych otrzy-
muje sie sie¢ heksagonalna. Wykorzysta¢ calki grassmanowskie. Przy przejsciu do
zmiennych 'pedowych’ zmodyfikowaé transformate Fouriera tak, by uwzgledniaé pe-
riodyczno$é o okresie 2.
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7 Elementy kwantowej mechaniki statystyczne;j

7.1 Przestrzen stanéw, suma statystyczna, srednie

W mechanice klasycznej przestrzenia standéw na jednym wezle byt skonczony zbior lub
rozmaitosc.

e W mechanice kwantowej, przestrzenia stanéw na wezle ¢ jest przestrzen Hilberta 'H;
(skoriczenie- lub nieskoriczenie wymiarowa; bedziemy mie¢ do czynienia glownie z tymi
pierwszymi), a stany uktadu sg wektorami (doktadniej, promieniami) w tej przestrzeni.

e Przestrzenia Hilberta uktadu okreslonego na zbiorze weztow A C Z< jest iloczyn
tensorowy:

Hyr= @ H; (84)
ieA
Jezeli dim H; = k, to dim Hx = k.

Baza uktadu (naturalny wybor — oczywiscie nie jedyny mozliwy) jest iloczynem ten-
sorowym baz na weztach.

e Uklad zadajemy przez zadanie hamiltonianu Hp — operatora samosprzezonego na
Ha. Wartosci wlasne H, sa dopuszalnymi wartosciami energii uktadu.

W sytuacjach, z ktorymi bedziemy mie¢ do czynienia, H; jest skoriczeniewymiarowa i
Hp jest operatorem ograniczonym.

Przykt. Model Heisenberga i model Isinga (oba o spinie 3).

Przyktl. Diagonalizacja Ham’6w dla ukl. dwoch spinéw. Sprawdzenie, ze dla Isinga q
otrzymuje sie to samo, co dla Isinga c.

o Sume statystyczng uktadu definiujemy jako

Zy = Tr(e Py =3 e PPy (85)

tu 8 = kB#T, za$ {E;} jest zbiorem energii wlasnych hamiltonianu H,.

e Obserwable okreslone sg przez operatory samosprzezone na Hy. (Potrzeba wymusza
tez rozpatrywanie operatoréw niesamosprzezonych; np. okazuje sie, ze jakis operator s.s.
jest iloczynem operatoréw nie-s.s., ktore warto rozwazaé oddzielnie). Warto$¢ srednia

operatora A jest rowna
1

(A) = ZTr(Ae-/”H) (86)
(nie bedziemy pedantycznie dopisywa¢ indeksu ()5, wracajac do tej notacji w razie po-
trzeby).
e Zdefiniujmy macierz gestosci:

1
_ * —BH
e 87
P 7 (87)
Uwaga: Termin 'macierz gestosci’ moze tez mieé¢ inne znaczenia.
Mamy:
[rp =1,

Wartoé¢ srednia operatora A mozemy réwnowaznie zapisac
(A) = Tr(Ap) = Tr(pA).

Mamy tez: 5
P _ _
% = ((H) — H)p.
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Bo: Policzmy:

0z _ 0y 175H+—2H2+ *Tr(—H+ﬁH2—lﬂzH3+ )
8ﬁ78ﬂ 2' .« e — 2' .« e

=Tr[-H(I—-BH+ =H*+...)] = —Z(H);
stad
g—g = <88621) e M — ZHe M = (Z2> (—Z(H))e " — Hp= ((H) — H)p.

7 Uwaga o tym, ze uklady klasyczne mozna uwazaé za szczegélne przypadki ukt. kwan-
towych, gdy wszystkie operatory sa diagonalne?

7.2 Funkcje termodynamiczne

e Energia swobodna. Jak i w mech. klasycznej, definiujemy ja jako

1
F=—InZ
g
e Fnergia wewnetrzna:
00F
U=(H)=—
< > 86 Y
czyli mamy wzor analogiczny jak w mechanice klasycznej.
Bo:
opr 0 _ 1 . _
5 = 35 InZ) =~ (-2 (H) = (H) = U.

e Magnetyzacja:

Niech H bedzie hamiltonianem opisujacym jakies oddzialywania miedzy spinami (mo-
del Heisenberga, Isinga lub jeszcze inny). Zmodyfikujmy Ham’a nastepujaco: H — H —
BM, gdzie B — pole magnetyczne, zas M =Y, s7. (s? jest operatorem z—towej sktadowej
spinu; jesli np. mamy uktad spinoéw %, to s7 jest z—owa macierza Pauliego).

Mamy:

oF 10 1 0
- -~ 1nT —BH+BBM _ - T —B(H—BM)
0B~ poB " BZOB
Lo | 2 (r B(H — BM) + 2(H BM)? +
=——1r |— — — — — ce
67 0B 2
Uwaga! Rozniczkujemy iloczyn operatoréw na ogdt nieprzemiennych!
1 3?
:—ﬁ—ZTr ﬁM—i—?(—M(H—BM)—(H—BM)M)+...
ale pod §ladem mozemy cyklicznie przestawiaé
1 3? 9
:—ETI M—ﬁ(H—BM)—l—?(H—BM) +...

(s S )]

1
= —ETr(Me*B(H*BM)) =—(M)
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wiec znowu taki sam wzor jak w wersji klasycznej. Ale, uwaga! Widzimy, ze nieprzemien-
nos¢ moze tu namieszac; i tak np. wzor na podatnosc jest juz inny, niz w wersji klasyczne;j.
(wersja kwantowa bedzie troche pozniej). Ale nie dotyczy to wzoru na pojemnosé cieplna!
O tym juz za moment, a na razie

e Entropia. Mamy:

I(BF) oF oF
U=——=F-T—=F —
o or ~ F 055
Bo: Przeliczmy, zeby raz gdzie$ byto:
b ol e L9910 e 0
b=t T8 ' 35 = agar ~ k@or -~ " ar
Zdefiniujmy entropie:
oF 1
S=—=—-(U-F

widzimy, ze spelnia ona ten sam zwiazek co w klasycznej mechanice statystyczne;j:
F=U-TS.
Entropia wyraza sie przez macierz gestosci nastepujaco:

S = —kpgTr(plnp). (83)

1 1 1
— —-BH —BH )| _ —BH —BH
Tr(plnp) = Tr [ e 1n< e )] Tr { e ( InZ +1Ine )]

1 1 1
— ETr(e*ﬁH(— InZ)+ Tr (ZeﬁH) =—-InZ— ﬁZTr(He’ﬁH)

1F-U 1
=0F — (B(H) = 0F — = =—>-5.
BF — B(H) = BF — U = 2= = =8
e Ciepto wlasciwe: Uzywajac definicji, i zwiazkow wyprowadzonych dopiero co, mamy:
_oUu 0 oS O0F_0S 0’F

Ciepto wlasciwe mozna powiazaé z fluktuacjami energii:

c=% _ _1p

B ou , O [Tr(He PH)
T

op 0p | Tr(e=PH)

o [ —Tr(H?e PH Tr(He PH))?
= k0 [ T(re—ﬂH >_)<_)[[T§(e—ﬁﬂ)])”

= k2 [(H2) = (H)?] = k*(H — (H))*) = k*(H = U)?)
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8 Twierdzenie Mermina — Wagnera

8.1 Model Heisenberga

Pamietamy Ham’a klasycznego modelu Heisenberga. Tam energia oddziatywania dwo6ch
spinow klasycznych s7, s3 byta:

E(s1,83) = Jsi - 55 = J(s7s5 + s{s5 + 5753); (89)

tu s (i =1,2; a = x,y, 2) sg skladowymi wektora o dtugosci 1.
Przechodzac od klasycznego do kwantowego modelu Heisenberga, zastepujemy s
przez operatory odpowiednich sktadowych a spinu na wezle i. Np. gdy mamy do czy-

nienia ze spinem %, to operatorami sktadowych spinu sa macierze Pauliego o7, 0?7, o?.
Wyrazenie (89) trzeba wtedy zastapic¢ przez
his = J(s7 @ s5 + s ® s§ + 57 ® 53) (90)

Czesto przy zapisie pomija sie znak iloczynu tensorowego.

Tu troche historii modelu Heisenberga

Wersja klasyczna modelu byta chyba znana przed powstaniem mechaniki kwantowej
— bo dipole oddzialywuja miedzy soba (przy ustalonej odlegtosci, znacznie wiekszej od
rozmiaru dipoli) dokladnie tak, jak zapodaje wzor (89), i trudno przypusci¢, aby gazu
dipoli nie badano; wykladowca nie zmobilizowal sie jednak do odnalezienia doktadniej-
szych danych. Co do modelu kwantowego, to Ham (90) pojawit sie niedlugo po powstaniu
mechaniki kwantowej. Heisenberg zauwazyl, ze oddzialywanie dwu atoméw o spinie s
(rownym, powiedzmy, %) mozna opisa¢ Ham’em (90). (Zaklada sie, ze atomy sa potozone
niezbyt blisko siebie). Efekt ten zwiazany jest z antysymetrig funkcji falowej. Heisen-
berg poczatkowo myélal, ze uzyskat w ten sposoéb wyjadnienie zjawiska ferromagnetyzmu;
sprawa nie przedstawia sie jednak tak prosto. Bloch (1929) zauwazyl, ze po pierwsze,
oddziatywanie (90) w typowych przypadkach jest antyferromagnetyczne; a po drugie, jest
o wiele za stabe (spontaniczna magnetyzacja znikataby w kilkudziesieciu, a nie kilkuset
stopniach Kelvina). Na przekonywujace wyjasnienie ferromagnetyzmu metalicznego trzeba
byto czekaé¢ ponad po6t wieku. Natomiast model Heisenberga szybko znalazt zastosowanie
do opisu uporzadkowania antyferromagnetycznego w izolatorach, gdzie to uporzadkowanie
dosé czesto wystepuje.

Czy tu wstepnie podaé o czym méwi tw. M-W?

8.2 Nier6é6wnosé¢ Bogolubowa

|Niech H — przestrzen Hilberta; tu: bierzemy przestrzen stanéw uktadu N spinow S.

Niech A,C, H — operatory na H (tzn. elementy B(H) — przestrzeni ograniczonych
operatorow na H). Zaktadamy ze H jest hermitowski; tu: H jest hamiltonianem uktadu.

Kilka uwag technicznych dotyczacych sprzezenia i operatoréw sprzezonych.
Niech A : H — 'H, gdzie 'H jest przestrzenia Hilberta, a A — op. liniowym. Moéwimy,
ze operator AT jest sprzezony do A, jedli dla dowolnych z,y € H zachodzi:
(z, Ay) = (A2, y)

(tu (-, -) jest iloczynem skalarnym w H).
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Niech a;; oznacza element macierzowy operatora A w jakiejs bazie {i}, tzn.
Qij = (¢, Aj)

Na elementy macierzowe operatora sprzezonego A’ mamy wtedy

aly = (i, A'j) = (AT5,0) = (j, Al) = a

Twierdzenia Mermina-Wagnera dowodzi si¢, odpowiednio uzywajac nierdwnosci Bogolu-
bowa, ktora zapodaje, co nastepuje.
Tw. (Nierdwnosé Bogolubowa.) Dla dowolnych operatorow A, C, H zachodzi

J(aat ¢ aa) ([0, H].C1) > (C.ADF. (o1)
(tu: AT — sprzezenie hermitowskie A).
Pytanie sprawdzajace czujnos¢ stuchaczy: Po lewej stronie nieréwnosci Bogolubowa pojawia
sie 3, a po prawej nie. Czy wiec réwno$¢ ma szanse zachodzi¢, przynajmniej dla matych 37
Dow6d. WprowadZmy najsampierw nastepujaca funkcje okreslona dla pary operato-

row A, B:
Z(A, B LS A G e
_ L — . pa€—e 5
( ) ) TrefﬁH i (Z7 .]) (Zv ]) Ej _Ez (9 )

Tutaj: e;, E; — stany wlasne i odpowiadajace im energie wlasne H. (Dla skrocenia be-
dziemy pisa¢ i = e; prawie wszedzie dalej; wiec np. (4,7) = (e, €;), a;; = (e;, Aej)). Zbior
stanow wlasnych jest uktadem zupetnym. Sumowanie 3=, ;' przebiega po wszystkich pa-
rach (i, 7), dla ktorych i # j (dlatego jest znaczek prim przy sumie). Jesli dla jakiejs pary

e—ﬁEi,E_ﬁEj . . .
“E-F bierze si¢ granice, gdy E; — FEj,

1,7 zachodzi F; = Ej, to zamiast ulamka
rowng fe AP,
77 Co$ nt. motywacji definicji?? Ale tylko zgrubnie, bo Z(-,) bedzie jeszcze wystepowata
w c.d.
Wtasnosci Z (A, B).
1. Z(A, B) jest pottoraliniowe wzgledem A i B. (Chyba widaé¢ od razu).
2. Z(A, A) > 0 dla dowolnego A. (Chyba tez widac).
(
(

)
)

A,B) =Z(B,A). (Widoczne takoz).
)

3. Z
4. Z(A,B) = Z(At, BY). To pokazmy:
e BE: _ o—BE; — e BE: _ o—BE;
Z(A,B) =Y 'Gbyj e = al bl —————— = Z(AT, BY).
(7 ) %ajj E]—EZ ;jaﬂ]l E]—EZ ( ) )

Whasnoscei 1. — 3. mowia, ze sa spelnione wszystkie aksjomaty iloczynu skalarnego (na
B(H)). Spelniona jest wiec nierdunosé Schwarza:

|Z(A,B)* < Z(A, A) Z(B, B). (93)
Wezmy teraz za A dowolny operator, zas za B — komutator:

B =[C' H]
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Wtedy mamy:
Z(A,[CY H)) =
1 /T . CTH HC’T . efﬁEi _ efﬁEj
Tl"e_BH ; <Z7 j) (Z7( - )j) _Ev‘7 _ EZ

o—OF: _ ,—BE;
Ei—FE)————7—
= wzl (i, Aj) (i,C") (6 e BE’) (94)
Z?j

A teraz policzmy:

([ct, Af]) = o MZ[ CtAti) — (i, AfCti)] e ?*

Tu robimy znang sztuczke: Wstawiamy jedynke 1 =", ele; (to samo w, bardziej by¢ moze popularnej

wsér6d mechanikéw kwantowych, notacji Diraca: 1 =), |i)(i|) i mamy, ze powyzsze wyrazenie jest rowne

= o 3 [6.CT)G AT — (6, A7) CT)]

1 / . . . . . . . .
= o 2 (1,076, AT = (4, AT . CT)] "
1]

1 /. , 1
- CT (i ATi)e PE: E:I'AT' i OTie PE
Tre—BH %: (Z, ])(]7 Z)e Tre—BH < (Z, j)(], z)e

1 et At —BE; 1 e
— Cf Af BE; _ (i At ol BE
TI'€_’8H Z (Z7 j)(jv Z)e TI'G_BH % (.77 Z)(Zv j)e

Tre—ﬁHZ (5, Ali) (775 — e778)

1 _
_ AN oy (o—BEi _ —BE; .
_Tre—ﬁHZZJ:(Z’AJ)(Z’O‘]) (6 € )a

i otrzymujemy to samo co w (94), tak wiec
Z(4,[C1, H)) = ([C", AT]). (95)

Ponadto:
Z([[CT>H]’ [CTvH]]) = <[CT7 [Hv O”> = <[[O7 H]’CTD (96)

Bo: Wprost z wykazanej réwnoéci (96), dla A = [CT, H] i z wlasnosci sprzezen mamy:
Z([[ct, =, [CT, H])) = ([C1, [CY, H]T) = ([C", [H, C1)) = (~[[H,C],CT)) = ([[C, H],CM)

Ma miejsce nastepujace ograniczenie z gory na Z(A, A):

Z(A,A) < ;5 (AAT+AtA). (97)
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Bo:

I6] 1
<=
2 Tre—FH

= ;B<AAT+ATA>.

Tr [(A AT + ATA)eH ]

Nieco szczegdtow:
e Przy przejsciu 1 — 2, zamieniamy Exponensy na Hiperboliczne Tangensy, nastepujaco. Nazywajac
BE; =z, fE; =y, mamy:

e T —e7Y ezt
T _ oY — (o 4 oY — (e 4 oY
e e (e +e )e*f”+e*y (e +e )e -

(= )

(e7 4+ e7v)

9y
Nl e

|
NIV
|
[SIEY NI
|
Nfe| e

=(e " +eY)—

VRN
nje| e

[

_ _ y T
— (e + e V)tanh(¥ — L
(e e Y)tan (2 2)

e o Przy przejsciu 2 — 3, wykorzystujemy nieréwnosé: tanhz < z (dla = > 0).

e o o Przy przejsciu 3 — 4, przechodzimy od sumy elementéw macierzowych do sladu iloczynu
macierzy analogicznie jak po6l strony wyzej, tyle ze w odwrotna strone.

I juz final dowodu: Wstawiamy wzory (95), (96) do nieréwnosci Schwarza (93) i wy-
korzystujac (97) oraz jeszcze:

[Cu A]T = _[CTv AT]

([C,A]) = ([C, A7)

otrzymujemy nierownosé¢ Bogolubowa (91).

8.3 Twierdzenie Mermina-Wagnera: Brak LRO w dodatnich tem-
peraturach w ukladach z symetrig ciagla

Jak wspomniano, tw. M-W dowodzi si¢ wykorzystujac nieréwnos¢ Bogolubowa. Teraz!
Zastosujemy ja do odpowiednich operatoréw. Ale najsampierw powiemy, jakim modelem
sie zajmiemy.

Wezmy hamiltonian H w postaci:

1 1
Ho= 5 Y Jy |05+ (5757 + 518))
ij

(tzn. Hy — hamiltonian anizotropowego modelu Heisenberga, tzw. X X 7); € > 0;

H,=h,> S
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Zakladamy, ze spin S jest taki sam dla wszystkich weztow sieci; jego wartosé jest dowolna.
Zakladamy tez translacyjna niezmienniczos$é¢ (tzn. Jy; zalezy tylko od réznicy i — j).
Zaktadamy:

DIl (i =§)* = J2 < o0 (99)

(dla dowolnego i; ze wzgledu na translacyjna niezmienniczo$é wszystko jedno, jakie i
wezmiemy ).
Tw. (Mermin, Wagner '66. W dowolnej niezerowej temperaturze spontaniczna magne-
tyzacja M, (tak naprawde, w dowolnym kierunku w plaszczyznie zy) jest rowna zeru.
Dow.

Bedzie potrzebne przejscie do transformat Fouriera zmiennych spinowych:
B o
=) ¢ 157
J

(k przebiega pierwsza strefe Brillouina), i analogicznie dla sktadowych = i y.
Dowdd tw. Mermina-Wagnera opiera sie na nier. Bogolubowa, ze stosownie dobranymi
operatorami. Konkretnie,? wezmy w nieréwno$ci Bogolubowa operatory:

C=5%k), A=5Y-k)
Ich komutator jest:
= —ZZS”” = —i5%(0) = Nm*, (100)
gdzie N = |A|, zas m® jest magnetyzacja w kierunku x (w przeliczeniu na jeden spin). Bo:
Przypomnijmy uprzednio dla porzadku wtasnosci komutacyjne operatorow spinowych:
[Si, SJ] = ieiijk,
€;jx — symbol zupelnie antysymetryczny. Wykorzystujac te wtasnosci komutacyjne, mamy:

[C,A] =) U5z 5] = zZe’k(J DS 6; Z—ZZST— —iS7(0

ij

Tak wiec powyzszy komutator to magnetyzacja (w kierunku z).
Uzywajac regut komutacyjnych dla momentu pedu, liczymy komutator [C, H]:

(C,H] = | $*(k ZJU SEST 4 SYSY) + h, ZSm
2 ij H/—/ \,_/
II III %/—/
I
= Z Tne N (S3SY — SYST) + ih, 3 &Sy (101)
jj \V./ ~—— j
due tre —_———

uno

Najsampierw policzmy komutator zawierajacy I:

[ZeZkISI,h ZS’”] = hy ZZe‘lel, | =ih, ZZeZley(Slj—zh Ze’kJSy zhwzgy(k)
J

2A propos stéwka konkretnie’ — anegdota S. Kisielewskiego: Zamawia goé¢ w restauracji: — Poprosze
szampan i owoce. — A konkretnie? — pyta kelner. — Konkretnie: Wodke i ogorek!
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Zanim policzymy komutator zawierajacy II, przypomnijmy sobie réwno$¢ komutatorowa: Dla dowolnych
operatorow A, B, C' mamy:

[A,BC] = ABC — BCA= ABC — BAC + BAC — BCA = [A, B]C + B[A, C],
oraz blizniacza réwnosé
[AB,C) = A[B,C] + [A,C)B
Stad mamy dla komutatora zawierajacego I1:

%Zzeik'lij[sl , 55,87 = ZZ W i [SE, SE]ST + Se[SE, 57
1 m,j

m,j

1 . 1 . o
= 51D > g (Sthowm Sy + S SYoy) = i | D eSSy + Y eI Ty ST, ST
m,j Lj m,j
= e 20 (o SUS5 e ISESY) = 5 37 (e ST + e 5 1)
1

= - E J]jelk ISJxSly
€
Lj

Ostatni komutator zawierajacy II1 liczymy analogicznie, uwzgledniajac tylko, ze [S#, SY] = —iS®, i mamy

%Zzeik.l‘]mj[slas Sy 77712‘] ezkISyS1
1 m,j

Lj

Dodajac wszystkie trzy komutatory, otrzymujemy wzow (101).
Bedziemy potrzebowaé¢ komutatora [[C, H], CT], pojawiajacego sie w nier. Bogolubowa.
Mamy: }
Ccf = SZ(_k) _ Ze—zku]SjZ
J
Kalkulujac bezposrednio, okazuje sie, ze:
[[Ca HL OT] =
—e 1Y Jjll —cosk - (i —§)](S7ST + SYSY) — heST(0) (102)

Lj

Bo: Liczymy komutator zawierajacy uno:
e e 5 = e TS = e 5 = S O)
Teraz: Komutator zawierajacy due:

ZZJJlezkl —Lmk SLS;/,SZ _ ZZ’]letk (1- m) SJL[Sly7Srzn] [Sf7sfn]siy)

1 i i
T > (%lelk'“*m)sfsff;lm - jlelk'(lfm)sfsly‘sjm>
Lj m
1 cor | 1 ik-(1-m) gy Qv

1 T QT 1 ik-(1—j
= 2 SIS eSS
Jl il
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Oraz: Komutator zawierajacy tre. Jego struktura jest analogiczna jak due, z nastepujacymi roznicami: -)
znak minus, -) oraz zamiana rolami wskaznikéow x i y. Z wlasnosci komutacyjnych operatoréw momentu
pedu otrzymamy dodatkowy minus; a w wyniku koricowym trzeba tez zamieni¢ wskazniki x na y i vice
versa. Stad mamy, ze komutator zawierajacy tre jest

i ikl —im T z 1 1 ik-(1—j) oz Qzx
e 22 T RIS Sl = = D TnSYSY o T Tne CISES
Lj m jl jl

Zbierajac do kupy wyrazy zawierajace uno, due i tre, oraz korzystajac z wyrazenia cosinusa przez expo-
nensy oraz symetrii cosinusa, otrzymujemy summa summarum wzor (102).

Zajmijmy sie teraz antykomutatorem {A, AT}. Mamy:
{A ATy = AAT + ATA = SY(—k)SY(k) + SY(k)SY(—k)
czyli mamy
({A AT} = AAT 4 ATA) = (S5Y(—k)SY(k) + S¥(k)SY(—k)); (103)
w tej postaci na razie zostawimy, a oszacujemy, gdy bedziemy sumowaé po k.

Na razie za$ oszacujmy komutatory wystepujace w nieréwnosci Bogolubowa.
Wyraz stojacy z prawej strony: Mamy, ze wzgledu na (100):

{[C, ADI® = N?|m*|*. (104)

Teraz prawa strona — szukamy ograniczen z gory. Mamy:
1
((C,H), €Ty < N (Ihal - 1m?] + [K[*15%) (105)
€

Bo: Pierwszy czton po prawej stronie jest ewidentny. Co do drugiego, to mamy tancuszek
oszacowan. Startujemy z:

1 1 3 T QT
(== D2 Jylt — cosk - (i = PI(STS] + SY'S)).
ij
Oznaczmy roboczo:

1
Sf{(Y = _Ezjij[l —cosk - (i _J)](S?Sf + SIySJy)

ij

Numerujmy stany wtasne Hama (98) litera K (czyli wekt. wlasne niech beda ef), a
odpowiednig sume statystyczna przez Z. Mamy:
1
(k) =% > (ex, S ex)e 7Px
2 klan

(przypomnijmy, ze sumujemy po K — elementach bazy tworzonej przez wekt. wtasne Hama
(98); te sytuacje oznaczylismy jako K — e.b.H.)
Teraz szacujemy |(SiY)| nastepujaco:

1

(S <5 5 (e S el )

z Keepm MEebH

= maXH |(€K, SEYGKM

—e.b.
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m (e, Sicer)l = max (v, S w)| = (15|
all eg: |lex||=1 all v: ||v||=1

Do oszacowania normy ||SKY|| uzyjemy standardowych nieréwno$ci normowych: ||A +
Bl < [|A][ + ||Bl] oraz ||A - Bl| < ||A]| - | B]| i dostajemy:

1 . . T QT
1S < = 2oyl = cosk - (3= JIICSTST + 7S
i

1 1. .. o
ST > Nyl (k- (i —3)°1(S7Sy + SYsy)ll...
i

(tu skorzystalismy z nieréwnosci 1 — cosz < 12?)

1 .
S g 202 Ml = D)8 ST + SISk
i

1 . .
S ZZZ | Jyl(i—3)?2 5% K2,
i
Tu norme ||(S7 S5 + SjJSIy)H oszacowaliSmy nastepujaco:
105785+ SYSIN < NSESTI A+ SYSHI < 1157| + [[5¥]* = 252

i dalej:
1 1
<=0 8K = N- LSk
€ €

czyli, ostatecznie! otrzymujemy oszacowanie (105).
Wstawiajac wyrazenia: (105), (104), (103) do nier6wnosci Bogolubowa, otrzymamy:

05 (59(K)5700 + 09U - N (il - ]+ LK) > N2(m)

l{[C,AD?

2 (AAT+ATA) (lte.m1,c1)

Przeksztatcajac nieco, a nastepnie sumujac po k otrzymujemy:
S SRS K) + 505K}
Kk

1
N(m®)? .
) 2 T - kP s

> (106)

Oszacujmy Srednig z lewej strony:
<§k: SY(—k)SY(k) + Sy(k)Sy(—k)> =2N Z(Sj”f
j

< 2N2S(S +1).
W granicy N — oo mozna zastapi¢ sume przez catke:

N
Ekj FK) = 5o / dkF(K).
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Mamy wiec!!

(m®)? 1
1) > dk 1

czyli otrzymalismy (w ogélnym przypadku) przestepng (zwane tez TRANSCENDENT-
NA?) nierownos¢ na m®.
Calkujac, otrzymujemy dla wymiaréw 1 i 2 oszacowania na |m®|:

83.1 d=1

e Dla |h,| dostatecznie maltych, mamy oszacowanie na m* jako funkcje h, oraz T

|h$|1/3
T2/3 °

Bo: Obliczmy catke we wzorze (107) dla d = 1. Mamy:

|mx| < 01

(108)

dk

D(27) > (m*)?2 " = ..
BS(S+ )( 77) (m) /0 ‘thmx‘—i-%kZJQ»SQ

Wyktadowca daruje tu sobie? liczenie calki, liczac na to, ze Czytelnik zechce sprawdzié

rachunki
— (1T)2 1 1 t \/%JQS2 S (17 ®)2 1 1 ]
- = () hollm® lJSQang h x/(m) hollme! /2,82
Vol [me] /L0 NI Vol lme| /17,

ostatnia nieréwnosé jest prawdziwa dla dostatecznie matych |h,|, co wynika z oszacowania,
ze arctgr > 1 dla dostatecznie duzego x.

Za$ interesujemy sie asymptotyka zachowania m®(h,) dla h, bliskich zeru, wiec po-
wyzszy zakres |h;| jest ok.

Mamy wiec:
1 1 |mx‘3/2
——S(S+ D)% [~ Jp8% >
el U R TV

¢ — L5 1 1)m2 L s,
k?B €

Oznaczajac:

otrzymujemy (108).

83.2 d=2
e ¢ Dla |h,| dostatecznie maltych, mamy oszacowanie na m® jako funkcje h, oraz T"

1
T2 In |h,||V/2

d=2:|m"| < Cy (109)

3Por. uwage sprzed kilkunastu stron na temat okolicznodci wystepowania bliskiego fonetycznie stéwka
TRANSCENDENTALNE

4Podobnie jak Al — bohater negatywny w Toy Story 2 — darowal sobie prysznic przed wyjazdem do
Tokio
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Bo: Jak i w poprzednim przypadku (jednowymiarowym), catke po pedach mozna tatwo
wyliczy¢ (badz, bardziej precyzyjnie, przeprowadzi¢ operacje bedace skrzyzowaniem jaw-
nego catkowania z oszacowaniami). Zapiszmy:

dk
| [m?] + 1K2.1,52

BS(S +1)(2m)? > (me)? |
[0,7]

) ¢k

e llme ] + Tk 1,52

> (m”)
K2

rdr

= (m” 2277/ = ...
U2 ) Tl + T 75

znow, jak i uprzednio, darujemy sobie liczenie catki

1 9 B
= (m®)?I [T
25" n(lthm‘T!)

gdzie B = 1k?J,S?. Przepiszmy otrzymang nierownos¢ w postaci

CQ 2 7TQB

= > (m*?n|——" 110

7> o (T (H0)
gdzie Cy = ... Rozpatrzmy teraz dwie mozliwosci asymptotycznego (w poblizu 0) zacho-

wania m®*:

1. hlimom”” = mg > 0, (tak naprawde zaktadamy mniej, tzn. ze granicy nie ma lub jesli

jest, to niezerowa),

2. lim m*

hz—0

= Mmoo = 0.
Pierwsza z tych mozliwosci jest jednak sprzeczna z nier6wnoscia (110). Zapiszmy bowiem:

C
72 > (m")*(In(7*B) + |In [m?|| + | In |hy])

= ((co$ ograniczonego) + | In |h.l|),

co jest nieograniczone, gdy h, — 0. Zatem zachodzi mozliwos¢ pierwsza, z ktorej mamy
C
72 > (m*)*(In(r*B) + | In[m”|| + [1n |he|) > (m®)?|1n |hy|l,

czyli oszacowanie (109).

8.3.3 Moraldlad=112:

Wida¢, ze gdy T # 0, € # 0 (tzn. mamy anizotropowy model Heisenberga , to nie ma
spontanicznego namagnesowania w kierunku x, poniewaz dla h, — 0 mamy M, — 0.
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8.3.4 Pytanie sprawdzajace czujno$é stuchaczy: Dlaczego w d = 3 dowéd M-
W ’nie idzie’?

... 1 i8¢ nie moze, bo w d = 3 jest LRO dla modeli Heisenberga (co wiadomo skadinad).
Odp. Odpowiedzialne za to sa wlasnosci calki stojacej po prawej stronie nieréwnosci
(107). Sprowadza si¢ to do obserwacji, ze catka:

ok

I = =

(111)
jest rozbiezna w d = 11 d = 2, natomiast zbiezna w d = 3 (i wyzszych wymiarach).
777 Argument dla h, =0 777

8.4 Uwagi, uogolnienia.

1. Hohenberg: Brak kondensacji Bosego-Einsteina (w uktadzie oddziatywujacych bo-
zonow) w d = 1 i d = 2, metoda bardzo podobna do wykorzystywanej w tw. M-W.

2. Powyzej byta badana obecnosé¢ uporzadkowania ferromagnetycznego. Niewielka mo-
dyfikacja dowodu daje podobny wynik dla uporzadkowania antyferromagnetycznego
i innych uporzadkowan periodycznych.

3. Sytuacja podobna jak w modelach Heisenberga (brak LRO w niezerowych tempera-
turach) ma miejsce w modelu Hubbarda. Znane jest to od poczatku lat 70 ub. wieku
(Majumdar, Ghosh?). Prosty, chytry dowod podali Koma i Tasaki (’93).

4. Uktady klasyczne: Tez nie porzadkuja sie w 7> 0 w d = 11 2. (Malyshev). Sa
tez dalej idace uogolnienia, np. na przypadek ogdlniejszych grup symetrii i braku
szerszej klasy parametrow porzadku (Wreszinski; Neves-Peres; ...)

5. Twierdzenie Mermina-Wagnera dotyczy temperatur dodatnich. Nie mowi nic o sta-
nie podstawowym. Ten moze by¢ uporzadkowany; tak jest np. dla modelu XY
oraz anizotropowych modeli Heisenberga. Dowdéd: technika odbiciowej dodatniosci
(reflection positivity).

Otwarty problem: Istnienie uporzadkowania antyferromagnetycznego w stanie
podstawowym izotropowego modelu Heisenberga.

6. d = 3: Tu w dostatecznie niskich temperaturach uktad posiada uporzgdkowanie, jesli
spin jest wiekszy od 1/2.

Otwarty problem: Istnienie uporzgdkowania antyferromagnetycznego dla spinu
1/2 w izotropowym modelu Heisenberga w temperaturze dodatniej.

7. d = 2: Twierdzenie Mermina-Wagnera wyklucza uporzadkowanie dalekiego zasie-
gu, ale nie wyklucza innych typow przejs¢ fazowych. Nalezy do nich tzw. przej-
§cie Kosterlitza- Thoulessa, znalezione przez nich w modelu XY (a takze rownowaz-
nych, badz podobnych, modelach: dwuwymiarowa plazma, dwuwymiarowy model
sin-Gordona, ... , .

8. Istotne jest zalozenie o tym, ze stale sprzezenia maleja dostatecznie szybko z odle-
gloécia (warunek (99); znaczy on np. ze w d = 2, J(r) ~ r~+%) o > 0). Okazuje sie,
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ze gdy stale sprzezenia maleja wolniej, to uklad wykazuje przejscie fazowe (Kunz,
Pfister 76 — wersja klasyczna; FILS *78 — wersja kwantowa).

Otwarty problem: Czy istnieje LRO w dodatnich temperaturach w ukladach z
oddzialywaniem RKKY (J(r) ~ r=3cos(nr))? (w d = 3; w d = 2, zaleznosé¢ J(r)
wyglada inaczej; UZUP. — TU POWINIEN BYC STOSOWNY WZOR) Pytanie po-

jawia sie w kontekscie mozliwego zastosowania do pdtprzewodnikow magnetycznych.

9. ? Otwarty problem? Uwaga $wieza®: CZY TW. M-W ZACHODZI TEZ W WY-
MIARZE 3?7 — Uwaga (pytanie) jest w (pozornej?) sprzecznosci z faktem, ze tw.
Mermina-Wagnera zachodzi dla wymiarow 11 2, a dla 3 juz nie. Natomiast, gdy nee
jest spelnione ktores z zatozen, to tw. M-W moze nie zachodzi¢ ( np. jedna z uwag
wyzej, ze jesli oddz. sa dalekozasiegowe, to LRO moze tez pojawi¢ sie w d = 2.)

KONKRETNIE: Jednym z zalozen w tw. M-W jest asymptotyka niskopedowa trans-
formaty Fouriera (proporcjonalna do k?). W niektdrych ukladach (tzw. sfrustrowa-
nych) ta asymptotyka moze by¢ bardziej 'ptaska’, np. postaci k*. Wtedy catka (111)
bylaby rozbiezna w d = 3. Temat wydaje sie wart zbadania. (po krokach wstep-
nych, tzn. najsampierw: przesledzeniu literatury, a potem ponownym przesledzeniu
dowodu).

ODP. Okazuje sie, ze bezposredni analog argumentacji nie idzie dla d = 3 i stalych
sprzezenia dajacych niestandardowa asymptotyke. (Zauwazyt to Marcin Napiorkow-
ski). Istnieja argumenty za tym, ze dla asymptotyki niestandardowej (tzn. postaci
E() ~ k*) nie ma uporzadkowania FM w dowolnie niskiej temperaturze (p. np. Si-
mon, str. ok. 300), ale — na ile wyktadowca wie — jest to (w dalszym ciagu) otwarty
problem.

5Wyktadowca w tym momencie (16.04.11) nie wie, czy nie okaze si¢ to uwaga drugiej $wiezosci, podob-
nie jak jesiotr w "Mistrzu i Malgorzacie’. Tu ’druga $wiezo$¢’ miataby miejsce, gdyby kto$ kiedys gdzies
takie. jak wyzej, uktady juz rozwazat.
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9 HuM & KK

Tu bedzie krotkie (?7; konkretnie: ok. potgodzinne) wprowadzenie motywacyjne do modelu
Hubbarda, przytoczone za artykutem wyktadowcy w 'Posepach Fizyki’.

9.1 Wstep: Co to jest model Hubbarda?

Na to pytanie mozna najkrocej odpowiedzieé: Jest to jeden z najprostszych sieciowych mo-
deli silnie skorelowanych elektronéw. Potrzeba jego wykorzystania pojawia sie tam, gdzie
zawodzi opis przy uzyciu przyblizenia elektronéw niezaleznych. Przyblizenie to uwzgled-
nia oddzialywanie elektron6w w sposob samouzgodniony (analogicznie jak przyblizenie
Hartree-Focka w fizyce atomowej lub czasteczkowej). Do opisu wielu zjawisk taki mo-
del wystarcza. Istnieja jednak problemy, w ktérych elektronéw nie mozna traktowac jako
czastek niezaleznych — nalezy do nich np. ferromagnetyzm metali, spora cze$é¢ uktadéow
wykazujacych przejscie metal-izolator. Uktady, do opisu ktorych nie wystarcza model cza-
stek niezaleznych sg to tzw. uklady silnie skorelowanych elektronow.
Hamiltonian modelu Hubbarda zawiera jedynie dwa wyrazy:

Hy =Ty +Vy, (112)
Th=-t>, ciT;ch;U + c};oci;a (113)
(ij)io
VA = UZni;Jrni;_, (114)
icA

gdzie: A C Z9,1,j € A, ciia, ¢, — operatory kreacji i anihilacji dla fermionéw o spinie o
na wezle i, zas ny, = CiT;aCi;a jest operatorem liczby czastek.

Reguty komutacji/ahtykomutacji dla bozondw/fermiondw

Model Hubbarda mozna uwazaé za “elementarny” — trudno wyobrazi¢ sobie model bar-
dziej uproszczony, a jednoczesnie zawierajacy najwazniejsze sktadniki obrazu fizycznego.
Sytuacje te dobrze charakteryzuje powiedzenie A. Finsteina: Wszystko powinno byé tak
proste, jak to tylko mozliwe — ale nie prostsze”. Jak wspomnieliémy, model Hubbarda jest
jednym z nagjprostszych modeli opisujacych uklad oddziatywujacych elektronow wedrow-
nych (itinerant) w krysztale (modelowanym przez potencjal periodyczny). Interpretacja
cztonow powyzej jest nastepujaca: T to operator energii kinetycznej, opisujacy ruch cza-
stek swobodnych po sieci krystalicznej, zas Vy jest operatorem energii oddziatywania tych
czgstek, majacym chyba najprostsza mozliwg postac¢: czastki sie odpychaja, gdy znajdu-
ja sie na jednym wezle, oraz nie oddziatywuja, gdy sa na réznych weztach. Taka posta¢
oddzialywania mozna uwazac¢ za skrajnie uproszczony opis ekranowanego oddzialywania
kulombowskiego.

Tak otrzymany hamiltonian jest drastycznie zredukowany w poréwnaniu z rzeczywi-
stoscia i w zwigzku z tym na og6t nie oczekuje sie, ze model Hubbarda bedzie dawatl
ilogciowy opis faktow eksperymentalnych: przy wyprowadzaniu z réwnania Schrodingera
czyni sie zbyt wiele upraszczajacych zatozen. Uzasadnione sa jednak nadzieje, ze badanie
modelu Hubbarda przyniesie chociaz jako$ciowe zrozumienie wielu zjawisk z zakresu fizyki
silnie skorelowanych elektronow.
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9.2 0Od réwnania Schrodingera do modelu Hubbarda

Opiszemy tu najwazniejsze kroki przy wyprowadzaniu hamiltonianu modelu Hubbarda z
rownania Schr”odingera.

Model Hubbarda nie jest modelem fundamentalnym — przynajmniej w tym sensie, w
jakim mozna uwaza¢ za fundamentalne np. réwnanie Schrédingera albo Diraca: Rownania
te odgaduge sie albo postuluje, natomiast model Hubbarda sie¢ wyprowadza. Wyprowadze-
nie modelu Hubbarda z réwnania Schrodingera nastepuje przez szereg zalozen, etapow
posrednich i przyblizen, z ktorych najwazniejsze to: zatozenie o istnieniu periodycznej
struktury krystalicznej; przyblizenie ciasnego wigzania; pominiecie calego szeregu catek w
przyblizeniu ciasnego wiazania. (Te droge postepowania naszkicujemy w nastepnej czesci).

Ogolna posta¢ hamiltonianu elektronowego H dla elektronow w krysztale jest w for-
malizmie drugiej kwantyzacji nastepujaca:

H Ztljczacja+ Z U’;Vd 1,0 ja’cl,a’ck,a (115)

ij;0 ijklo,0’

gdzie C;{’U (¢ir) jest operatorem kreacji (anihilacji) elektronu o spinie o na orbitalu Wan-
niera zlokalizowanym na wezle 4; T;; jest catka naktadania pomiedzy orbitalami i mozna
ja interpretowaé jako macierz stalych przeskoku (“hoppingu”) elektronu pomiedzy wezta-
mi ¢ oraz j, za$ (ij|%|kl) jest elementem macierzowym oddziatywania kulombowskiego w
bazie funkcji Wanniera na weztach: ¢, j, k, . Dla uktadéw o waskim pasmie (narrow-band
systems) najistotniejsze elementy macierzowe to:

1
U = (ii| - |ii), (116)
r
V = (ij|-|ij), 1,7 sa najblizszymi sasiadami (117)
r
1
X = (ii]-|ij), 14,7 sa najblizszymi sasiadami (118)
r

Wielkosci te sa zwykle nazywane nastepujaco: U — oddzialywanie kulombowskie na
wezle (on-site interaction); V — oddzialywanie kulombowskie pomiedzy najblizszymi sa-
siadami (nearest-neighbour density interaction); X — skorelowany hopping (correlated hop-
ping lub bond-charge interaction).

Model zostal wprowadzony przez J. Hubbarda w r. 1963 [?] (niezaleznie uczynili to
Gutzwiller [?] i Kanamori [?]). Pierwotna motywacja wprowadzenia tegoz modelu byt
opis ferromagnetyzmu metalicznego (“itinerant”). Te wczesne proby nie zakonczyly sie
powodzeniem — 6wcezesnie dostepne metody analizy hamiltonianéw takich jak (112) bytly
mato skuteczne.

Pozniej dostrzezono, ze model Hubbarda jest naturalnym ’Srodowiskiem’ do badania
innych zjawisk, takich jak:

e inne uporzadkowania magnetyczne (antyferromagnetyzm, ferrimagnetyzm, metama-
gnetyzm ...)

e przejscia metal-izolator (Metal-Insulator Transition)

e nadprzewodnictwo wysokotemperaturowe
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e kondensacja Bosego-Einsteina zimnych atoméw na ’sieci optycznej’ (tu czastki —
atomy w pulapce magnetycznej — nie sa fermionami a bozonami).

Wierzy sie, ze w ramach modelu Hubbarda mozna wyjasni¢ te zjawiska, ze model Hubbar-
da jest najprostszym modelem, w ramach ktérego mozemy stojaca za nimi fizyke zrozu-
mie¢ bez “wkladania rekami” tych efektow w hamiltonian. (W wielu przypadkach nadzieje
te juz sie potwierdzily). Rola modelu Hubbarda jest wiec dla teorii silnie skorelowanych
elektronow rownie fundamentalna, jak modelu Isinga dla teorii przej$¢ fazowych: Oba
modele stanowia “archetypy”, “paradygmaty” dla odpowiednich dziedzin.

Ta prostota modelu jest jednak ztudna: dotyczy ona jedynie sformutowania, nie zas
wtasno$ci. Model Hubbarda jest bardzo trudny do badania (“notoriously difficult”, jak to
ujatl E. Lieb.

Aby zorientowaé¢ sie w pochodzeniu trudnosci w badaniu modelu, spéjrzmy na je-
go hamiltonian (113), (114). Dwa jego czlony zachowuja sie przeciwstawnie. Dokladniej,
funkcjami wlasnymi cztonu kinetycznego (113) sa fale plaskie zdelokalizowane w catym do-
stepnym obszarze. Natomiast funkcjami wlasnymi cztonu potencjalnego (114) sa czastki
zlokalizowane. To wtlasnie wspoétzawodnictwo pomiedzy tymi dwoma przeciwnymi ten-
dencjami (lokalizacja/delokalizacja) jest odpowiedzialne za bardzo roznorodne i czesto
przeciwstawne zachowania w réznych obszarach przestrzeni parametrow.

7 Przyktad antyferromagnetyka i paramagnetyka, oraz ferromagnetyka?

9.3 Niektore obserwable w modelu Hubbarda

Consider the Hubbard model, defined on the finite set of sites A C Z¢ by the Hamiltonian
Ztl.] 10 _]o +hC + Uzn1+n1 Z/ii,gni,g (119)

ij;o

where: i,j € A are site indices; c-T »(¢;i,) are the spin one-half fermion creation (annihila-
tion) on the i-th site; n;, = c e are particle number operators and i, are chemical

1,0 71,0
potentials for particles with spin o.
We are working in the grand canonical ensemble, i.e. = — grand canonical partition
function:

= Tre PH

[1]

)

and the average of the observable A is
1
(A) = =Tr (AePH)

The trace is taken over the whole Fock space of electrons on the lattice A.
We will have to do with the following observables in the Hubbard model:

e Spin operators:
Z 077 n’cl nCin

Here: i — site index; a — index of spin component (ie. a = x,y,2); oy, is a-th Pauli
matrix. For instance:

Slz = (nH — ni,,)/Q.
These operators fulfill ordinary commutation rules for one-half spin operators. Sometimes
it is more convenient to introduce certain linear combinations of S¥ and S} operators:

St = cj+c ;S = ciT’_ci’Jr. (120)

1 1—7 1
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e The density (charge) operator:
ny = Nji + + ni —

e The on-site pairing operator:

R B T
Pi =G 4G5 Dy = CGi—Ci+

The spin susceptibility of the wave vector q:

Xa = B(52,57) (121)

where: ) '
Se=A"2) Sfe™™q,
ieA
and (A, B) denotes the two-point Duhamel function (DTP):

1 1
(A, B) = :/ dzTr {e_ﬁxHAe_(l_x)ﬁHB}
=Jo

where A, B are arbitrary operators.

9.4 Jakie pytania stawiamy i co przypuszczamy
Parametry: t/U, 3, pi,p- (ew. piy, ji_)
1. Istnienie AF dla half-filling, dla sieci dwudzielnych, w T"> 0 dlad > 3 N

2. Przejscie metal-izolator przy zmianie filling'u i ¢/U N

3. Ferromagnetyzm (w modelach wielopasmowych i/lub na sieciach sfrustrowanych)
Istnieja Sciste wyniki dotyczace ferromagnetyzmu w modelach o bardzo 'ptaskiej’ dys-
persji (tzn. E(k)).

4. Obecno$¢ fazy nadprzewodzacej

9.5 Tw. Kubo - Kishi 11i 2 i co z nich wynika

Kubo and Kishi have proved the following theorems.
Theorem KK 1. [?] Assume that U < 0 and p; y = p;— = g (i.e. the magnetic field
is equal to zero). Then the spin susceptibility is bounded from above by:

1
Xq S 10| (122)

Remarks.

1. In the theory of phase transitions, an appearance of ordering is accompanied by the
divergence of the corresponding susceptibility. So one can expect that the bounded-
ness of the susceptibility (122) implies absence of the phase transition leading to
magnetic ordering. It is the case — a sketch of proof of this fact is given at the end
of this section.
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2. This result is consistent with the physical intuition: The case U < 0 corresponds
to the attraction between electrons with opposite spins. They are expected to form
the gas of spinless bosons (at least at low temperatures) , for which the magnetic
ordering is hardly expected.

Kubo and Kishi have proved also theorem for the repulsive HuM on the bipartite
lattices. In this theorem, the upper bounds for charge and ’pairing’ susceptibilities are
obtained.

Theorem KK 2. [?] Assume that U > 0 and

i +p =U. (123)

Moreover, assume that the lattice is bipartite and ¢;; # 0 only for pairs of i and j belonging
to different sublattices A, B (i.e. fori € A, j € B). Then the charge and the on-site pairing
susceptibilities satisfy the following inequalities:

1

30,00 q) < (124)

and
1

Blrapta) < (125)

where dng = nq — (nq) and nqg (resp. pq) is the Fourier transform of n; (resp. p;) with the
wave vector q.

9.6 Aspekty techniczne I: DTF

Let us consider the quantum system in finite volume; let H be the (finite-dimensional)
Hilbert space of states of this system. The partition function = for this system is = =
Tr(e=PH). Let A, B — operators on H. The Duhamel two-point function (DTF) is defined
as |?]

1
1
(A, B) = = / Tr(e~PH Ae= (=281 Bdy (126)
~0

The Duhamel two-point function is closely related to susceptibilities in the system. It
turns out that the expression
1
2
is the second order term in the perturbation expansion of the expression

1A, A)Z

Tre—ﬁH-wA

[1]:

(i.e. the partition function of the system with the Hamiltonian H perturbed by the term
—1A/B).
More generally, we have
1 02

AB) = =
(4, B) = oA

Tr [exp(—FH + pA + AB)) (127)

The DTF possess the following properties (all of them are proved by simple calculation):
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1. It is easy to check that (A, B) is symmetric in their arguments:

(A, B) = (B, A) (128)

2. If A,, A; are self-adjoint operators and A = A, + iA;, then

(AT, A) = (Ar, A)) + (A5, Ai). (129)

3. For H — self-adjoint operator on finite-dimensional space, let {¢;} be its complete
set of eigenvectors: H¢; = €;¢;. Denoting:

aij = (¢ilA¢;), bij = (¢i| Bo;)
(with (-|-) being the scalar product in H), we have following expressions for DTF":

1
(A,B) == / S aibyie (e gy (130)

=

0 ’]
e —Be; e ﬁ'f]

= Z aijbj——————— (131)

€ — €

4. One sees also that
(A, A) >0 (132)

which imply the Schwarz inequality (using the symmetry property: (AT, A) = (A, AT))
on the set of operators on H:

(4, B)| < \/(A, A)/(Bt, B). (133)

Wszystko tadnie! Ale trzeba by w koricu pokaza¢ ktorys$ z wzorow.

Przejscia pomiedzy wzorami (126), (130) i (131) sa proste. Pokazemy wzor (131) przez
bezposrednie skalkulowanie®.

Na poczatek, aby zobaczy¢ zasade rachunku, rozpatrzmy przypadek A = B:

[1]:

_ Tr<€*ﬁH+>\A)

1 1
=Tr |1+ (=BH +MA) + —(=BH + \A)? + 5(—ﬁH + AP H(—5H + M)+

1
o1
Rozwinmy wszystko i pozbierajmy czlony przy poszczegdlnych potegach A; aby za duzo
nie przepisywac, oznaczmy: h = —(0H.

o) Jest chyba jasne, ze przy zerowej potedze otrzymamy

Coeff(\?) = exp(—BH) = =.

6Jest to przydlugie i nudnawe; ale inne sposoby to bytaby zbyt dtuga dygresja. Ale gdyby ktos chcial
sie z nimi zapozna¢ to ZACHECAM!!! Tematy zwigzane bezposrednio to: Wzér Bakera-Campbella-
Hausdorffa; wzor Zassenhausa. Bezposrednie zastosowania w fizyce to: Wzory na kolejne poprawki w
rachunku zaburzen; podatnosci (statyczne i dynamiczne) — tzn. drugie pochodne po parametrach) oraz
wyzsze pochodne.

64



e ) Przy pierwszej potedze A, mamy'

Coeff(\') = A+ — (Ah + hA) + ‘(Ahh + hAh + hhA) +

pamietajac, ze pod $ladem mozna cyklicznie przestawia¢, otrzymamy, ze Slad powyzszego
wyrazenia to

T[4+ 21'2(Ah) + ;3(Ahh) b SR(ARY) 1 ]

k!

_ ENTI k-1
_Tr[A(I+h+2!h + +(k_1>!(h )+...,]

czyli
Coeff(\') = Tr[Ae PH] = Z(A).
e ) Przy \?, mamy:
Coeff(\?) =

= ;A2 + ;(AAh + AhA + hAA)
+L(AAhh + AhAh + AhhA + hAAh + hARA + hhAA) +

1
klwszystkle ‘permutacje’ (k — 2) egzemplarzy h oraz 2 egz. A+ ...

Uporzadkujmy nieco wyraz k—tego rzedu. Wykorzystajmy tu zné6w mozliwosé cyklicznego
przestawiania pod $ladem. Mamy wtedy:

1
Tr {k; wszystkie 'permutacje’ (k — 2) egzemplarzy h oraz 2 egz. A}

11
=gl [(ABF2 4 cykL) + (AhAR*S 4 cykl) + -+« + (AR ARF 72 4 cykl) 4 ..

11
= 1T [AZRE=2 4 ARARFE - p AR ARFT2 4]

Kazdy taki slad obliczmy, wstawiajac dwie jedynki:
Tr[AR'ARF 2 =3 (e, AR'ej) (e, AR 72e) = (i, Aej)E (e],Ael)Ek =2

1] 2

(gdzie E; = —f¢;). Mamy zatem:

1
Coeff(\?) = Zawaﬂ 1+ E+ = 3 (B} + BB+ B + ..

i,j
Za”aﬂ 2E+E) 3!(EE+EiEj+EJ?)+...]

Przyjrzyjmy sie teraz wzorowi (130). Rozwinimy exponensy w liczniku; mamy:

eli — b 1E?—FE? 1E3—-E}

B J )

E; — E; 2FE;,—E;, 31 E;—E;
1 1 2 2

wida¢ wiec, ze dostaliSmy to samo. Tak wiec pokazahsmy wzor (130).
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9.7

Aspekty techniczne II: lemat DLS

Theorem. Let H; be the finite dimensional Hilbert space and H = H;®H;. Let A, B, ...
be operators defined on H;. Denote:

At=A®Ild, Bt=B®Ild,... (134)
and
AT=ld® A, B  =1d®B,... (135)
Then for arbitrary self-adjoint operators in the real matrix representations A, B, C1, ...,
and arbitrary collection of real numbers hq, ..., h; we have
; 2
<Tr {exp [AJF +B™ =) (Cf-Cf — hi)2] })
i=1
!
< (Tr {exp [AJF +A” =) (Cf - C’i)ﬂ })
i=1
!
: <Tr {exp [BJr +B™ =) (Cf - Ci)Q] }) (136)
i=1
Remarks.
1. Our notation is slightly different from the notation in [?]: Our A™, B*, ... is their
A, B, ... (Warning: the symbol: A has a double meaning in|?]: it denotes there both
A as an operator acting in H; as well as operator A ® Id. To make the notation
more transparent, we denote their A = A ® Id as AT etc., and our A=, B, ... are
their A, B,...).
2. The minus sign at square terms containing C' operators is crucial. Moreover, it is

a trivial observation that one can replace any of square terms —(C;" — C;)? by

—7;(CF — C;)?, where ~; is a positive constant.

Dow. Niech « bedzie pierwiastkiem lewej strony (tzn. najbardziej zewnetrznym nawia-

sem),

czyli KONKRETNIE:

a="Tr {exp [AJF + B — zl:(C'f -C; — hi)ﬂ }

i=1

Mamy, z wzoru Liego-Trottera:

gdzie

a = lim a,,
n—oo

oo (A7) e (B2 L (O o= 1M
(oo () o (5 Mo (=522

o, = Tr

Dygresja: Wzor Liego-Trottera: Jesli A, B — macierze kwadratowe, to

) A B\T
AP = lim (enen) )

n—oo

Wiele uogolnien na operatory.
Dowod, np. u Reeda i Simona I.
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Koniec dygresji.
Ma miejsce nastepujaca rownosé operatorowa (tu: macierzowa):

exp(—A?) = /dkexp (ikA — k*/4).

Dow. — mozna rozwinaé¢ obie strony w szereg w A i porowna¢, po wycatkowaniu prawej
strony.

Wykorzystamy ja n x [ razy, aby zlinearyzowaé¢ wszystkie czlony kwadratowe (zawie-
rajace operatory C;). W ten spos6b mamy:

1 nl
o= (g / dnl;

H{ () s )nexp( 2 Cﬂ)}]

x exp(—k?/4) exp (—z n \/_ Z K jh; ) (137)

Wtedy, kazdy z (Sladow) iloczynéw ponizej mozna przeksztalca¢ nastepujaco:

(2 (2 (D) o (5 20) |

(138)
Korzystalismy tu z zalozen, ze: e ..." oraz ...~ sa iloczynami tensorowymi z jedynka (w

pierwszym lub drugim argumencie odpowiednio), wiec sa przemienne i mozna je przesta-
wiac; oraz e e wszystkie operatory A, B, C; sa rzeczywiste samosprzezone (symetryczne),
wiec mozna brac ich sprzezenie zespolone bez zmiany kolejnosci.

Teraz: Wstawiamy rearrangement (138) do catki (137); wykorzystujemy nier. Schwarza
do (137) — w ten sposob cudownie znikaja exponensy zawierajace ik, jh;; i dalej: W
pierwszej calce wykorzystujemy w odwrotna strone réwnos$é (138), biorac w pierwszej
calce A zamiast B, a w drugiej na odwrét. W ten sposob dostajemy:

‘O‘n|2 <

(W /d”lkTr [exp (121;) exp (i:) x explik 1(Cf — C7)].. .exp(—k2/4)]>

" ((45/ f e lexp <i) P (i) x expliky 1 (G — O7)]. .. exp(—k2/4)

Odwracajac teraz kroki w dowodzie, dostajemy wzor (136).

)

CBDO
Special case: For A = B we have

(1efos a2 S0 )

=1

< (Tr {exp [A* FA - zl:(cj - C{)Q] }) (139)

=1
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9.8 Dowdd tw. KK 1(wersja przyciagajaca)

An idea of the proof is to write the Hamiltonian in such a form that the application of
the DLS lemma is possible.

Let H; be the Fock space for spin 'up’ electrons. The Fock space of spin ’down’
electrons is isomorphic to Hy, so we have H = H; ® H;.

Let us write the Hamiltonian (119) with the use of condition py = pu_

H=T +T_—p> nis—p> niy+U> niini_ (140)

where
_ i
T, = =D tijcl oG

ij;o
Call this form (140) as 1.
Write now the same Hamiltonian (119) in the form (called the form II)

H=T 4T —-m> niy—mY ni;+ad (nis —ni_)° (141)
where
U U
m=u——, a=——
g 2

It is matter of simple recalculation to check that both expressions (140) and (141) define
identical Hamiltonian; they are only different forms of it.
If we further denote

At = -3(T, — mZnH), A =—p(T- — mZnL_),

+ - _
Ci — ni’Jr’ C’L — ’I’I,l,,

then it is seen that the grand canonical partition function for the Hamiltonian (140) can
be written as
sU

== Trexp <A+ + A+ > > (nys — niv_)2> ;

it is clear that operators AT, A=, Ci" and C; fulfill assumptions of the DLS lemma.
Observe further that if the coeflicient % (standing before square terms) is negative,
ie. if
U<0 (142)
is fulfilled, then the DLS lemma implies that

=({hi}) < Z (143)
for arbitrary collection {h;} of reals. In expression above,

=({hi}) = Trexp (A* b4 Sy - m)?) |

i

Expand now the left-hand side of (143) in {h;} up to second order. More precisely, replace
{hi} by M h;}, where X is a parameter, and calculate the second derivative with respect
to A
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Using the properties of the DTP which are listed in the Appendix 77, one gets
—BU Y hi +4p°U° (Z thi,Zthi> <0;

One can extend this inequality to h; taking the complex values (see Appendix ?7), and
then after little rearrangement of terms we obtain

* z ]-
(Z Sihi, DS m) < T > s ? (144)

If we take now

1 o
hi = —e "9 (145)
Al
then we obtain )
S I — 14
(52059 < 57 (146)

(remember that U has to be negative, so the sign of the right-hand side is positive). So,
the inequality (122) has been proved.

9.9 Dowdd tw. KK2 (wersja odpychajaca)

The proof is based on the following unitary transformation, possible to perform on the bi-
partite lattice [?],[?], [?]. Assume then, that the lattice can be divided into two sublattices
A and B. The transformation act as follows:

C‘T_ — MiCi,—; Ci— — MiCTi - (147)

1,

where n; = +1ifi € A, n; = —1if i € B. The operators ciu, ¢i.+ do not change under this
transformation.

Upon the particle-hole transformation, the operators appearing in the Hamiltonian
(119) change as follows:

L. the kinetic term — 7., tij(citocjp + h.c.) does not change;

2. The interaction term changes as follows:

UZni,+ni7, — Uzni’Jr(l — ni,,); (148)

3. Chemical-potential terms change as:
poy - — pey (1 —m), (149)

and the term py >7; , n; does not change.
4. The pairing and spin operators:
pi = CI7+CT’_ —25F, pl =iy — 257, (150)

and vice versa.
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Summarizing, the transformed Hamiltonian H is:

H=T,+T -UY niini_+ U —p)d> nit+ p_ an — p—|Al.
i i+
Then, it is seen that under this transformation, the attractive HuM (U > 0) has been
transformed into the repulsive one (U < 0) and vice versa. Moreover, in the Hamiltonian
also chemical potentials have undergone certain change.
Now, let us consider the Hamiltonian fulfilling assumptions of the KK 1 theorem, i.e.
pyr = p— and U < 0. Let us denote the Hamiltonian after transformation (147) as H. We

have:
H=— Ztu 1(,ch—khc —|—Uan+n1 —M+an+u an
ij;o
where: U = —U, fy = py, i- = —p_ 4+ U (so we have: iy + . =U).

Now, let us examine how changes the Duhamel function (S7, S*,) under transforma-
tion (147). It is more convenient to consider the function (S7, %) — (57)(S%,). It turns
out that this function transforms into 4(dng, on_q).

Collecting together all facts above (i.e. the KK 1 theorem and the formula for the
Hamiltonian after transformation, and moreover that (S7) = 0 under assumptions of the
KK 1 theorem), we obtain finally an inequality (124).

Now, let us remind that the Hamiltonian under consideration is isotropic one. For this
reason, we have

(52,5%4) = (Sq.5=y);

moreover, the Duhamel function (S;,S7,) transforms into 4(pq, pT_q) under transforma-
tion (147). These facts imply an inequality (125).

Remark. The upper bound for the spin susceptibility implies also boundedness of
two-point correlation function (SZS?,). This in turn implies absence of the magnetic
long-range order. The argumentation goes as follows [?]|. Using the Falk-Bruch inequality
[?7], [?] and estimation (122), one obtains the following upper bound for the two-point

correlation function:
2 o 1 /C
(535%a) < ) 157 ot (ocalu) (151)

where (g is any upper bound of the average of double commutator:

(Warning: There is a misprint in the expression defining the quantity Cqy in [?]). As an
upper bound one can choose the function

2\/7 Z|2Ek_Ek q Ek+q|7

where F)y are eigenvalues of the kinetic part of the Hubbard Hamiltonian, i.e. its Fourier

transform:
\/7 Z tu

(this estimation is reproduced in the Appendix ??, as only the final result has appeared
in [?]). As a result, the two-point correlation function is bounded for |A| — oo and there
is no long-range magnetic order at any temperature.

Analogous argumentation can be applied to bound the charge and pairing correlation
functions and to preclude corresponding orderings.

-(i-))

70



10 Odbiciowa dodatnio$¢ i dowod istnienia LRO w kla-
sycznym modelu Heisenberga dla d > 3
Plan:
1. Uporzadkowania (badz ich brak) w r6znych modelach,
2. Przeformultowania problemu istnienia LRO w niskich temperaturach,
3. Odbiciowa dodatnios¢ (RP) i jej konsekwencje.

4. Dowdd istnienia uporzadkowan magnetycznych w niskich temperaturach dla modelu
Heisenberga.

10.1 Wstep

Subject: Klasyczne uktady spinowe z ciggta grupa symetrii
Uktady spinowe z grupa symetrii:

e Dyskretng (np. model Tsinga — grupa Z?)

e Ciagla (np. model XY - spin przyjmuje wartosci w S'; model Heisenberga — spin
przyjmuje wartosci w S2).

Uktady o ciagglej grupie symetrii generalnie sg trudniejsze do analizy niz te z grupg
dyskretna.

e Model Isinga:

o Brak uporzadkowania dla 7> 0 w d = 1 ("20 - Ising);

o istnienie uporzadkowania w niskich temperaturach w d > 2 (Peierls, '36 +
Griffiths, '66)

© Modele o spinie dyskretnym, bez symetrii (Pirogov, Sinai '76)
e Model XY oraz Heisenberga:

¢ Brak uporzadkowania dla T'> 0 w d = 11 2 (Mermin, Wagner '66 — wersja
kwantowa);

¢ istnienie uporzadkowania w niskich temperaturach w d > 3 (Frohlich, Simon,
Spencer '76) — dowod oparty o wlasnosé odbiciowej dodatniodci (reflection po-
sitivity — RP).

10.2 Praca FSS — zasadnicze elementy dowodu

1. Przejscie do obrazu fal spinowych (transformata Fouriera)

2. Istnienie spontanicznej magnetyzacji rownowazne makroskopowemu obsadzeniu mo-
duoq=0.

3. To znaczy, ze trzeba oszacowaé od gory wklad od pozostatych modéw (o q # 0).
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4. FSS dowodza, ze energia kazdego modu ograniczana jest przez wielkos¢ z (klasycz-
nej) zasady ekwipartycji;

5. a to wynika z dodatnio$ci odpowiednio zdefiniowanej podatnosci (drugiej pochodne;
po pewnym polu zewnetrznym),

6. a to sie pokazuje poprzez odbiciowq dodatniosé — R.P..

Uwaga. Wlasnosci 3) — 5) prawdopodobnie zachodza dla ogolnej klasy modeli. Niestety 5)
udaje sie udowodni¢ jedynie wychodzac od 6) — whasnosé specyficzna i zalezna od modelu
— na szczescie dostatecznie ogdlna.

10.3 Bardziej szczegblowo:

10.4 Definicje

Rozpatrujemy izotropowy model Heisenberga na zbiorze weztéw A C Z3. Na kazdym
wezle x € A mamy spin s(x), przyjmujacy wartosci w jednostkowej sferze: s(x) € S?,
Is(x)] = 1.

Oddzialywania miedzy spinami: —Js(x) - s(x’), J > 0 (przypadek ferromagnetyczny),
x,x’ — najblizsi sgsiedzi.

Hamiltonian:
3

Hy=—-J)> s(x)-s(x+e) (153)

=1 xeA
gdzie e, e, es — jednostkowe wektory sieci.
Zakladamy, ze A jest szescianem. Nakladamy periodyczne warunki brzegowe.
Hamiltonian (153) mozna réwnowaznie wyrazi¢ w postaci (po dodaniu stalej)

Hy = ;JZ > (s(x+e;) —s(x))’ (154)

i=1x€EA

Liczenie $rednich: Rozktad prawdopodobienistwa pojedynczego swobodnego spinu na
sferze jest izotropowy, wiec catlkowanie po przestrzeni konfiguracyjnej pojedynczego spi-

nu wykonuje sie z waga dw(s) — unormowany element objetosci na sferze jednostkowej
(dw(s) = 4= sin 6dOdg).
Kanoniczna warto$¢ srednia obserwabli A jest

o <A€75HA>O,A
(A)a = (e=BHA)

0,A

gdzie .
(Noa = [ F({s()}) T dolss) (155)

xEA

10.5 Uporzadkowanie jako kondensacja fal spinowych
Dowod FSS polega na oszacowaniu dyspersji m(A) magnetyzacji, tzn. wielkosci:

1
2

i) = o (Z s<x>)2> (156)

xEA A
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Dygresja.

Wielkos¢ m(A) jest blisko zwiazana ze spontaniczng magnetyzacjg mo(A\) przez twier-
dzenie Griffithsa:

Niech ¢(h,3) bedzie energia swobodna ukladu (tu: modelu Heisenberga).(h — pole

magnetyczne).
Spontaniczne namagnesowanie definiuje sie jako
9¢(h, )
mo = —hl_>0+ TR (157)

Wtedy zachodzi nieréwnosé:

> Jin { (z s<x>)2>A (158

Jezeli wiec udowodnimy jednostajne w A oszacowanie:
m(A) > C >0,

to tym samym udowodnimy istnienie spontanicznej magnetyzacji.
Koniec dygres;ji.

10.6 PrzejsScie do obrazu fal spinowych

Zapiszemy teraz rownowazne wyrazenie na m(A) w jezyku fal spinowych, tzn. w repre-
zentacji ‘pedowej’.
PrzejdZzmy do transformaty Fouriera spinow s(x):

5(q) = /1\ > s(x)e X, (159)

x€EA
q przyjmuje wartosci z pierwszej strefy Brillouina.
Z uwagi na: s(x)? = 1 mamy

> Is(@)* = Al (160)

Wyrazmy hamiltonian (153) w jezyku §(q):
H(A) = const. + Y _ E(q)[8(q)/*, (161)
q

gdzie
E(q) =J) (1 —cosg). (162)

i=1
jest energiq fali spinowej o wektorze falowym q.
Wyrazmy teraz m(A) w jezyku fal spinowych:
1
m(A)? = 1 (6(0))a = 1 7 (18 (163)
[A] !AI 70
Aby wiec dostac to co chcemy, tzn. ze granica m(A) dla A — oo jest niezerowa, wystarczy
pokazaé, ze ostatni wyraz ma niezalezna od A gérng granice B < 1, tj. ze zachodzi

LS s@P < B <1 (164)

(przynajmniej dla dostatecznie duzych |Al).
Tu zwiazek z BECon’em.
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10.7 Oszacowanie podczerwone (infrared bound)

Bedziemy wiec udowadniali 'nieréwnosé kondensacyjna’ (164).
FSS udowodnili to pokazujac, ze energia fali spinowej E(q)(|$(q)*)a dla q # 0 nie
przewyzsza wartosci danej przez requte ekwipartycyi, tzn. %/{;T:

1 3
()2
s(q)])a < =— kT 165
(B@Ph < 5 (165)
Dlaczego (165) = (164)?7 Ot06z jesli spelniona jest nier. (165), to lewa strona (164) jest
ograniczona z gory przez:

|A, > @ (166)

a ta suma moze by¢ z dowolng doktadnodcig aproksymowana (przyblizenie tym lepsze, im
wieksze jest |A|) przez calke:

(167)

E(q) jest scisle dodatnie dla q > 0, oraz ma asymptotyke w zerze:

1

E(q) ~ 5(12

dla malych q, tak wiec catka wystepujaca w (166) jest zbiezna. Znaczy to, ze L.H.S.
nieréwnosci (164) jest ograniczona przez const-T — jest wiec mniejsza od 1 dla dostatecznie
niskich temperatur.

1. Mamy stad oszacowanie na temperature krytyceng T,:

3
2

T. > (168)

(doktadnosé kilkunastu %).

2. Oszacowanie na (|$(q)|?)a dawane przez (165) jest zwykle nazywane oszacowaniem
podczerwonym (infrared bound) — z uwagi na to, iz daje ono oszacowanie na (|S(q)|?)a
dla matych q.

Tak wiec!! Dowdd istnienia LRO w niskich temperaturach zostat sprowadzony do dowodu
oszacowania (165).

10.8 Odpowiedz na zaburzenia — 'uogélniona podatnosé’

7 kolei, oszacowanie podczerwone mozna sformutowaé¢ w jezyku ’odpowiedzi uktadu na
odpowiednio zdefiniowane zewnetrzne zaburzenie’.

Konkretnie: Zatézmy, ze kazdy wyraz opisujacy oddzialywanie pomiedzy najblizszymi
sgsiadami:

5 (s(x) —s(x))”
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zostal zmieniony na
1
57 (5(x) = s(x) = h(x,x))%,

gdzie wyraz: h = {h(x,x’)} (spetniajacy: h(x,x’) = —h(x’,x)) odpowiada zewnetrznemu
polu na kazdym ’wiazaniu’ pomiedzy x a x'.
Hamiltonian uktadu zaburzonego mozna wtedy zapisac:

fJZZ s(x +e;) —s(x) — h(x,x + €;))?

=1 x€EA

iJ 3 (s(x) — s(x) — h(x, x)? (169)

(x)

Energia swobodna uktadu zaburzonego jest:
FA(h) = —kT In ZA(h), (170)

gdzie
Zn(h) = (exp(=BH(A, h)))o A (171)

gdzie (...)o jest zdefiniowana przez (155).

Teraz! Pokazemy, ze problem dowodu oszacowania podczerwonego mozna zredukowaé
do pokazania, ze Fy(h) osiaga absolutne minimum dla h = 0. Robimy to tak:

Ze wzorow: (155), (170) i (171) mamy:

Fy(h) = FA(0) — kT In (exp(8J0s(h))) , + ;J!h|2, (172)
gdzie
ds(h) = Z:l z;‘(s(x) —s(x+e€)) h(x,x+e) (173)

|n|* = ZZ|hxx—|—e = > |h(x,x)]? (174)

i=1 xeA (x,x")

Przeliczenie wzoru (172): Mamy bowiem:

Zn(h) = (exp(=BH(A, h)))o A

xEA

= / I dw(sx exp( J Z — h(x, x’))2>

_/H dw(sx) exp (J > (s >+ 8D (s s(x'))h(x,x")

xXEA (x,x) (x,x’)

> |h<x,x'>|2)

(x,x")

[/ [T deo(s) exp (~BH(A,0)) - exp (3Js(h ))] exp <—§J\h|2>

XEA
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= 230) explp0s() s (- 18P

stad, po zlogarytmowaniu i pomnozeniu przez (—371), dostajemy wzor (172).

Koniec przeliczenia (172)

Teraz: Jesli Fj(h) osiaga minimum w h = 0, to (dla ustalonego h) funkcja: F(\h)
zmiennej rzeczywistej A osigga minimum dla A = 0, czyli:

dd)\FA(/\h) - =0
q4
wFA(Ah) - >0
lub, z rown. (172) — (174):
(@s(1)}, = 0 (175
oraz
BJ(|os(m)*) < [nf” (176)

Przeliczamy znow:
Wyliczmy najsampierw:
d
an (exp(BJs(Ah))

= dd)\ [/ I dw(sx) exp (—BH(A,0)) - exp (AﬁJ@S(h))]

xEA

A=0

::[/]]dw@gemﬂ—ﬁH@MO»-@H%M)wmp@ﬁJ&ﬂMJ

xEA

A=0

_ / [T dw(sx) exp (—BH(A, 0)) - BJOs(h)

= BJ(0s(h))

a stad, patrzac na wzor (172) widzimy, ze pochodna ostatniego cztonu sie zeruje (bo jest
proporcjonalny do A\?) i dostaniemy

d

— F(\h) = —J (0s(h)),

d\ \—o

i przyrownujac to do zera, dostaniemy (175).
I dalej, analogicznie:

d2
——Fr(Ah
g FAn) o

¢ 11 JOs(Ah 1J)\h2
e |5 esp(0700)), + 3 0]

A=0

d

Bl [_J (0s(h) exp(8J0s(AR))) , 1

(exp(BJOs(AR))) 5
= B> (|0s(M)[*) , + BT (Fs(h))} + J|h|”

\J|h|?
4 # I

A=0
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i z warunku nieujemnosci tego wyrazenia, otrzymujemy (176).

Konziec przeliczenia

Rownos¢ (175) jest trywialna (niezmienniczo$é wzgledem odbicia spinu). Warunek
(176) trywialny nie jest. Mozna go rozszerzy¢ do zespolonego h: h = hg + ih; (hg, hy sa
rzeczywiste).

Wybierzmy teraz:

1
- (exp(iq - x) —exp(iq-x'))u dla q#0,

h(X, X/) = ’AP

gdzie u — dowolny wektor jednostkowy.
Wtedy!!! Nierownosé (176) redukuje sie do

kT
2E(q)

i oszacowanie podczerwone (165) wynika ze zsumowania nieréwnosci (177), gdy braé¢ ko-
lejno u =e,, u=-e,, u=-e,.

Tak wiec, jesli F) osiaga absolutne minimum dla h = 0, to jest spelniony warunek
dostateczny na spetnienie oszacowania podczerwonego.

Konkluzja: Problem dowodu LRO w niskich temperaturach zostal zredukowany do
pokazania, ze F(h) osiaga absolutne minimum dla h = 0.

Uwaga. 7 definicji F)(h) wynika, ze funkcja ta osigga absolutne minimum, a nie tylko
wartosci dowolnie bliskie. (Argument: Funkcja ciagta na zbiorze zwartym osiaga swe kresy
+ zachowanie asymptotyczne Fj(h) dla duzych h).

(Is(@)-ul’) < dla q# 0; (177)
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10.9 Odbiciowa dodatniosé

Tu wtasnie pojawia sie odbiciowa dodatniosé, jako sposob dowodu faktu, ze Fi(h) osiaga
absolutne minimum dla A = 0.

Zalézmy, ze mamy do czynienia z uktadem na sieci A, ktéra mozna podzieli¢ na dwie
czedci A i Ag, stanowiace swoje zwierciadlane odbicia w ptaszczyznie I1, ktora nie zawiera
wezlow.

Przykt. Niech A — sze$cian o boku zawierajacym 2N wezldéw, otwarte warunki brze-
gowe. Wtedy za Il mozna wziaé jedng z plaszczyzn x; = N + %, 1=1,2,3. Wtedy A jest
zbiorem wezléw o wspohrzednych x; < N ,za§ Agr — weztow o wspodtrzednych z; > N + 1.

Przykt. Uklad o periodycznych warunkach brzegowych. Mamy tu 3N plaszczyzn
odbi¢ II.

Jesli x jest weztem nalezacym do Ay, to przez & oznaczmy jego zwierciadlane odbicie
w plaszczyznie 11.

Niech A;, A; tworza algebry obserwabli na poduktadach A, Ay odpowiednio.

Zdefiniujmy operator 6 : A; — A, jako:

OF(s(x),5(x), .., s(x)) = F(s(X),5(x), -, s(xD)) (178)
gdzie F = F(s(x),s(x),...,s(x)) € A; jest obserwabla na lewym poduktadzie, tzn.
jakas funkcjg spinéw na A;.

Operator 6 jest antyliniowy:

O(NA + puB) = MA + il B (179)

dla A\, u € C oraz A, B € A;.
Z definicji (178) oraz wlasnosci (179) wynika, ze

(A0A) oA =1 {A)ga > dla A€ A, (180)
czyli dla dowolnego A € A, spelniony jest warunek odbiciowej dodatniosci (RP):
(A0A), , > 0. (181)

Uwaga. Z uwagi na to, ze spetnione sa warunki: (179) oraz (181), wielkos¢: (A0B), ,
mozna uwaza¢ za iloczyn skalarny (na przestrzeni Hilberta obserwabli A;) i, w zwiazku z
tym, spelniona jest nierdwnosé Schwarza:

| <AQB>0,A ‘2 < <A9A>0,A ) <BQB>0,A (182)
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10.10 Kolejna nieré6wnos$é dowodzona przez RP, a z ktérej wynika
LRO

Zalozmy, ze na A mamy okreslone jakies pole h (okreslone na bond’ach — jak zdefiniowane
poprzednio). Zdefiniujmy pola hy, hy na A nastepujaco:

1. e Na zbiorze Ay, pola h i h; pokrywaja sie: hy|y, = h|a,; 1 analogicznie

e Na zbiorze Ay, pola h i hy pokrywaja sie: ho|a, = h|a,
2. hy, hy znikaja na bond’ach taczacych Ay z Ag;
3. hi, ho sa niezmiennicze wzgledem odbicia x, x’ — X, X/, tzn.

o hi(x,x') =h(x,x') dlax,x' € Aj, j =1,2 (bylo w p. 1);
o hj(x,x')=0dlax e A;ix' €Ay, lub vice versa;

o h;(x,x') = hj(x,x') dla x,x" € A;.

Teraz sformutujmy rzeczona nieréwnosé. Otéz, pokazemy ze:

Zn(h) </ Zu(ln) - Za(ho) (183)

gdzie Z(h) byta zdefiniowana przez (171), a pola hy, hy powyzej. Dowod nieréwnosci
bedzie wykorzystywaé nieréwnosé RP (182).

Uwaga. Zauwazmy od razu, ze nierownos¢ (183) dla sum statystycznych jest rowno-
wazna nieréwnosci dla energii swobodnych

Fa(h) > S(Fa(h) + Fa(ho)). (184)

Przed przystapieniem do dowodu nieréwnosci (184), poczynimy jeszcze jedna uwage, 7e
Uwaga. Nieréwnos¢ (184) jest kluczowa dla dowodu faktu, ze
Stw. F)(h) osiaga minimum dla h = 0.
Dowo6d. Zakladamy periodyczne warunki brzegowe. Zalézmy, ze Fj osiaga wartosc
minimalng FA(“““) dla pola h = h. Wtedy, na mocy (184)

F/(\min) _ FA(h) >

(Fa(h1) + Fa(he))

N | —

i, poniewaz ani Fy(h;) ani Fj(hs) nie moga by¢ mniejsze niz F\"™™ | wynika stad, ze

Fu(hy) = Fa(ho) = F{™. (185)
Teraz: Jesli h # 0, to musi ono posiada¢ dodatnig liczbe niezerowych sktadowych (bond’ow)
x — x": h(x —x') # 0. Niech [ bedzie liczba bond’6w, na ktorych A nie znika. W takim
przypadku, mozemy wybra¢ plaszczyzne II, ktora przecina przynajmniej jeden 'bond’
na ktorym & jest niezerowe. Niech wtedy l1, I beda liczbami wigzar, na ktorych hy i
odpowiednio hy nie znikaja. Mamy wiec:

I+ 1y < 2

znaczy to, ze przynajmniej jedna z liczb (1, l3) jest mniejsza od [.
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Stad, na mocy (185): Jesli F)\ jest minimalizowane przez h = h, ktore posiada [ > 0
niezerowych sktadowych, to F) jest tez minimalizowana przez inng warto$¢ h, mianowicie
przez hy lub hs, z ktorych przynajmniej jedna posiada mniejszg od [ liczbe niezerowych
sktadowych.

Stad, przez indukcje, wynika, ze F) jest minimalizowana przez h = 0 — co nalezalo
okazad.

Tak wiec!!! Pozostaje teraz udowodnié¢ nieréwnosé (183).

10.11 Dowd6d nieréwnosci (183) przy uzyciu RP
RYS. Zapiszmy Hama uktadu na A w postaci:

H(A,h) = H(A1, hy) + H(Ag, ho) + Hi(h), (186)
gdzie .
H(Ashy) =57 3 (s(00) = s(x) = hy(x,x)? (187)

sa hamiltonianami poduktadéw na A; (j = 1,2) oraz

i) =57 Y (500~ s(x) by (x, X))’ (188)

XEA1,x'EAg

jest Ham’em opisujacym oddzialtywanie pomiedzy ukladami na A; i As.

Oddzialywanie to jest niezerowe jedynie na bond’ach przecinajacych I, tzn. taczacych
ptaszczyzne II; C Aq, najblizsza rownoleglta do II z odbiciem II; w II, tzn. plaszczyzng
II,. Mozemy wiec wyrazenie (188) napisaé jako

1 _ _
Hy(h) = 5J 3 (s(x) = s(%) — h(x,%))? (189)
xEA1
lub skroétowo: )
Hy(h) = 5J(s — 85— hy)? gdzie §=0s. (190)

Teraz zapiszmy sume statystyczna pelnego uktadu jako:
Z(h) = (exp(—=BH (A1, hy)) exp(—=SH(h)) exp(—FH (A2, h2)))g 4 - (191)

Teraz!!! SZTUCZKA PROSTA A POZYTECZNA: Jak exponens kwadratu prze-
ksztalci¢ w exponens wyrazenia liniowego?
Oto6z za pomoca transformaty Fouriera gaussianu:

1 k2
exp(—=ax”) = const - /dk exp | —— —ikx
p(—5az’) p ( o
Przy pomocy tej sztuczki zapiszemy wyraz z Ham’em oddzialtywania jako:
2

exp(—0H(h)) = C/dKexp (—2}(@] —iK-(s—s— h}))
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W ten sposob, suma statystyczna (191) przyjmuje postac

2
Za(h) = C/dK exp <_2K5J ik - h;)

x (exp(—iK -s — BH(Ay, b)) exp(iK -8 — BH (A, h2)))o o (192)

7 definicji operacji odbicia 6 oraz jej wlasnosci, ostatni exponens w powyzszym wzorze
jest rOwny:
0 exp(—iK - s — BH(A1, ho))

i dlatego
2
Za(h) = C/dK exp (‘fw K h1>
x (exp(—iK s — BH (A1, h))0 exp(—iK - s — BH(A1, ha)))g (193)

Teraz!!!! Z tej postaci Z,(h) i nieréwnosci RP wynika, ze

Za(h) = |Zu(h)| < C [ 4K eXP( JEJ)

x (exp(—iK -s — BH(Ay, hy))0 exp(—iK -s — BH (A, hl))>§,A
é

x (exp(—iK -s — BH(Ay, ho))0 exp(—iK - s — BH(A1, ha)))G 4 (194)

Teraz zas zaaplikujemy do (194) nieréwnosé Schwarza:

[ Fodr| < ([ 17PdE)E - ([ lgl*dr)?

2
/dKexp( 2[;J>

x (exp(—iK -s — BH (A1, h1))0exp(—iK -s — BH(Aq, hl))>0,A}

[ /dKexp< 2@?)

X (exp(—ik s — BH(Ay, ha))0 exp(—iK s — BH(As, ha))g s (195)

Rozpoznajmy teraz te wyrazy w nawiasach kwadratowych. Otéz jesli wezmiemy wzor
(193), i zastapimy w nim h przez h; (j = 1,2), to z definicji h; i hy oraz h; (poczatek cz.
3.7) widzimy, ze hy, he oraz h; musza by¢ zastapione przez h;, h;, 0 odpowiednio. Tak

wiec:
KQ
Za(h; C/dKexp( 25J>

X (exp(—iK s — BH(Ay, hy))0 exp(—iK -s — BH(A1, b)), (196)

I TO JUZ KONIEC!!!
Bo z dwoch powyzszych rownosci (196) i (195) wynika, ze

i dostaniemy:

Za(h)

NI

Za(h) < \/Za(hn) - Za(h),

co jest ostatnim ogniwem, ktére trzeba bylo wykazaé.
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10.12 Podsumowanie

"

1. Dowdd istnienia LRO — "‘konstruktywny
tycznej

, dajacy niezte oszacowanie temp. kry-

2. Technika RP: bardzo "‘kapry$na'’, jesli chodzi o jej stosowalno$¢ w zaleznosci od
parametrow (stale sprzezenia lub tp.)

3. Technika RP udowodniono tez istnienie p. fazowych typu ’displacive phase transi-
tions” w krysztatach anharmonicznych.

4. Istnieja uogodlnienia na spinowe uklady kwantowe w d = 3. Naleza do nich uklady
z ciagla grupa symetrii: model XY (FM i AFM), oraz antyferromagnetyki: model
XXZ, w szczegbdlnosci model Heisenberga (Dyson, Lieb, Simon '78; Frohlich, Israel,
Lieb, Spencer '80). Udowodniono LRO w dostatecznie niskich temperaturach dla
spinu S > 1.

Otwarty problem: Czy istnieje LRO dla §' = %, d = 3 AF Heisenberga w tempe-
raturach dodatnich?

5. Technikami RP pokazano tez istnienie LRO w stanach podstawowych uktadéw dwu-
wymiarowych (XY — F oraz AF; izotropowy model Heisenberga dla S > 1) (Neves,
Peres '86; Shastry, Lieb, Kennedy '88; Kubo, Kishi '88).

Otwarty problem: Czy istnieje LRO dla izotropowego S = % AF Heisenberga?

6. Praca DLS dotyczy uktadow, gdzie przestrzen Hilberta na wezle jest skorczeniewymiarowa.
Opracowano tez wersje dla niektorych przypadkow gdzie p. stanéw jest nieskoniczenie
wymiarowa (Pastur, Khoruzhenko) i zastosowano do przejs¢ fazowych w krysztatach
anharmonicznych, oraz (oddzialywujacych) kwantowych rotatorow. Tu jak zwykle
d = 3. Do$¢ interesujacy problem: Adaptacja tego podejécia do T'=0, d = 2, i
stanow podstawowych. Under development (WP, PStach, PM, JW).

7. Inna wersja RP: RP w przestrzeni spinowej dla modeli spinowych oraz elektronéow
wedrownych.

(a) Stany podstawowe szerokiej klasy modeli Hubbarda sa singletami (Lieb '89)
(np. modele dla U < 0).

(b) Wykluczenie szerokiej klasy przejsé¢ fazowych dla sfrustrowanych modeli spino-
wych (Lieb, Schupp 2000)

(c) Nierownos$ci pomiedzy energiami standéw podstawowych dla modeli spinowych
na réoznych sieciach (Schupp 2000; JW 2005)

(d) Oszacowania z gory na podatnosé dla modeli Hubbarda z U < 0, dajace nie-
istnienie uporzadkowan spinowych (Kubo, Kishi '90; JW 2009).
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11

Zadania egzaminacyjne

1. Wyprowadzi¢ wzor na podatno$¢ magnetyczng w jednowymiarowym modelu Isinga

w granicy TD. (tzn. przytoczy¢ wzor i zrozniczkowaé m po b — dopuszczalne jest
rozniczkowanie symboliczne). Zrobi¢ wykres podatnosci jako funkcji od T' dla B = 0.
Zbada¢d, jak podatnosé zachowuje sie w temperaturze bliskiej 7" = 0. To samo dla
ciepta wtasciwego w d = 1 modelu Isinga — rowniez dla B = 0. Obliczy¢ ciepto
wlasciwe na jeden wezet dla taricuchéw o periodycznych warunkach brzegowych dla
dhugosci N = 10,20, 100. Zrobi¢ wykresy i poréwna¢ z wynikiem w granicy TD.

. Znalez¢ macierz przejscia oraz ciepto wlasciwe i podatnosé (w granicy TD) dla mo-

delu Isinga o spinie 1. Sprawdzi¢, czy macierz przejscia ma pierwiastki wyliczalne bez
wzorow Cardano, czy nie. Zaleznie od zaciecia bardziej analitycznego lub numerycz-
nego — oblicza¢ pierwiastki jawnie i rézniczkowaé¢ analitycznie, lub wszystko robié
numerycznie. (W razie potrzeby nie wahaé sie przed skorzystaniem z programow
symbolicznych, pamietajac o ich mozliwosciach, ale i ograniczeniach). Sporzadzi¢
wykresy ¢(T) i x(T') przy B = 0. Zbadaé, jak te wielkosci zachowuja sie dla T'
bliskiej zeru. .

. To samo dla drabinki Isinga.

Znalez¢ macierz przejscia oraz cieplo wlasciwe i podatnosé dla sieci Isinga 4 x 4. Spo-
rzadzi¢ wykresy. Wsk. Napisa¢ macierz przejécia i obliczy¢ §lad jej czwartej potegi.
Mocno sugerowane jest napisanie programiku symbolicznego do generowania ma-
cierzy przejscia (w Mathematica™, Maple™ lub podobnymm) i wygenerowanie i
wymnozenie tamze, a nastepnie symboliczne zrézniczkowanie po parametrach. Recz-
ne sporzadzanie takich rzeczy to praca dla oséb, hmmmm... z mocnym zacieciem do
zuzywania dlugopisu i papieru.

Rozwigzaé¢ model Z3 pola $redniego, tzn. gdzie spiny oddziatywuja "kazdy z kazdym’

wg reguly S, - S;, gdzie S; przyjmuje wartosci: (0, 1), (% — ?), (—% — ?)

Rozwiaza¢ model pola éredniego dla spinu 1 a la Blume-Capel. Naszkicowa¢ diagram
fazowy. Zbadac¢ punkt trojkrytyczny i znalez¢ tam wykltadniki krytyczne.

Znalez¢ wyrazenie na energie swobodna anizotropowego modelu Isinga na sieci kwa-
dratowej, tzn. ze stalymi sprzezenia J;, (w kierunku poziomym) i J, (w kierunku
pionowym). (Wykorzysta¢ calki grassmanowskie; odpowiedz poda¢ w postaci ana-
logicznej do wzoru (80)).

Znalez¢ wyrazenie na energie swobodna anizotropowego modelu Isinga na sieci hek-
sagonalnej. Wsk. Rozpatrzy¢ ogolniejszy model anizotropowy z czterema stalymi
sprz¢zenia, rownymi na plakietce o wierzchotkach w weztach x,y, 2, t: Joy, Jy2, Jot, Jia
i przesuwanymi o wektory (1,1) i (2,0). Zobaczy¢ dla jakiego zestawu statych otrzy-
muje sie sie¢ heksagonalna. Wykorzysta¢ calki grassmanowskie. Przy przejsciu do
zmiennych 'pedowych’ zmodyfikowaé transformate Fouriera tak, by uwzgledniaé¢ pe-

riodycznos$é o okresie 2.

Uwaga. Jako rozgrzewke do zmodyfikowanej transformaty Fouriera, znalez¢ wartosci
whasne i wektory wlasne macierzy 'quasicyklicznej’ ("o okresie 2’). Jako przyktad
takiej macierzy moze shuzy¢ macierz mwymiaru parzystego 2n, o dwoch parametrach
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t oraz u, gdzie na diagonali sa na przemian zera oraz u, a elementy niediagonalne
to: My 41 = my,;—1 =t (oraz jeszcze my g, = Moy 1 = t).

Egzamin pisemny polega na rozwiazaniu jednego z powyzszych zadan w warunkach nie-
kontrolowanej samodzielnosci. Rozwiazanie prosze dostarczy¢ wyktadowcy w terminie do
06.06.2011, w formie pisemnej lub elektronicznej.

Weszystkie zadania maja te samg wage, z wyjatkiem zadan 6 i 8, wyraZnie (w ocenie
wyktadowcy) trudniejszych i bardziej pracochtonnych. Gdyby kto$ chcial wybraé te wha-
$nie zadania, to w przypadku ich poprawnego rozwiazania i poprawnej odpowiedzi na egz.
ustnym — moze sie spodziewac oceny 5+.
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