1 Przestrzenie z illoczynem skalarnym

1.1 lloczyn skalarny

Migeh V' bedele proestroniy wek iomws nad clalemn K (zakladamy, S [est 1o clalo
R lub C) Odweorowanle Vox ¥ 3 (2,3) = (2l € K pasywamy ilocynen
sralarnpm, |ebell dla dowoloyel g a0, e € V0, Az € K mamy

Lo (x)dipe + Az = Mo (2)in ) + dalz|ie) (Inkswosd w drigim argumencle)

2ldbhK=R [zl;g':l = []IrlJf:I [ spera et ria)
dls K= C|{zly) = w]e) (hermilouskodd)

3 (z|e) = 0dla ## O [ dodal ndodé).

(wapwakmy, tex punkiu 2 dls K = C wynlka, #e [z]e) € R
Dyl showowy,

# dla K = R, lbezyn skalarny to forma dwulindowa symetryesna dodatnia
(Mmoo doedatnde] Tocmie kvadratowe] ). Raecey wista preestresed wekiomwa
wyposasona w locey n skalarny nasy wa sle preestreendg euldides owg.

o qfla K = C, Doceyn ekalarny (o forma linloewa w drogim argume s
1 amtylinlewa w plerwseym (takle [ormy mazywa slp pdforalinionymi),
Iermitowska [w sensle pankin 2) 1 dodatnda (w semsie punkto 3). Ze-
spalons preestread wektorowa wy posasons w e yn skalarny naz ywa sle
precatrzenig unil armg,

Uwaga. Cdweorowanle F oV = W preestreend wekiooowy ch nasywa sle
ardplindouwyrm, jedll jest addyiywie 1 andy-fadiorodne, ten, FlAz) = AF[2)L
Prevklamly.

« V=R" [2lg)=z"y"+... 42" (kanonicany docayn shaleny w RO
s V=0 [gh)= sy 4oLy (kanondeay focyn skalarny w C™)

V=R,|]| lui= _ir:u[.t:lr[.l:]d.l: (tu | pooide] a,be R, &< b

V=R,[| (ule)= [T ulziv(zie = de

T
-

-

-

V=Cuf] fule)= J} aiz)u(z)ds

Oosgeew 1 shalarny w preesineend Vookeedls w naturaloy sposdh oez yn skalavoy w
bkl | posd preesieeenl V.



1.2 Norma okreflona przez lloczyn skalarny

Wielhesid
|l=|] = v {fe) (1)
pawywamy diugodeig wikiora r. Dlugedd poslada whisnedcl ||z]| =0 &= ¢ =
0, ||| = |A] - ||}
Spwlerdeenie Niedunosd Schwarza. Do 2, g € V7 mamy

|l < |- [wll (2)

prEy ey ownost ma miejsee wiedy 1 tylko wiedy, gdy @, sa propotconals
(e # = oy dla pew ] Deshy al

Dowdd: Jesll & = 0, to 1eza jest prawdeiwa. Zaksimy, oo o # 00 Dowody
dla K=R ldla K= C pleco sig metnia; wedmy najsamplers preypadek

Okreslmy Tunkclg [ smlenme| meceywiste] § nastepjaco:

Ji = (tx—ylez —y) = £ (2le) — 2iz|y) + (yly)

[ jest Tunkeja kwadratows w I, preyjmufacs warlosel neujemne [bo doesyn
slalarmy Jest nlewjenny ). Eatem wyrddnlk trdmianu k wadratowego [ jest oledo-
datnl mamy wlea

A =dfx|y)* — Az (wly) < 0,
eyl mdendw o (2], Rdw noad A = (Joenaees Istndene plorw astha [ ol Gf o go)
Iy € R, cryll mamy: f(fz) = ||tex — g|| = 0, skad wynlka, ke jy = .
ﬂj]lﬁ.ﬂu_'.l' najplerw licshe (x|y) w postac] try gommeLryene): (z|y) =

(2 1) |, ey li _
(€% xlw) = (x|

(zastgpiliémy wipe wekior & prees wokior obrdeony @' 2.) e s, sy
FREEMRE T mm vy hitnd upies 0 16782 Mompatremy ideujemsng lunkeje «mienme | reety-
wilsie] i

Fit) = (te¥s — yhe®e —y) = zle) — HR{2|y) + (wl)

=*zfe) — 2t|ix|w)| + (w|w).

Dalsey clag rocumowania jest analogicany jak popraedmo.
Waidosek: ||+ yl| < ||=]| + ||
Draeodiel:

e+ 3]° = (= + ple+yi= (zle) + 2R(zl) + (ply) <

< el + 2ffell« Norll + ol [* = (el + el

[powyisza merdw med wynika # nlerdwnodsl Schwarea 1 nlerdwnodd dla lTexh
megpolonycl: Bz < |2|).



Jedll bt mpamictal = analiey, oo to jest metryle, to lateo sobacxy, 20 nomma
akrefila metryke w proemtrzeni Vi diny) = |jr — gl A jeil kiod sde = tym pajpciem
nie wetlng, ma akamje nexynid to tems Metryla na jakimd shiorse X jest to funkeja
d: X w X = Rowlmwmndinch: Yooy 2 e X o) dip, y) =dlyx); se) dz,g) =0,
diryl=0¢= o=y emeldx g < d{r 2)+d{z y). Sprawdzenie dwdch piermswh
wlammabed jest natych miztowe, natomiae whsnele troecn: o gl = |lo—y|| = ||z -
22—yl £ = —=[|+ [l — gl = di=, 2) +dl=y)-

1.5 Ortogonalnogd
Dla K = R 1 plezerowy ch wektordw ® 1y mamy, delekl nlendwness]l Scliwarzea,

_iﬂﬁ = 1

=0l flwll =

[emak rhwiose] ma mdejsee, gdy £ Jesl proporejonaloy de oyl kel kol
mibgdey wekilorami ¢ orae g jako takie 0 < o < 7, &

- (]
Lkl el

Kat dla wektrodw proporconalmyd wynesl ) lub w (zalebole od tego, coy maja
one 1en sam wrot, cxy preeciwny . Kat wynosi £, Jesli (zly) = 0. To motywuje
do preyjecln nastgpujgen] defindgl:
Defnbeja.  Mowlny [zardwno w resceywistym, jak | sspolonym prey-
padku ), s wekiory £ 1y eq do slebie orlogonabie [prostopadie), jei [2]y) = (L
Zwrddmy uwage, b jedell 2,5 24 ortogonalne, Lo mamy !

Il +wl|* = (2 +wle + ) = (2)2) + (2|g) + (wle)+ wh) = [lIF+ o

rlwnsnid ta - prees analogio @ ktem ¢ olomentarne] geoome el - pasy wiis jost
inderdzentenm P agorasa

Definleja. Base w praesireenl Vo onaeywamy ortogenaig, jesl jej wekiory
g parami do sible oricgonale.

Basy oriogoma]me ma jq wiele pod viecsnyel whasoosel § olatwia jg seereg racliankdw
Dlatege warto wnled snalefd basg ortogonalng, COdpowieds: na pylanie, jak 1o
grohild, daje

1.3.1 Orrogomallzacia Grama — Schmidea,

[d=iala ona sardwno w preypadko mecsoywistym, jak ] zespolonym ). Jesll {e, ... 8q}
Jeat hasmy w praesteeend Vo, o Taza [, ..., e, 00 vk s pres seburesicie G-
Sednidt a:

fime a8, (3)

E Wl



Jest grbogna] i,
Dowdd jest Induke yjoy. Prey pudimy, ge .o, fi—1 88 pamiml oriogonsalne,
Wiedy i jest ortogonalny do fp dla k=1, .. 0 — L, poniewss

e ey =5 ey ey (e
[fklﬁj— [_r}|£1:| .:Z‘:[I-‘II::I[I.‘IIE:I _[Jrklﬂ'l:l [Jrku-k:lljfklﬁ:l = (L
Urwage: W preypadke seapokanym, we weorse |3) lslotna Jest prawldlowa Kole

Joodé eynnikdw w loczynach skalarmyeh | fije; ).
Preechodege od baey ortogomalee] { i} do baey mormowane] {f}, gdede
by := fif||fi]], otreymamy baze ortogonalng shebong & wekiordw o dhgosel

Judimstkowej:
i dl f
hslhy) =4 ={ 1 d]i ::; ]

Basg o L] wlasnodel nasywamy bazg ortonormabng (w skrdele o) W kabde
(shonicoenie wymiarowe]) prestrzen] = Uoceyoem skalarny m lstnieje baza o,
We wepdireednyeh w baek oo Docey i skalarny prey jmagje postad kanonies sy

(elw) = (3 2*ha| B ofhy) =3 2t b)) = 3 wd =Y e

=l j=i i=1 gl i=l

1.3.2 Dopetnlenie ortogomalee podpreesireend.
Dla podebiory BV wekmy

EL:={]'E'1"-:[:|:|]':I=H dla J:EE_I-

(] skewey, B jest ebiopem ek ordw prostopadbyeh do E). Eat wo spmwdeid,
#e ghidr B st pod pmestrzeniy V.

Stwierdzenie Jedll V7 jest skabesnle w yiniamwyg preesioseniy © Doewyiaem
skalarmy i, a E — pdpreesttzenls, o V = Eg E-.

Dowde: Jedlle € ENE™, o (2lz2) =0, wipe 2 =0 Stgd ENE- = {0}
Pokatomy, e E+ E- = V. Nieeh o, .., € bhedele hazg w E 1 diml =
Mamy: B+ = {p€ V! (g;lwy=0dlay=1,... k skad dmE> > n —k wlec
dimE+ E-) =dimE +dimE- >k+(n—k)l=n.

Wmosek: (E-)- = E, o E C [E-)* orag dmE =3 —[(n— dmE) =
dim{ E=~)=

1.3.2 Rzut ortogonalny |prostopadly) na podprzestrzed

Z knedsy podpresstreeniy B ow Voewlasany jest reul Pe s B wedhice B | pzul
orlagomalng na L



Pokademy, de Jedll (g, ..., ) Jest baey oo, w B, (o

k
Pz = Z[ﬁﬂu‘.}ij.

F=l
Istostanlke, pondewad
k K
leale — D (esleles ) = =D _ fejledimle;) = falz) — (al) =0
= il
dlal=1,... %k, o wekior r —E:_:l[ﬁjl.::le‘; nalety do ES waiom
k k
= E[e_,-|.::|e‘,- ¥ [z —E[eﬂ.::iﬂ",-:l
J=1 F=1
Jest resmkladem ¢ ona skladowe w sande prste| Ea E-,
Uleraga: Wadr [3) w rekorene]]l Grama-Schimbdia ma postad

it
fi=# _Z[hj kiih; =e; — Prey,
=

gaele byo= F7 6 E =y, By ), matem f jest reutem prestopadlym e
B Gy, B =,

1.4 Kilka poiytecznych faktdw z geometrii metrycznej
L. Odleglodé punktu & od podpresstrzent B deinljemy mastepnjacs:
diz, E) :=vhé{;=f[i.1ri-
Ponlewad wachosdel:

diz, By = 1nf ||z = g|f = lof ||{£ — Pgx) + (Pgz —g)||* =
yES vES

= 1.]|.I'?£-[”[I o 'PHJ::IH-} + "[Phl' -, y:l“j:l et ”_[' _PEJ:HF

{w preedostainie]| rownosel skore ystalldmy = fakiy, & ¢ — Per € EY, zad
Per — € E oraz ¢ twlerdeenia Pliagorasa). Mamy wige wadr

diz, E) = ||z — Pex| = ||Perz]. (4)

WTRET: Podatawowe pojecia geomet ril afinicene

5



Ozn.: Dla podeblory & ow preestreenl weldorowe] V1 elemenin ¢ £ V
w prgwad el iy o e ee e

4 E =t =2 ¥ gL,
Moy wlasmsel

a) s+ g+ Z)=lz+y) +&
() &- podpreesuzed, s E—x+ L= 2.

Definlcja. Podprzeslrzeniq afinicamg w preestram] wekiooows] ¥ mazy-
wamy podzbibr postaci
P=p+ L (4]

gk pyg fesl pewnym punktem V), sas L podpreestmeniy | wekionswg)
V.

Oy wisele po € P, Ponadio, puski po w (5) modng sastypld dowoloy min-
mymm punktem 2 P jesll o € P10 ph = o+ dla pewnego [ £ L, zatem

ptLl=ip+li+L=p+l+L)=p+L="F

Ol igje sl Nproste Swlesenie), & podprosstieet Lojedl dla dave] pod-
prmestreen alimieene] P jodnoenacenle wyznagsnea, L bodeemy nasywad
przestrzenig waklord w slyezigeh do P (lub: praeslrseidg slycong do P
Ela dimf = (0, 1.2 pod preestiea alinleena P nasywa she ool pos edileo
pusitd e, proata, pladsciyang.

Preyvkiad: Zhldr roowlgeat rdwnania

Tr =y,

gdede T £ LIV, W) p € W, jest pusty albo jest podpreestrseniy allulceng
w V.

Mebwloy, do podpragstroenle alinbeem Py 1Py e pduinolegle, jeli Ly C Ly
luly Ly Ly [Ly, Ly sa tu prestreeniam] styemmyml odpowiedoio do Py 1
)

Preeeipde dovwolne| mdeioy podpreesireom] afincenyeh jest puste albo jes
podpreesireeniy afinfeang.

Odwegrowanie llndewe T € LIV, W) ma nastepujgee wilhsnodad “eachowy wa-
nla afinlemngdd]™:

(a) Jedli P jest podpreestrzenig afimcsng (pa) w ¥, 00 TOP) jest poa. w
H

(L) el P jest podpreesiceniy alinlezng (poa) w W, o TP jest
puste el jost pa. w 1



Uwaga: Powyisee whasooee] preysugujy rdwnlet odweorowaniom postac:
Fiv)=T(c] + s,
gk T e LV, W), awy € W [lakke od weorowanla nazywajasle afmicamyima),
Odlegtodé podpreest reend afl nicenych P 1P deflinlujemy nastepujaco:
d[.P, P} = Tl ped(p g ).

FEH
Ukywalac preedstawlenla
P=j.n;+.[.-. F:]JL-I'-L'I
gekede L1 LY g podpeestreeniam] wekiorowyml, oty maoy
diF, Py = Inf ||py +w—ipy +0')| = Il |lps —pp—iw + )| =
yEL pEL
P'EE' .PAE i
dipo — 0. L+ L) = |[Plosqs (e — 5.

W oestainke| rdwnode] shoreysialidmy @ wy prowadeome oo wyke] waoru [4).
Preyklad. Odlegleéd prosty oh skofnyeh w R

. Objet ol miwnoleglodcianu rozple tego na B wektorach,
Rownoleglodeion rowplity e wektorach oy, oo g tosbide {400 Ay ¢
s = 1}, Definujemy jego objetodd nastepujgeym weorem induk-
eyjoyi [Tpele podstawy rasy woysokost™

Yol ..., v) = Yollm, ..., Ul [k, (.o e ), Voliw )= ||w].

Marersg Grama wkladu webtorde vy, < v ez ywamy maclers I, .. k) E

R“k, kvdre] elomentaml sy Neeeyny skalavoe (whe) dlad g =1, ... K.
Stwherdeenie. Vol ool = o Glw oo uell

Dowdd hedele Indukeyjny. Dla k= 1 tewa jest prawdedwa: YVolle) =
]| = 4/ Tenfn ) = o/ deiliie ). Pokademy, de z zalodenia o prawdwode
ety alla B — 1 wynika je| prawdedwos? da k. Mamy:

Vol(o, oo o) = Vol{m,. o oo ) = dioe, (e, oo e =
=detlz (v, .. W g ol — P v — Py ) = detdr vy, .. v 0 — Py,

gideie - poul ortogonalny na (v, Yy (hore yetalidmy tu = [4) orae
# prostopadivad vy — Pop 1 vy dla j = 120k — 1) Ostatnl wyznacznik
jest odw oy detdT o, . .. v A mocy eslgpujaceno Bostia

Lemat . Joall wy ..., we 54 kombinagjaml Tinlow yml wek toode o, L. 2

E
we=% aay, r=1...k
=i

T



Liis :
Gl we) = AT e, . me) A,

gidede A jest maclerey wepdlewynndldw (@), 4 r= 1. .. k. W seeepdlnode]
detGlw, ..., me) = (det A Glog, ... ) (45
Dawdd lemalu )
(e hory) = (3 @) 3 W) = F0b o fuluy) = 5 1a7)5 gy e
i i i ij
Denkiezen e dowsdu gt wlerdsinla: Wystansy walad wy =ty,.. . Wy =

it = i — Py 1 skorsystad = (6), bioras pod uwage, de w nassym
preypadku detd = 1

Uwaagls

1. & weory |6) wynika, de permutowande wekiordw v, oo e z2milenda
detlFo, ..., el 8 wipe tef (p. ostatnie Stwlerdsenio) Vollog, ..., ).

2 T delinde]i Vellvy, ..o, we) | powyseoon Stwlerdeenla wynlla jesecee lnms
postad wymisnls m odleghodd punkio ¢ od podpresstmmsend (v, .. o)

at o) = (i
L S P T,

Dla linkewe mecaletmech vy, .., mlanes ok jest mebny od zera [Jako
wyehacenik mackersy doedatole] koemy kwadratows]).

4 Jell w i) roewakad sytuacle, gdy k= n=dimV v =[vg,... ty) - haza

i T erl Ty Iy

Vol{wy, . it ) = Gl oo, wa) = |detd] = |detim ..o a6,

ghle a; = || - wektor kolumnowy dotony e wspdlrepdnych wek-
tora wy w baxle v. Widad stad, d¢ wartedd bégwsglpdna Tormy objgiosci
(por. roedzial o wyznacenkach) jest rdwna, = dokladmdcls. do ceynnika,
objelose] w smsle metrycenym (dlatego tee poseg one wepdlng naswg
"ol jetoie T



