1 Liczby zespolone

1.1 Dlaczego nie wystarczaja liczby rzeczywiste

W dziejach systemow liczbowych, niejednokrotnie trzeba bylo rozszerzac¢ istniejace  wy-
nikato to z naturalnych zapotrzebowan.

e Liczby naturalne N = {1,2,3,...} z dzialaniami dodawania i mnozenia; sa one
zawsze wykonalne. Natomiast dziatanie odwrotne do dodawania, tzn. odejmowanie,
jest nie zawsze wykonalne w zbiorze N, np. réwnanie: x4+ 3 = 1 nie ma rozwigzan w
N. Mozna jednak sprawi¢, by odejmowanie stalo sie wykonalne, rozszerzajgc zbior
N o wszystkie rozwigzania rownan postaci x +a =0, a € N.

e Wbiorze Z ={...,—2,—1,0,1,2,...} jest juz wykonalne odejmowanie, natomiast
nie zawsze jest wykonalna operacja odwrotna do mnozenia, tzn. dzielenie; innymi
stowy, rownanie postaci: ax = 1, a # 0, nie zawsze ma rozwigzanie w liczbach catko-
witych. I znow mozna zapewni¢ wykonalno$é¢ dzielenia, dotaczajac do Z rozwigzania
rownan postaci ar = 1, a # 0. Wynikiem jest zbior liczb wymiernych () jako zbioru
utamkow nieskracalnych %, D,q € Z.

e W zbiorze Q (tzn. liczb postaci %, gdzie p,q € Z) sa juz wykonalne dodawanie,

odejmowanie, mnozenie i dzielenie. Mozna jednak wprowadzié¢ jeszcze operacje po-
tegowania (wywodzaca sie 7z mnozenia): a" = a-a-----a (n razy). I znéow okazuje
sie, ze operacja odwrotna do potegowania, tzn. pierwiastkowanie (tzn. szukanie, dla
danej liczby a € Q, takiej liczby z, ze 2" = a), nie zawsze jest wykonalne (np.
V2 & Q; czy Czytelnik pamieta /moze zrekonstruowaé dow6d?)

Zbior liczb wymiernych mozna rozszerza¢ na rozne sposoby; najwazniejszy z nich
to dolaczenie do Q wszystkich granic ciggow zbieznych o wyrazach wymiernych;
prowadzi to do zbioru liczb rzeczywistych. W zbiorze liczb rzeczywistych wyciaga-
nie pierwiastkow jest juz wykonalne (jesli sa to pierwiastki parzyste, to mozna je
wyciggac jedynie z liczb nieujemnych).

Jednak w zbiorze liczb rzeczywistych mamy jeszcze jeden problem z pierwiastkami: Pier-
wiastki (parzystych stopni) z liczb ujemnych.

Rozpatrzmy podnoszenie do kwadratu i wyciaganie pierwiastka drugiego stopnia. To
pierwsze jest zawsze wykonalne i jego wynikiem jest liczba nieujemna. Powoduje to, ze
wycigganie pierwiastka jest wykonalne tylko dla liczby nieujemnej. Tak wiec, pozostajac
w obrebie liczb rzeczywistych, nie ma sensu wyrazenie

VT, (1

gdyz nie istnieje taka liczba rzeczywista, ktora podniesiona do kwadratu databy liczbe
ujemnag (tu: —1).

Tym niemniej, taki “bezsensowny” czy “nieistniejacy” obiekt jak /—1 pojawial sie
kilkakrotnie w dziejach (Sredniowiecznej i renesansowej) matematyki i nie mozna go by-
to ignorowaé¢. Problem nabrzmial w XV I wieku, kiedy odkryto metode rozwiazywania
roOwnan trzeciego stopnia:

az® + bz’ +cx +d =0,



gdzie a, b, c,d sa liczbami rzeczywistymi. Dla a # 0, zawsze istnieje przynajmniej jeden
pierwiastek tego rownania, bedacy liczba rzeczywista.

W XV I w. znaleziono metode znajdowania rozwiazan (pierwiastkow) takich rownan
dla dowolnych parametrow a,b,c,d, zwana metodg Cardano (chociaz wczedniej metode
rozwigzywania znalezli tez Tartaglia i Scipio del Ferro). Cecha charakterystyczna tej me-
tody byt jednak fakt, ze — mimo iz rozwigzanie byto rzeczywiste — aby je otrzymac, trzeba
bylo uzy¢ “nieistniejacej” liczby /—1.

Pokazemy to na przyktadzie.

Wezmy roéwnanie:

23 —3V22 +2=0.

Metoda Cardano daje rozwiazanie w postaci: ¢ = a + b, gdzie a = /—=1++v/—1, b = -1 —+/—1
Wyglada — zapewne — strasznie; ale nie taki diabel straszny! Sprawdzmy najsampierw, ze x spelnia nasze
réwnanie. Mamy:

2= (a+0)>=a®+03+3abla+b)=—-1+vV—=1+(=1)—vV—1+3ab-z =

—243xy/(—1)2 = (V=1)2 = =24 3231 — (—1) = =2 + 3zV/2;

zatem 2° — 3x/22x + 2 = 0 — tak wiec x spelnia wyj$ciowe réwnanie.
A ile “tak naprawde” wynosi 2?7 (“Tak naprawde” czyli jako liczba rzeczywista). Ot6z mamy:

1+vV-1pP=-24+2V/-1, (1-vV-1)P=-2-2V-1;

tak wiec, wyciagajac pierwiastek trzeciego stopnia, mozemy napisacé:

R

I:1+\/—_1 1—+v/—1 2:%—1;

zatem

noTwm Tn
sprawdzmy, ze liczba z zapisana w tej postaci spelnia wyjsciowe réwnanie: 4 — 3¢/2¢/4 4+ 2 = 0.

Mozna by zapytaé, czemu uzywali§émy “zakazanych” obiektéw, takich jak \/—1, skoro koniec koricow
i tak otrzymali$my rozwiazanie rzeczywiste? Ot67z nie udawato sie znalez¢ metody, ktora by pozwalata
otrzymacé rozwiazanie i operowata wytgcznie na liczbach rzeczywistych.

Moral z tej catej sytuacji jest taki, ze aby otrzymac¢ rozwigzanie rzeczywiste, trzeba
bylo przej$¢ przez “zakazany obszar”, gdzie pojawia sie “nieistniejacy” (urojony) obiekt
V-1

Skoro wiec taki obiekt, jak \/—1, okazuje swoja uzytecznoséc, to moze nie brofimy sie
przed nim i pozwolmy mu zaistnie¢? Oczywiscie, nie jest wyjéciem z sytuacji przyjecie go
za liczbe rzeczywisty. Ale gdyby sprobowaé rozszerzy¢ pojecie liczby rzeczywistej, tak by
to — ogolniejsze — pojecie dopuszczato tez takie byty jak v/—1.

Czy mozna tak rozszerzy¢ zbior liczb rzeczywistych, aby to rozszerzenie zawieralo tez
takie byty jak v/—1? Odpowied? jest pozytywna; zanim jednak o tym powiemy, wyliczmy
najpierw wtasnosci dodawania i mnozenia, co doprowadzi do pojecia ciala; oraz sprecy-
Zujmy co rozumiemy przez ‘rozszerzenie’.

1.2 Ciala

W zbiorach takich, jak Q oraz R, wykonalne sg dzialania dodawania i mnozenia oraz ich
odwrotnosci. Bardziej precyzyjnie mozna powiedzieé, ze Q oraz R sg przyktadami cial.



Definicja. Ciatem nazywamy zbior K, w ktorym mozna wykonywaé dziatania doda-
wania: “+” i mnozenia “-”, takie, ze K jest zamkniety wzgledem tych dzialan (tzn. nie
wyprowadzaja one poza zbior K). “+7 i “-"speliaja warunki:

o {gcznosé: (a+b)+c=a+(b+c), (a-b)-c=a-(b-c).
e przemiennosé: a+b=b+a, a-b=0>-a.

e istnienie elementu neutralnego (dla “4+”7 1 “”): a+0 =a, a-1 = a, przy czym

140.

e istnienie elementu przeciwnego (odwrotnego) do danego: a + (—a) =0, a-a '=1

(dla a # 0).
e rozdzielno$é mnozenia wzgledem dodawania: a-(b+c¢)=a-b+a-c.

Definicja. Rozszerzeniem ciata K przez cialo K nazywamy takie ciato K, ze Ky C K oraz
dziatania w K stosowane do elementow Ky pokrywaja sie z dziataniami w Ky. Mowimy

tez wtedy, ze ciato Ky jest podciatem ciata K.
Dwa przyklady cial, ktore juz znamy, to liczby wymierne Q i rzeczywiste R. Tutaj R
jest rozszerzeniem Q. Inne przyklady:
1. Cialo Za, tzn. zbior {0,1} 7z dziataniami: 0+0=0,0+1=140=1,1+41=0,0-0=0,0-1=
14+:0=0,1-1=1, jest cialem (prosze sprawdzi¢!). Elementami neutralnymi sa: 0 dla dodawania
oraz 1 dla mnozenia. Cialo Z; jest podzbiorem R, natomiast nie jest podcialem R.

2. Zbior liczb postaci: a+bv/2, gdzie a, b sg liczbami wymiernymi, jest ciatem liczbowym. Oznaczamy

je Q(v/2); jest ono rozszerzeniem ciata liczb wymiernych. (Prosze sprawdzi¢ te stwierdzenia!)

3. Zbior liczb postaci: a + by/2, gdzie a,b sa liczbami wymiernymi, nie jest cialem liczbowym (dla-

czego?).

4. Natomiast zbior liczb postaci: a +b3/2 + ¢V/4, gdzie a, b, ¢ sa liczbami wymiernymi, jest juz ciatem

liczbowym. (prosze sprawdzic!)

Nasz problem rozszerzenia ciala R mozemy wiec doprecyzowac tak: ZnaleZé rozszerze-
nie ciata R zawierajgee element, ktorego kwadrat jest rowny —1.

Stwierdzenie. Jesli K jest takim rozszerzeniem, za$ i jest elementem takim, ze i? =
—1, to podzbiér C € K

C:={a+bi: a,beR} (2)
jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie, mnozenie i branie elementu odwrotnego, wiec
jest podciatem K, w szczegOlnodci jest tez cialem.

Dowd6d: Operacje dodawania, mnozenia i brania elementu odwrotnego, stosowane do
elementow C, nie wyprowadzaja poza ten podzbior (wtasnosé¢ zamknietosci). Wynika to z
WZOTOW:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i; (3)
(a+bi) - (c+di)=a-c—b-d+ (ad + bc)i; (4)
—(a +bi) = (=a) + (=b)i; (5)
a —-b .
R (6)
Operacje te okreslaja w podzbiorze C strukture podciata.
Ponadto wida¢, ze wszystkie dziatania na elementach postaci a + b nie zaleza od

rozszerzenia; sa one dane wzorami (3 (6) , ktore nie odwoluja sie w zaden sposéb do
rozszerzenia.

(a+bi)™* 6



1.3 Konstrukcja ciala liczb zespolonych

Wprowadzmy w zbiorze R? = R x R par liczb rzeczywistych dzialanie dodawania i mno-
zenia w nastepujacy sposob:

(a,b) + (¢,d) = (a+b,c+d), (7)

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc). (8)

Mozna sprawdzi¢ bezposrednimi rachunkami, ze tak okreslona struktura jest ciatem. Ze-
rem jest tu para (0,0); jedynka: (1,0); elementem przeciwnym do (a, b) jest (—a, —b), za$
element odwrotny do (a,b) to (53, a2_—+bb2)

Tak zdefniniowane ciato nazywamy ciatem liczb zespolonych i oznaczamy jako C. Daje
ono rozwigzanie naszego problemu (tzn. rozszerzenia ciala liczb rzeczywistych). Zawieranie
sie ciala liczb rzeczywistych w C jako podciala dane jest przez utozsamienie a € R z liczbg
zespolong (a,0) € C, natomiast elementem takim, ze i* = —1, mozna wzia¢ i := (0, 1).

Majac to utozsamienie, dostajemy prostsza do rachunkéw postaé liczby zespolone;j:
(a,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + bi. 9)

(W ten sposob dokonaliSmy utozsamienia C z C). Posta¢ liczby zespolonej jako pary jest
mniej wygodna do rachunkéw, ale prowadzi do wygodnej interpretacji liczby zespolonej jako punktu na
ptaszczyznie. Bowiem na iloczyn kartezjariski R x R mozna patrzeé¢ jako na plaszczyzne wilasnie; w ten

sposob liczba zespolona (a, b) bedzie wektorem o skladowej “a”-owej rownej a oraz sktadowej “y” rownej

b. Taki sposob patrzenia na liczby zespolone podal Gauss na przetomie XVIIT i XIX w.

1.4 Sprzezenie zespolone

Wazng operacja w ciele liczb zespolonych jest sprzezenie zespolone, okreslane jako:
z=a+bi — Z:=a—b. (10)

FLatwo sprawdzi¢ (bezposrednim rachunkiem) nastepujace wlasnosci operacji sprzezenia
zespolonego:

- - . _ =m =& =
21t =21+%, Z1Z%R=21"%y —=—; Z=2
<2 <2
Niech z = a + bi. WprowadZmy oznaczenia:
Rz:=a, Sz:=b (11)

nazywamy je odpowiednio: cze$cig rzeczywistq i urojong liczby z. Mamy:

Z+7Z z2—Z
Sz =

Ry —
T T 2

1.5 Postaé trygonometryczna

Liczbe zespolong a+bi mozna przedstawi¢ jako punkt na plaszczyznie R? o wspolrzednych
kartezjanskich (a,b) lub jako wektor o tych skladowych. Dodawanie liczb zespolonych
odpowiada dodawaniu wektorow.



Punkty na ptaszczyznie mozemy tez opisywaé innymi wspotrzednymi- biegunowymi:
(r, ¢). Przejscie od wspolrzednych kartezjanskich do biegunowych dane jest przez wyra-
zenia:

a b
r=vaz+0b¥ cosp=——; sSing=-—=—
¢ a? + b? ¢ Va2 + b?
Definicja. Jesli z # 0, to ¢ € R takie, ze
a ) b
COS @ = —F————, S = —————
¢ a? + b? ¢ Va4 b?

nazywamy arqumentem liczby z i oznaczamy przez arg z.

Zauwazmy, ze argument liczby zespolonej wyznaczony jest z doktadnoscia do wielokrot-
nosci 27. Argument ¢ liczby z spelniajacy nierownos$é 0 < ¢ < 2w nazywamy argumentem
gtownym i oznaczamy Arg z.

Przejscie od wspotrzednych biegunowych do kartezjarskich dane jest wyrazeniami:

a=rcos¢; b=rsing
Liczbe zespolona z = a + br mozna wiec rownowaznie przedstawi¢ w postaci
z =r(cos ¢ + isin @),

nazywanej reprezentacjqg trygonometryczng liczby zespolonej z.
Przyktlad. Niech z; = 1+44; mamy: z; = \/5(% + %z) = v/2(cos T +isin T); promieri
dla liczby 2z, jest rowny v/2, za§ argument Argz, = T

1.6 Modul i jego wlasno$ci

Definicja. Modutem |z| liczby zespolonej z = a + bi nazywamy
|z| = Va? + b? (12)

Bezposrednio z definicji i z postaci trygonometrycznej liczby zespolonej z = a + bi =
r(cos ¢ + isin ¢) wynikaja whasnosci

e |z| € RU{0},
o |z|=1.
Stwierdzenie. Zachodzy zwiagzki:

1. |2]? = 2z,

2. |a12s| = | - |22,
3. 2] = I,
4. |Rez| < |z, [Imz| < |z ; tym bardziej: Rez < |z|, Imz < |z|.
5. [l g
|22 2




6.
7.

arg(z1ze) = arg z; + arg 2o,

arg z — — arg z.

Dowadd:

1.

7.

Niech z = a + ib, gdzie a,b € R. Z bezpos$redniego rachunku mamy:

2z = (a+ib)(a —ib) = a® + b* = |22,

Udowodniona wlagnie rownosé mowi ze 2z = |z|?; zastosujmy ja do z = 2;2y:

|2122‘2 = Z1R29%1%2 = 212_1222_2 = |Zl‘2|22|2.

Oczywiste.

. Niech z = a+bi. Mamy: |Rez| = |a|] < va? + b? = |z|. Druga nieréwno$¢ pokazujemy

analogicznie.

Mamy 1 = z% Biorac moduty obu stron i korzystajac z 2) mamy: 1 = |z|
1 J—
||

1
—‘. Zatem
z

1
—|. Stad i z 2) wynika 4).
z

Niech z; = ri(cos ¢; + isin ¢;), i = 1,2. Mamy:
2129 = 1r1(COS @1 + i sin 1) - T9(COS Py + @ Sin ¢9)
= 1r173[(COS ¢y cOS g — sin ¢y sin Py ) + i(cos Py sin po + cos ¢o sin ¢ )]
= 1179[cos(P1 + ¢2) + isin(¢Pr + ¢o)]

skad wynika 5). Powyzsza rowno$¢ mozna tez wypowiedzie¢ stowami: “Przy mnoze-
niu liczb zespolonych promienie si¢ mnoza a argumenty dodaja”.

W reprezentacji biegunowe;j:

zZ =r(cos¢ —isin @) = r(cos(—¢) + isin(—¢))

Whniosek (wzér de Moivre’a). Jezeli z = r(cos ¢ + isin¢), to dlan € N

2" = r"[cos(ng) + isin(ng)).

Uwaga. Wygodne jest zastosowanie nastepujacego skrotowego zapisu liczby postaci (cos ¢+

isin ¢):

cos¢ + isin ¢ = €.

Mamy:

PHY) — 10V pid — ¢TI

W chwili obecnej, symbol €% jest jedynie wygodnym oznaczeniem i nie ma on zadnego
zwiazku z liczba e i funkcja wykladnicza. Zwiazek ten pojawi sie dopiero na analizie,
stajac sie twierdzeniem.

Stwierdzenie. Dla dowolnych zq, 25 € R zachodza nieréwnogci:



L. |21 + 20| < 21| + |22,
Ul |z 422+ 4 2] < 2| + 22] + 00+ |20
2. ||z1] = |22]| < |21 — 22

Dowéd:

1. Wezmy kwadrat lewej strony nieréwnosci:

‘Zl + ZQ|2 = (21 + ZQ) . (21 + 22) = 2121 + 2221 + 2129 + 2229

= ‘21‘2 + 222_1 + 212_2 -+ |ZQ|2 = ‘21‘2 + 222_1 + 212_2 -+ |ZQ|2
= |21|? + 2Re(21 %) + |2|* < |21]? + 2|Re(212)| + |22|?
<z +2[(z12)| + |20 = |2 * + 221 - |22] + 22 = (|21] + [22])?

(wykorzystaliSmy tu p. 4) poprzedniego stwierdzenia).

1’. Dowdd indukeyjny, ktorego pierwszy krok stanowi powyzsza nier6wnosc.

2. 7 udowodnionej wlagnie nieréwnosci 1. wynika

|21] = |21 — 22 + 22| < |21 — 22| + |22],
|20| = |20 — 21 + 21| < |22 — 21| + |21],
skad
|21] = [22] < |21 — 2,
|22] = [21] < |21 — 2],
i teza.

1.7 Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Definicja. Niech w € R. Pierwiastkiem stopnia n z liczby w nazywamy taka liczbe ze-

spolong z, ze 2" = w.

Stwierdzenie. Niech n € N. Kazda niezerowa liczba zespolona posiada w € R do-
ktadnie n réznych pierwiastkow n-tego stopnia. Jesli w = r(cos ¢ +isin ¢), to sa one dane

wzorami

2k 2k . $ 42k
Zk:w<cosu+i8inu>:we2¢+zk 5 k:0a17
n n

gdzie {/r — pierwiastek arytmetyczny.

Dowd6d: Liczba z = |z|(cosa + isin ) jest takim pierwiastkiem
< |z| = {/r oraz na = ¢ + 2k7 dla pewnego k € Z
> |2| = {1 oraz o = LT dla pewnego k € Z .

Dwie liczby catkowite k i k' daja rownowazne argumenty o =
— % — Mnkl” jest wielokrotnosciag 27

<= k — K jest wielokrotnoscia n.

o+2km i
n

,n—1 (13)

o = ¢+2k'm
n

Stad wynika, ze wszystkie rozne pierwiastki otrzymamy dla £ =0,1,...,n — 1.

7



Przyktad. Wezmy w = —4 i obliczmy /—4. Mamy: w = (v/2)*(=1404) = (v/2)*(cos 7+
isinm). Istniejy cztery pierwiastki:

k=0: zoz(\/i)[cos(w>+isi (WjLO 2ﬁ>}—1+z

4
k=1: 2 =(V2) [cos(#)%—z’sin(ﬂ—i_l 27T)] —1+i
k=2: 2z =(V2) {Cos(#>+ism<ﬁ+2 27?)} —1—1
k=3: zoz(ﬁ)[cos<#)+isin<#)]zl—z'

Przyktad. Obliczmy pierwiastki n-tego stopnia z 1. Promient liczby 1 jest rowny 1, a
argument Arg=0. Mamy wiec n pierwiastkow, danych wyrazeniami:

ek:[cos<%—ﬂ>+isin<%—ﬂ>1, k=0,1,...,n—1.
n n

Weszystkie te pierwiastki leza na okregu jednostkowym o $rodku w punkcie (0,0) uktadu
wspotrzednych, w wierzchotkach n-kata foremnego.

Uwaga. Mamy: ¢, = (¢;)F.

Uwaga. Jedli z jest ktorymkolwiek pierwiastkiem z liczby zespolonej w # 0, to wszyst-
kie pierwiastki n—tego stopnia mozna otrzymac z z mnozac ja przez wszystkie ;. Mamy

wiec wszystkie te pierwiastki dane wzorem réwnowaznym z (13)

Z,k€1,%€2,...,2€En_1.

1.8 Zasadnicze twierdzenie algebry

Twierdzenie. Kazde rownanie n-tego stopnia
q2) ="+ 12" 4tz tcg=0 (14)

gdzien € N, ¢; € C (j =0,...,n— 1) ma rozwiazanie w C.

Dygresja. Idee dowodu zilustrujemy najpierw w prostszym przypadku wersji rzeczywiste] powyz-
szego twierdzenia:

Kazde rownanie nieparzystego stopnia n = 2k + 1

px) =2 +ap 12" '+ Faxt+ag=0

gdziek > 0,a; €R (j=0,...,n—1) ma rozwigzanie w R.

Tu idea dowodu jest nastepujaca: Dla x — 400, réwniez p(x) — +oo, tak wiec istnieje x4 takie, ze
dla dowolnego x > x4, p(x) > 0. Analogicznie, dla * — —oo zachodzi: p(z) — —oo, tak wiec istnieje
x_ takie, ze dla dowolnego & < z_, p(x) < 0. Poniewaz funkcja p(z) jest ciagla, to na odcinku [z_, 2]
funkcja p(z) przyjmuje wszystkie wartosci posrednie, a w szczegdlnosci istnieje takie xg, ze f(xg) = 0.

W przypadku rownania (14) zaréwno argument jak i warto$é¢ funkcji sa liczbami zespolonymi, wiec
nie mozna uzy¢ powyzszego rozumowania bezposrednio; jednak uogélnienie jest naturalne i wtedy dowéd
“idzie”.

Idea dowodu. (Nie bedzie to dowdd jako taki, gdyz argumentacja odwoluje sie do
kilku faktow z analizy, prawdopodobnie nie znany w tej chwili Czytelnikowi. W tej chwili
znajomosé tych faktow musi zastqpié Jego/Jej intuicja.)



1) Rozpatrzmy najsampierw odwzorowanie C — C : z — 2". WezZmy w przestrzeni
argumentow okrag v, = Cf (okrag o §rodku w punkcie 0 i promieniu R); jego obrazem jest
rowniez okrag C&'. Obiegnijmy naokoto okrag ;. Zmiana argumentu w przeciwobrazie
wynosi 2w, za§ w obrazie wynosi 2nm.

2) Pokazemy, 7e podobna sytuacja ma miejsce, gdy rozpatrujemy dowolne odwzoro-
wanie C — C : z — ¢(z) dla dostatecznie duzego R. Rozpatrzmy znéw obraz okregu
11 = Cf : 75 = q(71). Obraz ten jest pewna zamknieta krzywa cigglg. Obiegnijmy znow
naokoto okrag ;. Ile bedzie wynosil przyrost argumentu w obrazie? Obliczmy argument

q(2):

Cp— c c
arg(a(2)) = ang(=" 4 eur2” 4 ez o) = arg(=") barg(14 g T )
Przyrost argumentu A(q(z)), gdy z obiega okrag 71, wynosi:
Cp c c
A(q(z)) = 2mn + Aarg(1l + Lt nl_l —2)
z z z
Mamy oszacowanie (pamietajmy ze z = Re'®):
Cp c c Cp— c c
I+ " b =t [ ST [T+t [+
z z z z z z
Cn—1 C1 Co
=14+t + 2
R Rn—l Rn

Biorac teraz R dostatecznie duze, otrzymujemy, ze dla dowolnego z = Re™® liczby: (1 +
Sl 4 Ey + @) lezg wewnatrz okregu o §rodku w punkcie 1 i promieniu 3. Tak
wiec zmiana argumentu tej liczby wynosi zero, gdy obiegamy okrag v; w przeciwobrazie.

Sytuacje mozemy podsumowaé¢ mowiac, ze: Przyrost argumentu q(z), gdy z obiega
okrgg v1, wynosi 2mn.

3) Z drugiej strony, mamy: ¢(0) = ¢y, zakladamy zas, 7e ¢y # 0, gdyz w innym
przypadku dowod jest skoriczony.

4) Wezmy teraz rodzine okregow o promieniu malejacym od R do zera i rozpatrujmy
obrazy tych okreg6éw. Zmiana obrazu okregu o promieniu r jest ciggta, gdy zmieniamy
promien. Z 2) i 3) wnioskujemy, ze gdzie$ po drodze, gdy deformujemy okregi, przechodzac
od promienia R do zera, obraz pewnego okregu “zahaczy” o zero.

Uwaga. Pokazalismy, ze dowolne réwnanie algebraiczne n-tego stopnia posiada przy-
najmniej jeden pierwiastek. A co z mozliwodcia jego obliczenia? Innymi stowy, czy dla
dowolnego rownania algebraicznego da sie napisa¢ wzory na jego pierwiastki, analogiczne
do wzoréw Cardana dla n = 37

Okazuje sie, ze odpowied? jest negatywna. Wzory na pierwiastki daje sie jeszcze napisaé
dla rownania 4. stopnia (znalazl je L. Ferrari w XVI w.) Rozwiazan dla rownan wyzszych
stopni bezskutecznie poszukiwano przez nastepne dwa wieki, az na poczatku XIX w.
niezaleznie N. Abel oraz E. Galois odkryli, ze dla rownan stopnia wyzszego niz czwarty, w
ogolnym przypadku pierwiastki nie wyrazajq sie za pomocq skornczonej kombinacyi dziatan
arytmetycznych i operacyi wyciggania pierwiastka.

Pozniej okazato sie, ze mozZna napisa¢ wyrazenia na pierwiastki rownania dowolnego
stopnia, jesli rozszerzy sie “asortyment” funkcji, ktore dopuszczamy w wyrazeniach na
pierwiastki. Pierwiastki dowolnego rownania mozna wyrazi¢ przez tzw. funkcje modularne
(do ich zdefiniowania i zbadania konieczna jest do§¢ zaawansowana analiza zespolona).
Pokazano to pod koniec XIX wieku (Ch. Hermite, F. Klein, F.Lindemann, C. Jordan).



