
Nie od po
z¡tku, tu b�dzie uzupeªnioneMamy wobe
 tego:
• T injektywne ⇐⇒ KerT = 0 ⇐⇒ dim (ImT) = dimV
• T surjektywne ⇐⇒ ImT = W ⇐⇒ dim (KerT ) = dimV − dimW
• T bijektywne ⇐⇒ KerT = {0} i ⇐⇒ dim V = dimW ⇐⇒ ImT = W i dimV =
dimW .1 Ma
ierze odwzorowa« liniowy
hIle jest odwzorowa« liniowy
h z V do W ? Jak opisa¢ (
zy te»: parametryzowa¢) i
h zbiór(b�d¡
y � jak widzieli±my � przestrzeni¡ liniow¡)?Przykªad. Je±li V = W = R, to odwzorowanie liniowe T : V → W ma posta¢:

V ∋ v → w = αv ∈ W (α ∈ R), tzn. odwzorowanie to jest po prostu mno»eniem przezli
zb�. Tu wi�
 L(V,W ) ∼ R.W ogólnym przypadku mamyStwierdzenie. Je±li e = (e1, . . . , en) � baza w V oraz w1, . . . , wn � jakiekolwiek wektoryz W , to istnieje dokªadnie jedno T ∈ L(V,W ) takie, »e Te1 = w1, . . . , T en = wn. Innymisªowy, odwzorowanie liniowe jest jednozna
znie wyzna
zone przez swoje warto±
i na wektora
hbazy.Dowód: Je±li takie T istnieje, to dla v = n
∑

i=1

viei mamy
T (v) = T (

n
∑

i=1

viei) =
n
∑

i=1

viT (ei) =
n
∑

i=1

viwi,do daje szukany wzór na T (dokªadniej, na T (v)). Pozostaje upewni¢ si�, 
zy ten wzórokre±la odwzorowanie liniowe. Bior¡
 v = n
∑

i=1

viei i ṽ = n
∑

i=1

ṽiei, mamy: v+ṽ = n
∑

i=1

(vi+ṽi)eioraz
T (v + ṽ) =

n
∑

i=1

(vi + ṽi)wi =
n
∑

i=1

viwi +
n
∑

i=1

ṽiwi = T (v) + T (ṽ).Podobnie sprawdza si� jednorodno±¢.Wniosek: Baza e w V ustala wzajemnie jednozna
zn¡ odpowiednio±¢ pomi�dzy ele-mentami L(V,W ) a 
i¡gami (w1, . . . , wn) wektorów z W . Innymi sªowy, 
aªa informa
jao T jest zawarta w 
i¡gu [T ]e:
[T ]e = (Te1, . . . , T en).

[T ]e jest 
i¡giem wektorów, a ka»dy z ni
h jest kolumienk¡ li
zb. Wyra¹my wi�
 [T ]e wbardziej konkretny sposób (jako zbiór li
zb). Najsampierw, ustalmy baz� f = f1, . . . , fm wprzestrzeniW . Ka»dy z wektorów Tej mo»na zapisa¢ [Tej ]f ∈ K
m. Zatem 
aªa informa
jao T jest zawarta w 
i¡gu (dwuwska¹nikowym) li
zb [T ]f e:

[T ]f e = ([Te1]
f , . . . , [Ten]

f).1



Ozna
zaj¡
 wspóªrz�dne wektora [Tej]f przez T ij (tu i = 1, . . . , m) mo»emy zapisa¢:
[Tej ]

f =









T 1j...
Tmj









(1)a dla 
i¡gu wektorów [T ]f e
[T ]f e = ([Te1]

f , . . . , [Ten]
f ) =

















T 11...
Tm1









, . . . ,









T 1n...
Tmn

















.Ilo±¢ nawiasów w tym ostatnim wyra»eniu jest zde
ydowanie za du»a; zapiszmy to wi�
ina
zej:
[T ]f e = ([Te1]

f , . . . , [Ten]
f) =









T 11 . . . T
1
n... ...

Tm1 . . . T
m
n









. (2)To w naturalny sposób prowadzi nas do de�ni
ji:Def. Ma
ierz A rozmiaru m× n (o m wiersza
h i n kolumna
h) i elementa
h z 
iaªa
K to tabli
a li
zb posta
i

A =









a11 . . . a
1
n... ...

am1 . . . a
m
n









, (3)gdzie aij (elementy ma
ierzy) s¡ li
zbami z 
iaªa K.Def. Ma
ierz odwzorowania liniowego T ∈ L(V,W ) w zadany
h baza
h: e w V oraz fw W , to tabli
a li
zb (ma
ierz) [T ]f e opisana wy»ej.Ustalenie baz w V oraz W zadaje wzajemnie jednozna
zn¡ odpowiednio±¢ pomi�dzyelementami L(V,W ) oraz ma
ierzami m× n.Podsumujmy zwi¡zki pomi�dzy wprowadzonymi wy»ej trzema poj�
iami: (T � odwzo-rowanie liniowe; [Tej ]f � ma
ierz tego odwzorowania; T ij � elementy tej ma
ierzy.Maj¡
 bazy e w V oraz f w W , elementy T ij mo»emy li
zy¢ na dwa sposoby:1. Sposób I (transforma
ja wektorów bazy):
Tei = T

1

if1 + · · ·+ T
m
ifm =

m
∑

j=1

T j ifj (4)(rozwijamy w bazie f dziaªania operatora T na posz
zególne wektory bazy e).Jest to po prostu inna posta¢ wzoru (1).2. Sposób II (transforma
ja skªadowy
h): Je±li Tv = w, gdzie V ∋ v = ∑n
i=1 v

iei,
W ∋ w =

∑m
j=1w

jfj , to
wj =

n
∑

i=1

T jiv
i (5)Wynika to z poprzedniego sposobu przez proste przeli
zenie:

Tv = T (
n
∑

i=1

viei) =
n
∑

i=1

viT (ei) =
n
∑

i=1

vi(
m
∑

j=1

T jifj) =
m
∑

j=1

(
n
∑

i=1

T jiv
i)fj2



= w =
m
∑

j=1

wjfji skoro tak, to mamy na skªadow¡ wj wzór (5).2 Przestrze« wektorowa ma
ierzyOzna
zmy przez K
m
n zbiór ma
ierzy m× n o elementa
h z K.Zbiorowi K

m
n mo»na nada¢ struktur� przestrzeni liniowej w nast�puj¡
y sposób: Do-dawanie ma
ierzy okre±lamy jako:









a11 . . . a
1
n... ...

am1 . . . a
m
n









+









b11 . . . b
1
n... ...

bm1 . . . b
m
n









=









a11 + b
1
1 . . . a

1
n + b

1
n... ...

am1 + b
m
1 . . . a

m
n + b

m
n









,a mno»enie ma
ierzy przez li
zb� jako:
λ ·









a11 . . . a
1
n... ...

am1 . . . a
m
n









=









λa11 . . . λa
1
n... ...

λam1 . . . λa
m
n









.Takie zde�niowanie dodawania ma
ierzy i mno»enia i
h przez li
zb� zadaje izomor�zmpomi�dzy L(V,W ) a K
m
n.3 Ma
ierz zªo»enia odwzorowa«Nie
h U, V,W b�d¡ trzema przestrzeniami wektorowymi z wybranymi bazami: g = (g1, . . . , gp)� baza w U ; e = (e1, . . . , en) � baza w V ; f = (f1, . . . , fm) � baza w W . Je±li T ∈ L(V,W )i S ∈ L(U, V ), to R = T ◦ S ∈ L(U,W ). Znajd¹my, jak ma
ierz zªo»enia odwzorowa« T i

S:
[R]f g = C =









c11 . . . c
1
p... ...

cm1 . . . c
m
p







wyra»a si� przez ma
ierze ty
h odwzorowa«:
[T ]f e = A =









a11 . . . a
1
n... ...

am1 . . . a
m
n









, [S]eg = B =









b11 . . . b
1
p... ...

bn1 . . . b
n
p









.Wspóª
zynniki cij ma
ierzy C = [R]f g s¡ okre±lone przez: Je±li U ∋ u = ∑p
j=1 u

jgj,
W ∋ w =

∑p
i=1 u

igi, to
w = Ru ⇐⇒ wi =

p
∑

j=1

ciju
j.Poniewa» w = Tv, gdzie v = Su, to ozna
zaj¡
 przez vk wspóªrz�dne wektora v w bazie

e (mamy wi�
 v = ∑nk=1 vkek) mamy
wi =

n
∑

k=1

aikv
k =

n
∑

k=1

aik





p
∑

j=1

bkju
j



 =
p
∑

j=1

(

n
∑

k=1

aikb
k
j

)

uj.3



Wspóª
zynniki cij s¡ wi�
 dane przez
cij =

n
∑

k=1

aikb
k
j . (6)Def. Je±li A ∈ K

m
n, B ∈ K

n
p, to ma
ierz C ∈ K

m
p, której elementy cij dane s¡ przezwzór (6), nazywamy ilo
zynem ma
ierzy A i B (i piszemy: C = AB).Podsumowuj¡
, ma
ierz zªo»enia odwzorowa« jest ilo
zynem ma
ierzy ty
h odwzoro-wa«:

[T ◦ S]f g = [T ]
f
e[S]

e
g.3.1 Wªasno±
i mno»enia ma
ierzyMno»enie ma
ierzy jest ª¡
zne, tzn. (AB)C = A(BC), je±li ilo
zyny AB i BC s¡ okre-±lone z sensem (ª¡
zno±¢ mno»enia ma
ierzy wynika z ª¡
zno±
i skªadania odwzorowa«).Natomiast mno»enie ma
ierzy na ogóª nie jest przemienne:

[

1 0
0 −1

]

·

[

0 1
1 0

]

=

[

0 1
−1 0

]

,

[

0 1
1 0

]

·

[

1 0
0 −1

]

=

[

0 −1
1 0

]

.Je±li przez IdV ozna
zymy odwzorowanie identy
zno±
iowe V → V , to dla T ∈ L(V,W )mamy
[T ]f e = [T ◦ IdV ]

f
e = [T ]

f
e[IdV ]

e
e.Podobnie

[T ]f e = [IdW ◦ T ]
f
e = [IdW ]

f
f [T ]

f
edla IdW � odwzorowania identy
zno±
iowego W →W .Ma
ierz

[IdV ]
e
e = ([(IdV )e1]

e, . . . , [(IdV )en]
e) =













1 0 . . . 0
0 1 . . . 0... ... ...
0 0 . . . 1













ozn
= Innazywamy ma
ierz¡ jednostkow¡. Pomno»enie dowolnej ma
ierzy A przez ma
ierz jed-nostkow¡ (w przypadka
h, kiedy jest to wykonalne) nie zmienia A (wªasno±¢ elementuneutralnego): Dla A ∈ K

m
n mamy

AIn = A = ImA.Def. Mówimy, »e ma
ierz A ∈ K
n
n jest odwra
alna, je±li istnieje ma
ierz B ∈ K

n
n taka,»e AB = In = BA. W takim przypadku B nazywamy ma
ierz¡ odwrotn¡ do A.�atwo zoba
zy¢, »e powy»sza ma
ierz B, je±li istnieje, jest okre±lona jednozna
znie.Zapisujemy j¡ jako A−1. Za
hodzi: (A−1)−1 = A.Gdy mamy odwzorowania (odwra
alne) S, T , to odwzorowanie odwrotne do S ◦ Tjest: (S ◦ T )−1 = T−1 ◦ S−1. To daje wzór na ma
ierz odwrotn¡ do ilo
zynu: Je±li A,C �ma
ierze (odwra
alne), to (AC)−1 = C−1A−1.Ma
ierze izomor�zmów (tzn. odwzorowa« liniowy
h odwra
alny
h) s¡ odwra
alne:Je±li T ∈ L(V,W ) jest odwra
alne, e � baza w V , f � baza w W , to

[T ]f e[T
−1]ef = [T ◦ T

−1]f f = [IdW ]
f
f = In, [T−1]ef [T ]

f
e = [T

−1 ◦ T ]ee = [IdV ]
e
e = In,gdzie n = dim V = dimW . 4



3.2 Zmiana baz i zmiana ma
ierzy operatora przy zmianie bazyJe±li T ∈ L(V,W ) oraz e, e′ � dwie bazy w V , za± f, f ′ � dwie bazy w W , to
[T ]f

′

e′ = [IdW ◦ T ◦ IdV ]
f ′

e′ = [IdW ]
f ′

f [T ]
f
e[IdV ]

e
e′ .Wzór ten pozwala obli
zy¢ ma
ierz odwzorowania T w �nowy
h� baza
h e′, f ′ maj¡
 ma-
ierz T w �stary
h� baza
h e, f .Ma
ierz

[IdV ]
e
e′ = ([e

′

1
]e, . . . , [e′n]

e)nazywa si� ma
ierz¡ zmiany bazy. Ma
ierz [IdV ]ee′ jest ma
ierz¡ odwrotn¡ do [IdV ]e′e:
[IdV ]

e
e′ [IdV ]

e′

e = [IdV ◦ IdV ]
e
e = [IdV ]

e
e = In,i analogi
znie

[IdV ]
e′

e[IdV ]
e
e′ = [IdV ◦ IdV ]

e′

e′ = [IdV ]
e′

e′ = In.Przykªad. Nie
h operator A w bazie standardowej e = (e1, e2) = ([ 10 ] , [ 10 ]) b�dzie danyma
ierz¡:
[A]e

e
=

[

1 4
1 1

]

.Znajd¹my jego ma
ierz w bazie e′ = (e′1, e′2) = ([ 21 ] , [ 2−1 ])Mamy:
[Id]e

e′
= ([e′1]

e, [e′2]
e) =

[

2 2
1 −1

](posz
zególne kolumny s¡ to skªadowe wektorów e′
i
w bazie wektorów ek). Ma
ierz [Id]e′

e
jest ma
ierz¡odwrotn¡ do [Id]e

e′
. Niedªugo zoba
zymy, jak si� li
zy ma
ierz odwrotn¡.W tym momen
ie nie
h Czytelniksprawdzi, »e [Id]e′
e
= 14

[

1 2
1 −2

] tzn. [Id]e′
e
[Id]e

e′
= I2 =

[

1 0
0 1

].Mamy
[A]e

′

e′
= [Id]e

′

e
[A]e

e
[Id]e

e′
=
1

4

[

1 2
1 −2

] [

1 4
1 1

] [

2 2
1 −1

]

=

[

3 0
0 −1

]W tym przypadku, przez odpowiedni wybór bazy, udaªo si� wyrazi¢ operator A w posta
i diagonalnej;taka posta¢ jest bardzo wa»na przy badaniu ma
ierzy.3.3 Ukªady równa« liniowy
hUkªad równo±
i






















a11x
1 + . . . + a1nx

n = b1

a21x
1 + . . . + a2nx

n = b2... ... ...
am1x

1 + . . . + amnx
n = bm

(7)gdzie aij, bi � dane li
zby (z 
iaªa K), za± x1, . . . , xn � li
zby niewiadome, nazywa si�ukªadem m równa« liniowy
h z n niewiadomymi.Przepiszmy lew¡ stron� ukªadu równa« na trzy sposoby:
x1









a11...
am1









+ · · ·+ xn









a1n...
amn









=













a11x
1 + . . . + a1nx

n

a21x
1 + . . . + a2nx

n... ...
am1x

1 + . . . + amnx
n













(8)5



=













a11 . . . a
1
n

a21 . . . a
2
n... ...

am1 . . . a
m
n

























x1

x2...
xn













.St¡d, wprowadzaj¡
 ozna
zenia:
a1 =













a11
a21...
am1













, . . . , an =













a1n
a2n...
amn













, A = (a1, . . . , an) =













a11 . . . a
1
n

a21 . . . a
2
n... ...

am1 . . . a
m
n











oraz
x =













x1

x2...
xn













, b =













b1

b2...
bm











ukªad równa« (7) mo»na zapisa¢ w posta
i
x1a1 + · · ·+ x

nan = blub
Ax = b.Ma
ierz A nazywa si� ma
ierz¡ ukªadu równa« (7).Mo»na rozpatrywa¢ j¡ jako ma
ierz pewnego operatora liniowego K

n → K
m.Ze wzgl�du na lew¡ 
z�±¢ (8) mamy

〈a1, . . . , an〉 = ImA.Def. Li
zb�
rank(A) = dim ImAnazywamy rz�dem (kolumnowym) ma
ierzy A. Jest o
zywiste, »e jest to te» ilo±¢ liniowoniezale»ny
h kolumn ma
ierzy A.Za
hodzi nast�puj¡
e stwierdzenie doty
z¡
e istnienia rozwi¡za« ukªadu (7).Stwierdzenie. Nast�puj¡
e warunki s¡ równowa»ne:1. Istnieje rozwi¡zanie ukªadu (7).2. b ∈ ImA.3. b ∈ 〈a1, . . . , an〉.4. 〈a1, . . . , an, b〉 = 〈a1, . . . , an〉5. rank(A, b) = rank(A)Tutaj (A, b) = (a1, . . . , an, b) ozna
za ma
ierz powstaª¡ z A przez doª¡
zenie jesz
ze jednejkolumny � wektora b. Ma
ierz (A, b) nazywa si� ma
ierz¡ rozszerzon¡ ukªadu (7). Zawieraona peªn¡ informa
j� o ukªadzie.Uwagi. 6



• Równowa»no±¢ 1) i 5) nosi nazw� twierdzenia Krone
kera � Capelliego.
• Je±li prawa strona ukªadu jest zerem (tzn. b = 0), to ukªad nazywamy jednorodnym;je±li b 6= 0), to ukªad nazywamy niejednorodnym.
• Zbiór rozwi¡za« ukªadu jednorodnego jest przestrzeni¡ wektorow¡ (podprzestrzeni¡

K
n). Zbiór rozwi¡za« ukªadu niejednorodnego nie jest przestrzeni¡ wektorow¡.Mamy te» prosteStwierdzenie. Je±li m = n, to równanie Ax = b ma dla ka»dego b dokªadnie jednorozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje A−1. Wów
zas x = A−1b.W prakty
e rzadko rozwi¡zuje si� ukªady równa« przez znajdowanie ma
ierzy od-wrotnej. (�Rzadko� nie zna
zy �w
ale�; jest to sposób potrzebny gdy np. ma
ierz A zale»yod parametrów). Naj
z�±
iej robi si� to metod¡ reduk
ji wierszowej � dodawania równa«stronami tak, by otrzyma¢ mo»liwie prost¡ ma
ierz ukªadu. Wykorzystujemy tu o
zywi-sty fakt, »e dodaj¡
 do jakiego± równania kombina
j� liniow¡ pozostaªy
h równa«, otrzy-mujemy ukªad równowa»ny, tzn. maj¡
y te same rozwi¡zania. Opera
ja ta odpowiadaprzej±
iu do innej bazy w przestrzeni W .Z formalnego punktu widzenia, reduk
ja wierszowa jest kombina
j¡ nast�puj¡
y
h ope-ra
ji elementarny
h, z który
h ka»da w o
zywisty sposób nie zmienia rozwi¡za« ukªadu:1. Mno»enie wiersza przez niezerow¡ staª¡.2. Dodawanie jednego wiersza do drugiego.3. Przestawianie dwó
h wierszy.Przykªad.1) Rozwi¡za¢ ukªad równa«:





3 −4 1
−5 2 3
2 1 −3



x =





2
−8
5



Piszemy rozszerzon¡ ma
ierz ukªadu i redukujemy (wierszowo).




3 −4 1
−5 2 3

2 1 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
−8
5





(1)
∼





11 0 −11
−9 0 9
2 1 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

22
−18
5





(2)
∼





−1 0 1
−1 0 1
2 1 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2
−2
5



Równowa»no±¢ (1) bierze si� st¡d, »e równanie trze
ie dodawali±my do pierwszego i drugiego z takimiwspóª
zynnikami, »eby w drugiej kolumnie pojawiªy si� same zera. Równowa»no±¢ (2): Pomno»yli±myrównania: pierwsze i drugie przez odpowiednio 11 i -9, aby otrzyma¢ prostsz¡ posta¢. I dalej:
(3)
∼

[

−1 0 1
2 1 −3

∣

∣

∣

∣

−2
5

]

(4)
∼

[

−1 0 1
−1 1 0

∣

∣

∣

∣

−2
−1

]

(5)
∼

[

−1 1 0
−1 0 1

∣

∣

∣

∣

−1
−2

]Równowa»no±¢ (3): Skre±lili±my jedno z powtarzaj¡
y
h si� równa«. (4): Dodali±my pierwsze równaniedo drugiego z takim wspóª
zynnikiem, by wyzerowa¢ w nim trze
i¡ kolumn�. (5): Przestawili±my wiersze,aby uzyska¢ jawnie diagonaln¡ podma
ierz ukªadu.Ostatnia ma
ierz ukªadu ozna
za, »e wyj±
iowy ukªad doprowadzili±my do posta
i
{

−x1 + x2 = −1
−x1 + x3 = −2którego rozwi¡zanie od razu piszemy:
{

x2 = x1 − 1
x3 = x1 − 27



lub, w równowa»nej posta
i (zmieniaj¡
 jesz
ze nazw� x1 na λ)
x =





x1
x2
x3



 =





0
−1
−2



+ λ





1
1
1



2) Ukªad równa«:




3 −4 1
−5 2 3
2 1 −3



 x =





1
2
3



jest sprze
zny.Metoda reduk
ji wierszowej (i kolumnowej, gdzie analogi
zne opera
je przeprowadzasi� na kolumna
h ma
ierzy) maj¡ szerokie zastosowanie jako metody ra
hunkowe do znaj-dowania j¡dra i obrazu operatora 
zy ma
ierzy odwrotnej.W analogii do rz�du kolumnowego, de�niuje si� te» rz¡d wierszowy:Def. Rz¡d wierszowy ma
ierzy A: rankw(A) to ilo±¢ liniowo niezale»ny
h wierszy tejma
ierzy.Okazuje si�, »e za
hodzi równo±¢ ty
h dwu rz�dów:Tw. rankw(A) = rankk(A).Dowód.Tu 
.d.n.
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