Nie od poczatku, tu bedzie uzupelnione

Mamy wobec tego:
e T injektywne <= KerT = 0 <= dim (ImT) = dim V
o T surjektywne <= ImT =W <= dim (Ker7') = dim V' — dim W

e T bijektywne <= KerT = {0} i <= dimV =dimW <= ImT = W idimV =
dim W.

1 Macierze odwzorowan liniowych

Ile jest odwzorowarn liniowych 7z V' do W? Jak opisa¢ (czy tez: parametryzowac) ich zbior
(bedacy — jak widzieliSmy — przestrzenia liniowa)?

Przyklad. Jesli V = W = R, to odwzorowanie liniowe 7" : V' — W ma postac:
Vov—w=aveW (a€R), tzn. odwzorowanie to jest po prostu mnozeniem przez
liczbe. Tu wiec L(V, W) ~ R.

W og6lnym przypadku mamy

Stwierdzenie. Jeslie = (e1,...,e,) —bazaw V oraz wy, ..., w, — jakiekolwiek wektory
z W, to istnieje dokfadnie jedno T' € L(V, W) takie, ze Te; = wy,...,Te, = w,. Innymi
stowy, odwzorowanie liniowe jest jednoznacznie wyznaczone przez swoje wartosci na wektorach
bazy.

n
Dowodd: Jedli takie T istnieje, to dla v = Zviei mamy
i=1

n

Z'U ez - Z ZT(€Z) = ZUZ’LUZ',

i=1 i=1

do daje szukany wzor na T' (doktadniej, na T'(v)). Pozostaje upewnié sie, czy ten wzor
n n n

okresla odwzorowanie liniowe. Biorgc v = Z v'e; 10 = Z 0'e;, mamy: v+0 = Z(v’—l—fil)ei

T(v+f1):zn:v + 9% va,%—va,- v) + T(9).

oraz

Podobnie sprawdza sie jednorodnosc.

Whiosek: Baza e w V' ustala wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é¢ pomiedzy ele-
mentami L(V, W) a ciagami (wy,...,w,) wektorow z W. Innymi stowy, cata informacja
o T jest zawarta w ciagu [T]:

[T]e = (Tey,...,Tey,).

[T, jest ciagiem wektorow, a kazdy z nich jest kolumienka liczb. Wyrazmy wiec [T, w
bardziej konkretny sposob (jako zbior liczb). Najsampierw, ustalmy baze f = fi,..., fu W
przestrzeni W. Kazdy z wektorow T'e; mozna zapisa¢ [Te;]/ € K™. Zatem cala informacja
o T jest zawarta w ciagu (dwuwskaznikowym) liczb [T/,

T, = ([Tei)!, ..., [Ten)’).
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Oznaczajac wspoirzedne wektora [Te;]/ przez T?; (tui=1,...,m) mozemy zapisac:

le
(Te;) =1 (1)
™;
a dla ciagu wektorow [T/,
Tll Tln
1), = (Terl,... [Tel]') = N PO B
Tml Tmn

[lo$¢ nawiasoOw w tym ostatnim wyrazeniu jest zdecydowanie za duza; zapiszmy to wiec
inaczej:
T, ... T,
1), = ([Ter), ... [Ten)) = | o (2)
Ty ... T™,

To w naturalny sposob prowadzi nas do definicji:
Def. Macierz A rozmiaru m x n (o m wierszach i n kolumnach) i elementach z ciala
K to tablica liczb postaci

A= Lo, (3)

m m
a’r ... a4 p

gdzie a'; (elementy macierzy) sa liczbami z ciala K.

Def. Macierz odwzorowania liniowego T' € L(V, W) w zadanych bazach: e w V oraz f
w W, to tablica liczb (macierz) [T]/, opisana wyzej.

Ustalenie baz w V' oraz W zadaje wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ pomiedzy
elementami L(V, W) oraz macierzami m X n.

Podsumujmy zwiazki pomiedzy wprowadzonymi wyzej trzema pojeciami: (7' — odwzo-
rowanie liniowe; [T'e;]7  macierz tego odwzorowania; 7%;  elementy tej macierzy.

Majac bazy e w V oraz f w W, elementy T"; mozemy liczy¢ na dwa sposoby:

1. Sposéb I (transformacja wektorow bazy):
Te;=T fi+-+T"ifm=> T:f; (4)
j=1

(rozwijamy w bazie f dzialania operatora T' na poszczegolne wektory bazy e).

Jest to po prostu inna posta¢ wzoru (1).

2. Spos6b 1II (transformacja sktadowych): Jesli Tv = w, gdzie V 2 v = 3 v'e;,
Wsw=3 wf; to
w =Y T (5)
i=1
Wynika to z poprzedniego sposobu przez proste przeliczenie:
To=T() v'e) =) v'T(e;) =Y v'Q_T7:f;) =Y (O T f;
i=1 i=1 =1 j=1 j=1 i=1
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m .
:w:Zw]fj
J

=t

i skoro tak, to mamy na skltadowa w’ wzor (5).

2 Przestrzen wektorowa macierzy

Oznaczmy przez K™, zbiér macierzy m X n o elementach z K.
Zbiorowi K™,, mozna nada¢ strukture przestrzeni liniowej w nastepujacy sposob: Do-
dawanie macierzy okreslamy jako:

CL11 aln bll bln CLll _|_b11 aln—i—bln
: : + : : = : : 5
am1 e amn bml Ce bmn CLml —+ bml Ce CLmn -+ bmn
a mnozenie macierzy przez liczbe jako:

a'y ... a'y, Xa'y ... by,

a™ ... a™, Aa™ ... Aad™,

Takie zdefiniowanie dodawania macierzy i mnozenia ich przez liczbe zadaje izomorfizm

pomiedzy L(V,W) a K™,,.

3 Macierz zlozenia odwzorowan

Niech U, V, W beda trzema przestrzeniami wektorowymi z wybranymi bazami: g = (g1, . . ., gp)
—bazaw U; e = (ey,...,e,) —bazaw V; f = (f1,..., fm) —bazaw W. Jesli T € L(V, W)
i1SeLlUV),to R=ToS e L(UW). Znajdzmy, jak macierz ztozenia odwzorowan 7T i

S:

a1 ... amn bnl bnp
Wspotezynniki cZ:j macierzy C = [R]fg sg okreslone przez: Jesli U 3 u = Y0_ w/g;,
Waw= Ef:l ulgia to
P
w=Ru <<= w=> du.
j=1

k

Poniewaz w = Tv, gdzie v = Su, to oznaczajac przez v* wspoélrzedne wektora v w bazie

e (mamy wiec v = S7_, v¥e;) mamy



Wspolezynniki ¢; sa wiec dane przez
cj = a'ib;. (6)
k=1

Def. Jesli A € K™, B € K", to macierz C' € K™, ktorej elementy ¢’; dane sa przez
wzor (6), nazywamy iloczynem macierzy A i B (i piszemy: C' = AB).
Podsumowujac, macierz ztozenia odwzorowan jest iloczynem macierzy tych odwzoro-
wan:
[Tos8), =[TV[S]

g

3.1 Wlasno$ci mnozenia macierzy

Mnozenie macierzy jest {gczne, tzn. (AB)C = A(BC), jesli iloczyny AB i BC' sa okre-
Slone z sensem (aczno$¢ mnozenia macierzy wynika z tacznosci sktadania odwzorowarn).
Natomiast mnozenie macierzy na ogo6t nie jest przemienne:

R R A EE Y Y

Jesli przez 1dy oznaczymy odwzorowanie identycznosciowe V- — V todlaT € L(V, W)
mamy
[T]fe = [T © IdV]fe = [T]fe[:[dv]ee'
Podobnie
[T, = [ldw o T}, = [ldw]’ [T}/,

dla Idy — odwzorowania identyczno$ciowego W — W.

Macierz
1 0 . 0
. . . 01 ... 01,,
a1, = ((0d)ed, ... [(Wd)e) = | . . 7 | 2,
00 ... 1

nazywamy macierzq jednostkowq. Pomnozenie dowolnej macierzy A przez macierz jed-
nostkowa (w przypadkach, kiedy jest to wykonalne) nie zmienia A (wlasnosé elementu
neutralnego): Dla A € K™, mamy

Al =A=1,A.

Def. Mowimy, ze macierz A € K", jest odwracalna, jesli istnieje macierz B € K",, taka,
ze AB =1, = BA. W takim przypadku B nazywamy macierza odwrotng do A.

Latwo zobaczyé, ze powyzsza macierz B, jesli istnieje, jest okreslona jednoznacznie.
Zapisujemy ja jako A~1. Zachodzi: (A7)~ = A.

Gdy mamy odwzorowania (odwracalne) S,T, to odwzorowanie odwrotne do S o T
jest: (SoT)™' =T710o St To daje wzor na macierz odwrotna do iloczynu: Jesli A, C
macierze (odwracalne), to (AC)™t = C~tA~L

Macierze izomorfizméw (tzn. odwzorowan liniowych odwracalnych) sa odwracalne:
Jesli T € L(V, W) jest odwracalne, e — baza w V., f — baza w W to

[T [Ty =TT = [ldw); = L,, [T7']°
gdzie n =dimV = dim W.

. [TV, = [T o T, = [Idv]°, = I,

f

e



3.2 Zmiana baz i zmiana macierzy operatora przy zmianie bazy
Jesli T € L(V,W) oraz e, e’ — dwie bazy w V', za$ f, f' — dwie bazy w W, to
[T}, = [ldw o T oIy}, = [Idw]’ [T}/ [dy]°, .

Wrzoér ten pozwala obliczy¢ macierz odwzorowania T w ,nowych” bazach €', f’ majac ma-
cierz T' w ,starych” bazach e, f.
Macierz

ldv]®e = (el - - [€])

nazywa sie macierzq zmiany bazy. Macierz [Idy]¢, jest macierza odwrotng do [Idy]¢ :

1dy)°, [Idy])”, = [Idy o Idy]°, = [Idy]°, = I,

e

i analogicznie

[Idy] [Idy]e, = [Idy o Idy],, = [Idy], = I,.

€ €

Przyklad. Niech operator A w bazie standardowej e = (e1,e3) = <[ (1) } , [ (1) ]) bedzie dany

macierza:

Znajdzmy jego macierz w bazie ¢/ = (e}, e}) = <[
Mamy: i

€ e e 2 2

e = (e = | ]2
(poszczegdlue kolumny sa to sktadowe wektorow e; w bazie wektorow ey). Macierz [Id]e,6 jest macierza
odwrotng do [Id]°_,. Niedtugo zobaczymy, jak si¢ liczy macierz odwrotna. W tym momencie niech Czytelnik

sprawdzi, 7 [ld], = } [ i _22 } tzn. (1] [Id]e,, = I, = [ (1) (1) :

g O e [ E

W tym przypadku, przez odpowiedni wybér bazy, udato sie wyrazi¢ operator A w postaci diagonalne;
taka posta¢ jest bardzo wazna przy badaniu macierzy.

Mamy

3.3 Uklady réwnan liniowych

Uklad réwnosci

a2t + ... + alpa™ = b
2 1 2 m 2
a1zt 4+ ... + a‘px™ = b
(7)
a™xt 4+ ... 4+ a™at = b7
gdzie a’;, b" — dane liczby (z ciata K), zas z',...,2" — liczby niewiadome, nazywa sie

uktadem m rownan liniowych z n niewiadomymi.
Przepiszmy lewa strone uktadu réwnan na trzy sposoby:

L a2zt + ... 4+ al,a”
a1 G p 2 .1 2 .n
1 ‘ " ‘ axs + ... + a‘px
a™ a™ '
" a™azt + ...+ a™,a"



a a, T
2 2 2

a’, T

a™y a™, z"

a q a a1 a p
a? a?, a? a?,
a; = ) y Ap = . ) A_(ala 7an): .
a™q a™, a™q a™,
oraz
xt bt
x? b?
T = , b= )
" o™

uklad rownan (7) mozna zapisa¢ w postaci
zla; + -+ 2", =b

lub
Ax =b.

Macierz A nazywa sie macierzq uktadu réwnan (7).
Mozna rozpatrywac ja jako macierz pewnego operatora liniowego K"® — K™,
Ze wzgledu na lewa czesSé¢ (8) mamy

(ay,...,a,) =ImA.

Def. Liczbe
rank(A) = dimIm A

nazywamy rzedem (kolumnowym) macierzy A. Jest oczywiste, ze jest to tez ilosé liniowo
niezaleznych kolumn macierzy A.

Zachodzi nastepujace stwierdzenie dotyczace istnienia rozwigzan uktadu (7).
Stwierdzenie. Nastepujace warunki sg rownowazne:

1. Istnieje rozwiazanie ukladu (7).
2.beImA.

3. be(ay, ..., ap).

4. (ay,...,a,,b) = (a1,...,an)

. rank(A,b) = rank(A)

ot

Tutaj (A,b) = (ay,...,a,,b) oznacza macierz powstala z A przez dolaczenie jeszcze jednej
kolumny wektora b. Macierz (A, b) nazywa sie macierzq rozszerzong ukltadu (7). Zawiera
ona pelng informacje o uktadzie.

Uwagi.



e Rownowaznos$¢ 1) i 5) nosi nazwe twierdzenia Kroneckera — Capelliego.

e Jesli prawa strona ukladu jest zerem (tzn. b = 0), to uktad nazywamy jednorodnym;
jesli b # 0), to uktad nazywamy niejednorodnym.

e Zbior rozwigzan ukladu jednorodnego jest przestrzenia wektorowa (podprzestrzenia
K™). Zbior rozwiazan ukladu niejednorodnego nie jest przestrzenig wektorowa.

Mamy tez proste

Stwierdzenie. Jesli m = n, to rownanie Ax = b ma dla kazdego b dokladnie jedno
rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje A=, Wowcezas v = A~1b.

W praktyce rzadko rozwiazuje sie uktady réwnan przez znajdowanie macierzy od-
wrotnej. (,Rzadko” nie znaczy ,wcale”; jest to sposob potrzebny gdy np. macierz A zalezy
od parametrow). Najczesciej robi sie to metoda redukcji wierszowej — dodawania réwnan
stronami tak, by otrzymac¢ mozliwie prosta macierz uktadu. Wykorzystujemy tu oczywi-
sty fakt, ze dodajac do jakiegos rownania kombinacje liniowa pozostatych rownan, otrzy-
mujemy uklad réwnowazny, tzn. majacy te same rozwigzania. Operacja ta odpowiada
przejéciu do innej bazy w przestrzeni W.

Z formalnego punktu widzenia, redukcja wierszowa jest kombinacja nastepujacych ope-
racji elementarnych, z ktorych kazda w oczywisty sposob nie zmienia rozwigzan uktadu:

1. Mnozenie wiersza przez niezerowa stala.
2. Dodawanie jednego wiersza do drugiego.

3. Przestawianie dwoch wierszy.

Przyktlad.

1) Rozwiaza¢ uklad rownan:
3 -4 1 2
-5 2 3 |z=| -8
2 1 -3 5

Piszemy rozszerzong macierz ukladu i redukujemy (wierszowo).

3 -4 1 2 W 11 0 -11 22 @ -1 0 1 -2
-5 2 3 8|~ -9 0 9 18| ~] -1 0 1 -2

2 [1] -3 | 5 2 1 -3 | 5 2 1 -3 |5

Rownowaznosé (1) bierze sie stad, ze rownanie trzecie dodawali§my do pierwszego i drugiego z takimi
wspolczynnikami, zeby w drugiej kolumnie pojawily sie same zera. Réwnowazno$é¢ (2): Pomnozylismy
réwnania: pierwsze i drugie przez odpowiednio 11 i -9, aby otrzymaé prostsza postaé. I dalej:

@[—1 0 ‘—2](@{—1 01 ’—2}@[—1 10 ’—1}
-3

2 1 ) -1 1 0 | -1 -1 0 1 | =2

Rownowaznosé (3): Skreslilismy jedno z powtarzajacych sie rownan. (4): Dodaliémy pierwsze réwnanie
do drugiego z takim wspoétczynnikiem, by wyzerowaé¢ w nim trzecia kolumne. (5): PrzestawiliSmy wiersze,
aby uzyskaé¢ jawnie diagonalng podmacierz uktadu.

Ostatnia macierz uktadu oznacza, ze wyjsciowy uktad doprowadziliémy do postaci

—r1 + 19 = -1
—X1 + T3 = —2
ktérego rozwigzanie od razu piszemy:
ro = X1 — 1
r3 = X1 — 2



lub, w rownowaznej postaci (zmieniajac jeszcze nazwe x1 na \)

X O 1
xr = T2 = -1 + A 1
I3 —2 1

2) Uklad réwnan:

jest sprzeczny.

Metoda redukeji wierszowej (i kolumnowej, gdzie analogiczne operacje przeprowadza
sie na kolumnach macierzy) maja szerokie zastosowanie jako metody rachunkowe do znaj-
dowania jadra i obrazu operatora czy macierzy odwrotnej.

W analogii do rzedu kolumnowego, definiuje sie tez rzqd wierszowy:

Def. Rzad wierszowy macierzy A: rank,(A) to ilo§¢ liniowo niezaleznych wierszy tej
macierzy.

Okazuje sie, ze zachodzi réwnosé tych dwu rzedow:

Tw. rank,,(A) = rank,(A).

Dowad.

Tu c.d.n.



