Operatory hermitowskie, ortogonalne i unitarne
Tutaj V bedzie przestrzenig wektorows (zaréwno nad R, jak i nad C) z
iloczynem skalarnym.

1 Izomorfizm z przestrzenia dualna za pomoca
iloczynu skalarnego

Kazdy x € V okregla funkcjonat liniowy z* € V* wzorem

(z',y) = (zly) yeV. (1)

W ten sposéb mamy okreslone odwzorowanie Fy, : V' — V* (wprowadzili$my je
juz w rozdziale o formach biliniowych, tyle ze tam bylo ono okreslone nad R) o
wiasnoéciach:

L (21 +22)0 =2t +28; dla 2,22 €V addytywnoéé;

2. (Az)? = Azt dla z € V,A € K (tzn. mamy jednorodno$é dla K = R,
antyjednorodno$é dla K = C);

3.2 =0= (z|z) = (2%,2) =0 =2 =0.

Dwie pierwsze wlasnosci oznaczaja, ze b jest odwzorowaniem liniowym w przypdku
K = R, natomiast antyliniowym w przypadku K = C. Z réwnoéci wymiaréw
obu przestrzeni i faktu, ze b jest injekcja (Kerb = 0 z p. 3) wynika, ze b jest
bijekcjg.

Whniosek. Kazdy funkcjonal ¢ € V* mozna zapisaé jednoznacznie jako
iloczyn skalarny z pewnym wektorem:

($,y) = (a’,y) = (zly) dla yeV.

2 Sprzezenie hermitowskie

Niech V € EndV. Wyrazenie (z|Fy) jako funkcja y € V (przy ustalonym
z € V) jest formg liniowg na V, wiec istnieje dokladnie jeden element 2z, € V
taki, ze

(@|Fy) = (%ly) dla yeV
Latwo sprawdzié, ze przyporzadkowanie x — 2z, jest liniowe. Oznaczymy je
jako F' i nazywamy operatorem hermitowsko sprzezonym do F. Zatem FT jest
jedynym operatorem takim, ze

(z|Fy) = (Flly) dla z,yeV. (2)

Mozna wyrazi¢ FT przez odwzorowanie sprzezone F* : V* — V*, czego tu
nie uczynimy, natomiast wypiszemy nastepujace wlasnoSci operacji sprzezenia
hermitowskiego 7 (latwo je sprawdzié¢ korzystajac z (2)):



L (F+@)t=Ft 4Gt
2. (\F )T—,\FT
- (

w

Fi)f =

=~
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Sprawdzmy dla przykladu czwartyg wiasnos$é. Mamy:

(2| F 0 Gy) = (2|F(Gy)) = (F'z|Gy) = (G (F2)ly) = (G o F1)zly)

2.1 DMacierz operatora hermitowsko sprzezonego w bazie
ortonormalnej

Ustalmy w V baze o.n. e = (e1,...,e,). Oznaczmy jako A macierz operatora
F w tej bazie, natomiast jako B — macierz operatora Ft: A = (aij) = [F],
B = (b)) = [F1]e,. Mamy:

by = (@il Flej) = (Feiley) = (¢ Fes) = o,

K2

Macierz B okre$long przez macierz A wedlug powyzszej reguly nazywamy macierzg
hermitowsko sprzezong do macierzy A i oznaczamy przez A' (gdy mamy K = R,
to jest to po prostu macierz transponowana). Zatem dla ortonormalnej bazy
e, magcierz opertora hermitowsko sprzezonego do F' jest macierzg hermitowsko
sprzezong do macierzy operatora F'.

Uwaga. Gdy bierzemy macierz operatora w bazie nieortonormalnej, to
wzbr powyzszy komplikuje sie; proponujemy Czytelnikowi, aby wyprowadzil go
réwniez dla tego, ogdlniejszego przypadku.

3 Operatory zachowujace iloczyn skalarny
Moéwimy, ze F' € EndV zachowuje iloczyn skalarny, jezeli

(Fz|Fy) = (z|ly) dla z,yeV. (3)
Odwzorowania takie posiadajg nastepujace wtasnosci:

o 53 izomorfizmami: ||Fz|| = ||z||, wigc Fz =0 =2 = 0.

e zachowujg odlegtosé: d(Fz, Fy) = ||Fx — Fy|| = ||F(z —y)|| = ||z —y|| =
d(z,y),

e tworzg grupe (wzgledem operacji sktadania).



Operatory takie noszg nazwe:

dla K = R: | operatory ortogonalne (odpowiednia grupa nosi nazwe grupy or-

togonalnej O(n);

dla K = C: | operatory unitarne (odpowiednia grupa nosi nazwe grupy uni-
tarnej U(n).
Stwierdzenie. Dla operatora F' € EndV nastepujace warunki sa réwnowazne:

1. F zachowuje iloczyn skalarny.
2. FtF =1.
3. Fi=F1

4. macierz A = [F]%, w pewnej (a wiec i kazdej) bazie o.n. speilnia warunek
AtA=1T.

5. F przeksztalca pewna (a wiec i kazda ) baze o.n. na baze o.n.

Dowdd. Réwnowaznos$é 1 <= 2 wynika natychmiastowo z (3) — wystarczy
zapisa¢ ten warunek w postaci:

(Fz|Fy) = (F'Faly) = (z[y).

Réwnowaznosé 2,3 i 4 jest oczywista. Pokazemy, ze 1 <= 5.

1 => 5. Jedli e — baza o.n., to (Fe;|Fe;) = (e;|lej) = d;5, wiec (Feq,...,Fey)
tez jest baza o.n.

5 = 1. Jedli F przeksztalca baz¢ o.n. e na baze o.n., to (Fe;|Fe;) = 0;; =

(6,’|6]‘), czyli

n n
(Fz|Fy) = (Fineﬂ Zyje] Z ziy? (Fe;|Fej) =
i=1 i=1

3,j=1

= Z Tty €,|€] Zx e,|2y e] x':’/)

Uwagi.

1. Warunek A'A = I oznacza A~! = A!, tak wiec macierz odwrotna do
macierzy ortogonalnej (unitarnej) to macierz transponowana (sprzezona
hermitowsko).

2. AtA = I oznacza: 2?21 ajiajk = 4%, czyli warunek, ze a1, . .., a, jest bazg
ortonormalng w K" (tutaj a; sa kolumnami macierzy A). Analogiczna
sytuacja ma miejsce z wierszami — wynika to z réwnoéci AA! = I.



4 Operatory hermitowsko samosprzezone (her-
mitowskie)

Méwimy, ze F' € EndV jest hermitowsko samosprzezony lub hermitowski (uzywa,
sie tez terminu samosprzezony), jeéli Ft = F.
Jest tak wtedy, gdy macierz A = [F]%, w bazie o.n. spelnia warunek At = A,

czyli ajz. = aij. Macierz taka nazywa sie macierzg hermitowskq (dla K = R
warunek méwi, ze macierz jest symetryczna).

Stwierdzenie. Rzut jest hermitowski wtedy i tylko wtedy, gdy jest ortog-
onalny.

Dowad.
= Je§li V = E® E' i P = P! jest rzutem na E wzdluz E', to dla z € E,
y € E' mamy

(zly) = (Pzly) = (P'zly) = (z|Py) = 0

(poniewaz Py = 0, wiec E' = E*+.
<= Jedli P = Pg jest rzutem ortogonalnym na podprzestrzei E, to

(P'zly) = (2|Py) = (Pz+(I-P)z|Py) = (Pz|Py) = (Pz|Py+(I-P)y) = (Pzly).

Z racji istnienia izomorfizmu miedzy V' i V*, realizowanego przez iloczyn skalarny,
nie powinno by¢ zaskoczeniem nastepujace
Stwierdzenie. Je§li K =R i F = F!, to wzér

b(z,y) = (z|Fy)

okresla symetryczng forme dwuliniowa. Odpowiednio$¢ F' +— b jest wzajemnie
jednoznaczna.
RzeczywiScie, mamy

b(y,z) = (y|Fz) = (Fy|z) = (x| Fy) = b(z,y).

Réwniez na odwrét, forma b wyznacza jednoznacznie F' (dowdd tu pominiemy).

5 Twierdzenie spektralne

Tutaj dalej V' bedzie ustalong n-wymiarowsg przestrzenia wektorowa z iloczynem
skalarnym.
5.1 Operatory normalne

Definicja. F € EndV nazywa sie normalny, jeéli FFT = F1F.
Przyklady:

e F =F" (tzn. F samosprzezony).



e FFt =T (tzn. F jest ortogonalny badZ unitarny).
Operatory normalne posiadaja nastepujace wlasnodci:

1. ||Ftz|| = ||F=||. Istotnie, ||Fz|]> = (Fz|Fz) = (FtFz|r) = (FFlz|z) =
(Ftz|Ftz) = ||Ftz||?.

2. KerF = KerF't. Mamy bowiem: Fz = 0 <= ||Fz|| =0, az p. 1 wynika,
ze ||Fz|| = ||F'z||, wiec ||Fz|| = 0 <= ||Ftz|| = 0 <= Flz = 0.

3. Ker(F — AI) = Ker(F' — M) (poniewaz — jak atwo sprawdzié — operator
F — )\ tez jest_normalny). Pokazana wlasnie réwno$¢ oznacza, ze Fx =
Az < Ftz = \z.

4. Wektory wlasne odpowiadajace réznym wartoSciom wlasnym sa ortogo-
nalne. Wynika to z tego, ze jezeli Fox = Az i F'y = uy, to

wzly) = (zluy) = (2|Fy) = (F'zly) = (zly) = Azly).

Twierdzenie. Operator normalny w przestrzeni unitarnej jest diagonali-
zowalny i posiada o.n. baze wektoréw wlasnych.

Dowdd. (Indukcja po n = dim V). Niech F' € End V bedzie normalny.
Niech A € Sp F, Fzg = Axo, ||zo||] = 1 (w przestrzeni zespolonej, operator
posiada przynajmniej jeden wektor wlasny).

Podprzestrzeti D := (x()" jest niezmiennicza dla F i F't:

(zo| Fy) = (F'aoly) = (Azoly) =0,

ve B i =0={ R Gl Z ) 2o

Operator F|g (operator F obciety do podprzestrzeni F) jest normalny (co tatwo
sprawdzié¢ zauwazajac, ze (F|g)' = F'|g). Z zalozenia indukcyjnego istnieje
baza o.n. w E zlozona z wektoréw wlasnych F|g (bo dimE = n —1). Ta baza
lacznie z wektorem zy stanowi baze o.n. wektoréw wiasnych operatora F'.
Opniewaz podprzestrzenie wlasne V; := Ker(F — A1), {\1,..., A} =Sp F
sg do siebie prostopadle, to operatory rzutowe P; zwigzane z rozkladem V =
T

@ Vi sg rzutami ortogonalnymi (wiec hermitowskimi). Zatem rzuty wystepujace
i=1

w rozkladzie spektralnym F (por. miejsce gdzie bylo o strukturze endomor-
fizmu):

F=Y AP, (1)
=1

spetniaja nie tylko warunki P;P; = 0dlai # j, P2 = P;, >._ P, = I, ale
tez P} = P;. Okazuje sie tez, ze istnienie rozkladu (4) jest réwniez warunkiem
dostatecznym na to, aby operator F' byl normalny.



Uwaga: Operator normalny w przestrzeni euklidesowej nie musi byé diago-
nalizowalny. Na przyklad obrét w R? o kat ¢:

[ cos¢p —sing ]

sing cos¢

jest operatorem ortogonalnym, wiec hermitowskim, ale nie posiada niezerowych
wektoréw wlasnych.

5.2 Twierdzenie spektralne dla operatoré6w hermitowskich

Twierdzenie. Operator samosprzezony jest diagonalizowalny, a jego wielomian
charakterystyczny ma tylko rzeczywiste pierwiastki.
Dowdd (a whaséiwie pét dowodu): Niech Ft = F.

1. Przypadek K = C. Jedli wr(X) = 0, to istnieje x # 0 taki, ze Fx = Az i
mamy (z|Fz) = A(z|z); ale (z|Fz) = (Fz|z) = (z|Fz) jest rzeczywiste,
wiec A € R.

2. Przypadek K = R. Ten przypadek sprowadza si¢ do zespolonego przez
kompleksyfikacje przestrzeni V. Poniewaz ten temat zostal pominiety
w dotychczasowym wykladzie, a teraz brak juz czasu — wiec Czytelnik,
ktdrego to interesuje, musi to uzupelnié na wilasng reke.

1 TO JUZ KONIEC!
POMYSLNEGO ZDANTA EGZAMINOW I UDANYCH WAKACJI
ZYCZY
WYKLADOWCA.



