WIELOMIANY

1 Wstepne wiadomosci o wielomianach

Funkcja f: K — K, gdzie K cialo, nazywa sie wielomianem (nad K), jesli jest postaci

f(x) =ao+ a1z + -+ aa”, (1)
gdzie n jest liczba naturalng lub zerem (przyjmujemy 2° = 1) oraz a; € K dla j =
0,1,...,n (liczby ay,...,a, nazywamy wspdtczynnikami wielomianu). Zbior wszystkich

wielomianow nad K oznaczamy przez K[-].
Wielomiany mozna dodawac i mnozy¢: jesli f, g € K-, to ich suma i iloczyn sg okre-
Slone jako:

(f +9)(x) = fx) +9(x),  (f-9)(x)= flz)g(x).

Dla K[-] z dzialaniami dodawania i mnozenia sa spelnione wszystkie aksjomaty ciala z
wyjatkiem istnienia elementu odwrotnego wzgledem mnozenia (iloraz dwu wielomianow
moze nie by¢ wielomianem). Wielomian zerowy: f(x) = 0 jest elementem neutralnym
wzgledem dodawania, za$ wielomian tozsamo$ciowo rowny 1 jest elementem neutralnym
wzgledem mnozenia.

W zbiorze K[-] dodatkowo jest jeszcze okreslona operacja mnozenia wielomianu przez
liczbe: jesli f € K[-] oraz A € K, to wielomian \f jest zdefiniowany jako

(Af)(z) = Af(x).

Uwaga. Zbioér P z elementami, na ktoérych mozna wykonywaé¢ dziatania dodawania i mno-
zenia nazywamy piericieniem, jesli dzialania te maja nastepujace wlasnosci: i) dodawanie
jest przemienne, istnieje element neutralny oraz odwrotny do danego elementu; i) mno-
zenie w pierscieniu jest taczne; iii) zachodzi rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania.
Zwro¢émy uwage, ze nie zaktadamy istnienia elementu neutralnego wzgledem mnozenia,
ani przemiennos$ci mnozenia. Pojecie pier$cienia jest bardzo wazne w algebrze; na razie
niestety nie mozemy poswieci¢ mu wiecej uwagi. Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze zbior
wielomianow jest pierscieniem.

Udowodnimy teraz, ze wspotczynniki wielomianu sg przezen jednoznacznie wyznaczo-
ne. Wynika to z nastepujacego lematu.

Lemat. Jesli ap+ajz+---+a,2" = 0 dla kazdego x € K, toa; =0dlaj=0,1,...,n.

Dowé6d: Zastosujemy metode indukeji. Dla n = 0 teza ta jest oczywiscie prawdziwa.
Zatozmy, 7e teza ta jest prawdziwa dla n — 1 i niech zachodzi

g(z) =ap+amzr+---+a,z" =0

dla kazdego = € K. Wielomian g(x + 1) tez jest wielomianem zerowym; przy potedze x™
ma on wspoltczynnik a,,, za$ przy "~ ! wspolezynnik jest (a,_+na,). Stad g(z+1)—g(x)
jest wielomianem zerowym, ktory przy swojej najwyzszej potedze 2"~ ma wspolczynnik
(n—1)ay,. Z zalozenia indukcyjnego wynika, ze wspolczynnik ten jest zerem, czyli a,, = 0.
Zatem g(z) = ag+a1x+- -+ a, 12" ' i, korzystajac jeszcze raz z zalozenia indukcyjnego
widzimy, 7ze g = a1 =--- = a,_1 = 0.



Whniosek (0 jednoznaczno$ci wspolczynnikéw wielomianu): Niezerowy wielomian f
posiada jedyne przedstawienie w postaci (1) dla pewnych ao, ..., a,. Zachodzi przy tym:

a, # 0.

Zalozmy ze jest przeciwnie, tzn. f ma dwa przedstawienia:
ap+ a1x + -+ ax” = f(x) =by + bz + - + bpa™,
gdzie a, # 0,b,, # 0,n > m, to
(ag — bo) + (a1 — b))z + -+ (A — bp)2™ + Ay 2™ + -+ 2" =0

i z powyzszego lematu wynika, ze n = m (w przeciwnym przypadku a, = 0 wbrew
zatozeniu) oraz a; = b; dlai =0,...,n.

Liczbe n nazywamy stopniem wielomianu f i oznaczamy przez degf. Przyjmujemy tez
ze deg 0 = —oo. (Moze sie to wydawaé dziwne, ale za chwile podamy uzasadnienie).

Dla niezerowych f, g € K[-] mamy

deg (fg) = deg f+degg,  deg(f+g) < max(deg(f),deg(g)), deg(Af)=degf (A#D0).

Uwaga. Powyzsze wlasnosci zachodzg takze bez zastrzezenia o niezerowaniu sie, jesli
przyja¢ regule, ze —oo+cokolwiek= —oo (po to wlasnie przyjeto taki dziwny stopien
wielomianu zerowego).

Uwaga. Wielomiany stopnia wiekszego od zera sa nieodwracalne:

degf>0, fg=1=degg<01i g+#0 (sprzecznosc).

Stwierdzenie (o dzieleniu z reszta). Dla kazdej pary wielomianow f,g € K[|, gdzie ¢
jest niezerowy, istnieje doktadnie jedna para wielomianow ¢,r € K[| taka, 7ze

f=qg+r oraz degr <degg (2)

(¢ nazywamy ilorazem, r — reszta).
Dowéod:
1. Istnienie (indukcja wzgledem stopnia f).
Jesli deg f < deg g, to przyjmujemy g = 0,r = f.
Jesli n = deg f > deg g = m, to mamy:

fx) =ao+ a1z 4 +a2”, g(x)=by+bx+ -+ anz™,
przy czym a, # 0 # b,,, to wielomian

fiz) = f(x) — 2o "y ()

ma stopieni mniejszy od n i z zalozenia indukcyjnego mozemy wyrazi¢ f; w postaci: f; =
19 + r, gdzie degr < deg g, skad mamy zadane przedstawienie f w postaci (2):

f(z) = fi(z) + j—;x"—mgm — i(2)g(x) + r(z) + o g(x) =

= <Z—Zm”‘m + ql(:L')> g(z) +r(z).
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2. Jednoznacznosé. Jesli mamy dwa przedstawienia w postaci (2):
f=qq+r=qg+7r, degr<degg, degr <degy,
to (¢ —¢')g=r —1r"1gdyby bylo ¢ # ¢, to deg (¢’ — q) > 0, i mielibySmy
degg > deg (r —r') =deg (¢’ — q) + degg > deg g,
czyli otrzymali$my sprzeczno$é. Zatem g = ¢ orazr —1' =0-9g =0, czyli r =1r'.

Mowimy, ze wielomian f dzieli sie przez niezerowy wielomian g, jesli istnieje wielomian
q taki, ze f = qg. Mowimy wtedy takze, ze g dzieli f, co zapisujemy: g|f.
Uwagi:

1. g|f <= reszta z dzielenia f przez g jest zero.

2. Jesli f(a) =0 (czyli a jest pierwiastkiem f), to (z —a)|f.
3. Jesli g|f to degg < deg f.

Mamy nastepujace, proste do stwierdzenia fakty:

L. h|fihlg=n[(f+9)

2. hlf = hl(gf)-

3. glfiflg = f = Ag(\ — niezerowa liczba).

Dla przyktadu pokazemy ostatnia wtasnosé. Skoro g|f i fl|g to degg < deg f i deg f <
deg g, czyli deg g = deg f. Z podzielnoéci f przez g wynika f = qg, skad deg f = degq +
deg g, a wiec degq = 0, czyli ¢ jest stala (ktora mozemy oznaczy¢ jako .

2 Najwiekszy wspOlny dzielnik

Wielomian w nazywa sie najwickszym wspdlnym dzielnikiem (NWD) niezerowych wielo-
mianéw f i g, jezeli

L w|fiw|g

2. u|f i ulg = u|lw. (Innymi stowy, wielomian w ma najwyzszy stopiefi sposrod
wspolnych dzielnikow f i g).

Uwaga. Angielski odpowiednik NWD to GCD (greatest common divisor).

Jesli NWD wielomianéw f i g istnieje, to jest jedyny z dokladnosciag do czynnika
liczbowego (wynika to z wlasnodci 3. ostatniego paragrafu; zachecamy Czytelnika aby to
pokazat).

Twierdzenie. (Algorytm Euklidesa szukania NWD). Najwiekszy wspolny dzielnik
dwoch wielomianow f, g (zakladamy, ze deg f > deg g) istnieje i jest dany jako “ostatnia
reszta” (tzn. rp) w nastepujacym algorytmie, polegajacym na wykonywaniu kolejnych
dzielen 7 reszta:

W pierwszym kroku dzielimy f przez g, otrzymujac iloraz ¢ i reszte ry.

W drugim kroku dzielimy g przez ry, otrzymujac iloraz g i reszte rs.
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W trzecim kroku dzielimy ry przez ry, otrzymujac iloraz gs i reszte rs, itd.
Mamy wiec ciagg nastepujacych rownosci:

f=qag+mn r # 0 degr < degyg

g=qor1 + 713 re # 0 degry < degry

T = q3r2 + 73 ry # 0 degrs < degry
Th—2 = QkTh—1 + Tk T # 0 degr, < degri_;
Th—1 = Qe+17k + 0 k1 =0

Dowo6d. Mamy nastepujaca wlasnosé powyzszego ciagu rownodci: jesli dla réwnosci

Tm = Gm+2Tm+1 T Tma2 (3)

Tmtl = Gmi3Tma2 T Tmas (4)

zachodzi: h|rp,, h|r,+1 to wynika stad: h|rp,. 2, h|r,mes itd. (Zapiszmy bowiem réwnosé
(3) w postaci: Tpio = T — Gma2Tm+1. Prawa strona jest podzielna przez h, a wiec lewa,
tzn. r,.0 takze jest podzielna przez h.

Zapiszmy teraz rownosé¢ (4) w postaci: Tpa3 = Tima1 — GmasTma2. SKOTO Tpyiq 1 Tppao
dzielg sie przez h, to 7,43 tez. Itd.) Analogicznie: h|r,,_1, h|r,_s itd. Mozemy obrazowo
powiedzie¢, ze ma miejsce “propagacja’ podzielnosci w gore i w dot.

Innymi stowy, jesli wielomian h dzieli lewe strony dwu kolejnych rownosci(dzieli wiec
takze prawe strony), to dzieli lewe (a wiec i prawe) strony wszystkich rownosci.

Korzystajac z tej wlasnos$ci mamy:

1. Poniewaz 7, dzieli dwie ostatnie lewe strony, to dzieli dwie pierwsze, wiec 71| f 1 r¢|g,
czyli ri jest wspolnym dzielnikiem f i g.

2. Jesli h dzieli f i g to dzieli dwie pierwsze lewe strony, wiec dzieli tez dwie ostatnie,
czyli dzieli tez 7, a to znaczy, ze ry jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem.
Stwierdzenie. Jezeli w jest NWD wielomianéw f i g to istnieja wielomiany u i v takie,

ze
w=uf 4+ vg.
Dowdéd. Bedziemy mowié, ze wielomian h jest kombinacjg wielomianow p i ¢, jesli istnieja
wielomiany a, b takie, ze h = ap + bg. Wychodzac od ostatniej rownoéci w algorytmie
Euklidesa mamy:
Te = —QrVEk—1 + Tk—o tzn. ry jest kombinacja rp_1 i ri_o
= —qp(Tk—3 — Qu_1Tk—2) + Tk—o tzn. 7} jest kombinacja r5_o 1 73
= —qe(Th—3— Qru-1(Th—a — Qe—2Tk—3)) + Tk—a — Qu_oT—3 tzn. 7y jest kombinacja ry_3 1 754
= (co$) - g + (co§ innego) - f  tzn. 1y jest kombinacja g i f
Wnhiosek. h|f i h|g = istnieja wielomiany a, b takie, ze h = af + bg (bo h dzieli NWD
fig).

Mowimy, ze w jest NWD niezerowych wielomianow fi, ..., f,, jesli
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L. w|fydlak=1,....,n
2. hlfy dla k =1,... nimplikuje h|w.

Fatwo sie przekonaé, ze NWD wielomianow f,. .., f, dany jest rekurencyjna formuta (w
ten sposob mamy konstruktywny dowod istnienia):

NWD (f1,NWD (fo,...NWD (fu_1, fu) . ..)).

Stwierdzenie. Jesli w jest NWD wielomianow fi, ..., f,, toistnieja wielomiany uq, ..., u,
takie, ze

Dowdd: (indukcja po n): Niech v bedzie NWD wielomianow fi,..., f,_1. Wtedy w|v
i wl|f,, wiec w = av + bf, dla pewnych wielomianéw a,b (p. Wniosek powyzej). Ale z
zalozenia indukcyjnego v jest postaci: v = g1 f1+- - -+ gn_1fn_1 dla pewnych wielomian6w
1y vy Gn_1, Wi€C

w = a(g1f1 + et gn—lfn—l) +bfn,

czyli w jest postaci (5).

3 Rozklad wielomianu na czynniki, funkcji wymiernej
na ulamki proste

3.1 Rozkladalno$é wielomianow

Definicja. Wielomian p € K[| dodatniego stopnia jest nierozktadalny (uzywa sie tez
nazwy: pierwszy), jesli nie istnieja wielomiany a, b € K[-] stopni dodatnich takie, 7ze p = ab.

Uwaga. (Nie)rozkladalnosé wielomianu zalezy od ciata, nad ktorym ten wielomian
jest okreslony. Np. wielomian u = x? + 1 jest rozkladalny nad cialem C (wtedy u =
(x 4+ 7)(z — 1)), natomiast jest nierozktadalny nad ciatem R.

Definicja. Wielomian nazywa sie unormowany, jesli wspotczynnik przy najwyzszej
potedze jest rowny 1.

Lemat. Jesli p jest nierozktadalny oraz p|fg, to p|f lub p|g.

Dowo6d. Czym moze by¢ NWD (p, f)? Sa dwie mozliwosci: i) NWD (p, f) = p lub
ii) NWD (p, f) = 1 (wiecej mozliwosci nie ma, gdyz p, jako nierozkladalny, ma tylko
dwa dzielniki: jedynke oraz samego siebie). W przypadku i): p|f, co konczy dowdod. W
przypadku 4i): istnieja wielomiany u i v takie, ze 1 = up+wvf, skad mamy: g = upg+vfg,
a 7 zalozenia p|fg. Zatem p dzieli prawa strone, wiec zachodzi plg.

Stwierdzenie. Kazdy niezerowy wielomian przedstawia sie jako stata razy pewna ilosé
wielomian6éw nierozktadalnych unormowanych. Rozktad jest jednoznaczny z doktadnoscia
do porzadku czynnikow.

Dowdd. Istnienie wykazemy indukcyjnie (ze wzgledu na stopien). Zalozmy, ze stwier-
dzenie jest prawdziwe dla wielomianéw stopnia mniejszego od n. Niech f bedzie wielo-
mianem stopnia n. Jesli jest on nierozktadalny, to f = a, - ai jest szukanym rozktadem
(a, — wspolczynnik przy najwyzszej potedze). Jesli f jest rogkladalny, to f = gh, gdzie
deg g,deg h < n. Mozemy wiec przyjac, ze



gdzie p;, p; (i =1,...,k, j = 1,...,1) sa wielomianami nierozkltadalnymi i unormowanymi,
za§ A i X pewnymi (niezerowymi) statymi. Stad f = ANpy----- Dr-pye D).
Dla dowodu jednoznacznosci, przypusémy, ze wielomian f ma dwa rozktady, o ktorych

mowa w tezie:
f = )\pl ..... pk pr— )\/ql ..... ql

gdzie wszystkie p;, ¢; sa nierozktadalne. Musi zachodzié: A = X'. Skoro p; dzieli N'g; -- - -- ¢,
to dzieli pewien czynnik g, (p. powyzszy Lemat), a wiec p; = ¢, (uwaga 2 powyzej). Po
podzieleniu obu stron przez ten wspolny czynnik mamy dwa rozktady wielomianu f /g,
stopnia nizszego niz n = deg f:

i dowod dalej biegnie indukcyjnie, dajac konkluzje, ze czynniki p; (i # 1) i ¢; (j # m) sa
parami réwne (dla odpowiednio dobranych par).

Moéwimy, ze dwa wielomiany f, g sa wzglednie pierwsze, jesli NWD (f, g) = 1. Jest tak
wtedy i1 tylko wtedy, gdy w rozktadzie obu wielomianéw na czynniki nierozktadalne nie
ma wspolnego czynnika.

Wielomiany nierozkladalne dla K = C to wielomiany stopnia 1 (jest tak, gdyz wielo-
mian stopnia wyzszego niz 1 dzieli sie przez (z — z), gdzie 2z jest pierwiastkiem f; takie
zp istnieje na mocy zasadniczego twierdzenia algebry).

Whiosek. (Pelniejsza wersja zasadniczego twierdzenia algebry): Kazdy niezerowy wie-
lomian f € C[] jest iloczynem stalej i pewnej ilosci czynnikéw postaci z — z;, gdzie z; -
pierwiastki wielomianu f (j = 1,...,k; zakladamy 7e f posiada k r6znych pierwiastkow):

Liczba n; nazywa si¢ krotnoscig j—tego pierwiastka z;. Krotno$¢ pierwiastka z; mozna
rowniez okresli¢ jako najwieksza liczbe naturalng m taka, ze (z — z;)™ dzieli f. Suma
krotnosci wszystkich pierwiastkow jest rowna stopniowi wielomianu: nqy +---+n, =n =
deg f.

Wielomiany nierozktadalne dla K = R to wielomiany stopnia 1 lub wielomiany stopnia
2 o wyrozniku ujemnym. Istotnie, jesli f € R[] jest nierozkladalny i deg f > 1, to f
traktowany jako element C[-] ma pierwiastek zespolony z; o niezerowej czesci urojonej:
2o = a + 1b, b # 0. Liczba sprzezona z, tez jest pierwiastkiem f (co wynika np. z wzoru
na pierwiastki rownania kwadratowego z wyrdéznikiem ujemnym). Zatem f jest podzielny
przez

p2(2) = (2 — 20) (2 — %) = 2° — 2az + (a® + b?)

Skoro py(z) ma rzeczywiste wspotezynniki, to po|f nie tylko w C[-], ale takze w R[]. Stad
f = const - ps.

Whniosek. Kazdy niezerowy wielomian f € R][-| rozktada sie na czynniki liniowe (tzn.
wielomiany stopnia 1) i kwadratowe (tzn. stopnia 2) o wyr6zniku ujemnym.

3.2 Rozklad na utamki proste

Definicja. Funkcja wymierna to funkcja postaci f/g, gdzie f i g sa wielomianami; dzie-
dzing funkcji jest R(C) poza zbiorem zer mianownika.
Definicja. Utamek wtasciwy to funkcja wymierna f/g, gdzie deg f < degg.



Definicja. Ulamek prosty to utamek wlasciwy f/g, gdzie g = p" (n € N), p — nieroz-
ktadalny, deg f < degp.

Twierdzenie. Kazdy utamek wtasciwy jest suma utamkoéw prostych.

Dowdd.. Bedziemy mowic, ze utamek wlasciwy f/g jest pojedynczy, jesli g = p", gdzie
p nierozkladalny (uwaga: warunek "pojedynczosci": deg f < deg (p") jest stabszy niz
warunek prostoty, np. 2?/(x + 1)3 jest wlagciwy i pojedynczy, a nie jest prosty). Dowod
rozbijemy na dwa etapy.

1. Kazdy utamek wlasciwy f/g jest suma utamkow pojedynczych.

Niech g = pi* -+ --p.* bedzie rozktadem g na nierozktadalne czynniki. Przedstawmy
g jako iloczyn g = g¢1¢o, gdzie g1, go sa wzglednie pierwsze (biorac np. g1 = pi*,
g2 =py* - P to

1 =wuig1 +uzgo

dla pewnych wielomianow uy, us. Stad f = fuig: + fuogs. Jesli fu; = qgo + vo,
deg vy < deg gy (dzielenie z reszta fu; przez go), to

[ =1(q92 +v2)g1 + fuage = (qg1 + fua)gs + v2g1 = v1g2 + V291

dla pewnego v;. Stad

f_u, v

g 91 G2
przy czym deg (v1g2) < max(deg f,deg (v291)) < deg g, a wiec degv; < degg;. Jesli
ktory$ z mianownikow g¢q, go jest iloczynem wielomianow wzglednie pierwszych, to

stosujemy do niego (indukcyjnie) to samo rozumowanie, co prowadzi ostatecznie do

f a1 Qg

9 DN Py
gdzie dega; < njdegp; dla j =1,... k.
2. Kazdy utamek pojedynczy z% jest suma utamkow prostych.

Wykonujac serie dzielen:

a=qp" 4+ deg q; < degp degr; < (n—1)degp
Ty = qop™ 2 + 1y deg gz < degp degry < (n—2)degp
Tne9 = Qn_1P + n_1 deg q,_1 < degp degr,_1 < degp
Tho1=@qn+0 degq, < degp

otrzymujemy: a = ¢1p" " + qop" 2 + -+ + Guo1P + Gn, czyli

gdzie degq; < degp dla j =1,...,n.



Uwaga. Z zastosowaniem powyzszego twierdzenia (tzn. o rozkladzie funkcji wymiernej na
utamki proste) Czytelnicy wkrotce spotkaja sie na analizie, gdzie bedzie omawiany algo-
rytm catkowania funkcji wymiernych. Majac to na uwadze, przepiszmy powyzsze twier-
dzenie w postaci bezposrednio do zastosowania w analizie:

Rozwazmy funkcje wymierna f(z) = P(z)/Q(x), bedaca utamkiem wlasciwym, tzn.
mamy deg P < deg ). Zakladamy, ze (Q(r) ma nastepujacy rozktad na czynniki nad R:

Q(z) = (v —x1)" (v — w2)" ... (¥ — 1) (552 +anw 4 )™ (952 + gz + 5)™

Rozktad f(z) na utamki pojedyncze ma postac

Au(r) Ak () By () L Bi()

fla) = (x—z)m (@ —z)m (22 +ogw + By)™ (2% + oy + G)™

gdzie deg Ay < nq,...,degAxy < ng, deg By < 2myq,...,deg B; < 2m;. Po roztozeniu
kazdego z utamkow pojedynczych na utamki proste, uzyskuje sie ostatecznie

a1 1,2 Q1,4
az a2 9 A2 ny
_|_ ? + ? _|_ e + P e
T — To (LU — l’2>2 (LU — .]72)"2
+ ...
+ Qg1 Qg2 o Ak ny,
x—xr (v —xp)? (x — xp)*
I bl’ll’ + C1,1 bLQfL’ + C1,2 bl,mlx + C1,m,
2rax+0 (P+ax+6)? 0 (Pt f)™
+ ...
b b bi,m m
n 11T+ €1 1,2 1+ Ci 2 o 1, T+ Clmy, (6)

224+ox+ 06 (224 qx+ F)? (22 + ayx + By)™

Postaé¢ f(z), dana przez wzor (6), to wlasnie rozktad na utamki proste. (Wzor wyglada
monstrualnie, ale — po blizszym przyjrzeniu sie — jego struktura jest prosta. Poza tym w
zastosowaniach wystepuje zazwyczaj tylko czesé cztonéw obecnych w powyzszej postaci).



