
WIELOMIANY1 Wst�pne wiadomo±
i o wielomiana
hFunk
ja f : K→ K, gdzie K � 
iaªo, nazywa si� wielomianem (nad K), je±li jest posta
i
f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n, (1)gdzie n jest li
zb¡ naturaln¡ lub zerem (przyjmujemy x0 = 1) oraz aj ∈ K dla j =
0, 1, . . . , n (li
zby a0, . . . , an nazywamy wspóª
zynnikami wielomianu). Zbiór wszystki
hwielomianów nad K ozna
zamy przez K[·].Wielomiany mo»na dodawa¢ i mno»y¢: je±li f, g ∈ K[·], to i
h suma i ilo
zyn s¡ okre-±lone jako:

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (f · g)(x) = f(x)g(x).Dla K[·] z dziaªaniami dodawania i mno»enia s¡ speªnione wszystkie aksjomaty 
iaªa zwyj¡tkiem istnienia elementu odwrotnego wzgl�dem mno»enia (iloraz dwu wielomianówmo»e nie by¢ wielomianem). Wielomian zerowy: f(x) ≡ 0 jest elementem neutralnymwzgl�dem dodawania, za± wielomian to»samo±
iowo równy 1 jest elementem neutralnymwzgl�dem mno»enia.W zbiorze K[·] dodatkowo jest jesz
ze okre±lona opera
ja mno»enia wielomianu przezli
zb�: je±li f ∈ K[·] oraz λ ∈ K, to wielomian λf jest zde�niowany jako
(λf)(x) = λf(x).Uwaga. Zbiór P z elementami, na który
h mo»na wykonywa¢ dziaªania dodawania i mno-»enia nazywamy pier±
ieniem, je±li dziaªania te maj¡ nast�puj¡
e wªasno±
i: i) dodawaniejest przemienne, istnieje element neutralny oraz odwrotny do danego elementu; ii) mno-»enie w pier±
ieniu jest ª¡
zne; iii) za
hodzi rozdzielno±¢ mno»enia wzgl�dem dodawania.Zwró¢my uwag�, »e nie zakªadamy istnienia elementu neutralnego wzgl�dem mno»enia,ani przemienno±
i mno»enia. Poj�
ie pier±
ienia jest bardzo wa»ne w algebrze; na razieniestety nie mo»emy po±wi�
i¢ mu wi�
ej uwagi. Czytelnik ze
h
e sprawdzi¢, »e zbiórwielomianów jest pier±
ieniem.Udowodnimy teraz, »e wspóª
zynniki wielomianu s¡ przeze« jednozna
znie wyzna
zo-ne. Wynika to z nast�puj¡
ego lematu.Lemat. Je±li a0+a1x+· · ·+anxn = 0 dla ka»dego x ∈ K, to aj = 0 dla j = 0, 1, . . . , n.Dowód: Zastosujemy metod� induk
ji. Dla n = 0 teza ta jest o
zywi±
ie prawdziwa.Zaªó»my, »e teza ta jest prawdziwa dla n− 1 i nie
h za
hodzi

g(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n = 0dla ka»dego x ∈ K. Wielomian g(x+ 1) te» jest wielomianem zerowym; przy pot�dze xnma on wspóª
zynnik an, za± przy xn−1 wspóª
zynnik jest (an−1+nan). St¡d g(x+1)−g(x)jest wielomianem zerowym, który przy swojej najwy»szej pot�dze xn−1 ma wspóª
zynnik

(n−1)an. Z zaªo»enia induk
yjnego wynika, »e wspóª
zynnik ten jest zerem, 
zyli an = 0.Zatem g(x) = a0+a1x+ · · ·+an−1xn−1 i, korzystaj¡
 jesz
ze raz z zaªo»enia induk
yjnegowidzimy, »e a0 = a1 = · · · = an−1 = 0. 1



Wniosek (o jednozna
zno±
i wspóª
zynników wielomianu): Niezerowy wielomian fposiada jedyne przedstawienie w posta
i (1) dla pewny
h a0, . . . , an. Za
hodzi przy tym:
an 6= 0.Zaªó»my »e jest prze
iwnie, tzn. f ma dwa przedstawienia:

a0 + a1x+ · · ·+ anx
n = f(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmx

m,gdzie an 6= 0, bm 6= 0, n ­ m, to
(a0 − b0) + (a1 − b1)x+ · · ·+ (am − bm)x

m + am+1x
m+1 + · · ·+ anx

n = 0i z powy»szego lematu wynika, »e n = m (w prze
iwnym przypadku an = 0 wbrewzaªo»eniu) oraz ai = bi dla i = 0, . . . , n.Li
zb� n nazywamy stopniem wielomianu f i ozna
zamy przez degf . Przyjmujemy te»»e deg 0 = −∞. (Mo»e si� to wydawa¢ dziwne, ale za 
hwil� podamy uzasadnienie).Dla niezerowy
h f, g ∈ K[·] mamy
deg (fg) = deg f+deg g, deg(f+g) ¬ max(deg (f), deg (g)), deg (λf) = deg f (λ 6= 0).Uwaga. Powy»sze wªasno±
i za
hodz¡ tak»e bez zastrze»enia o niezerowaniu si�, je±liprzyj¡¢ reguª�, »e −∞+
okolwiek= −∞ (po to wªa±nie przyj�to taki dziwny stopie«wielomianu zerowego).Uwaga. Wielomiany stopnia wi�kszego od zera s¡ nieodwra
alne:

deg f > 0, fg = 1 =⇒ deg g < 0 i g 6= 0 (sprze
zno±¢).Stwierdzenie (o dzieleniu z reszt¡). Dla ka»dej pary wielomianów f, g ∈ K[·], gdzie gjest niezerowy, istnieje dokªadnie jedna para wielomianów q, r ∈ K[·] taka, »e
f = qg + r oraz deg r < deg g (2)(q nazywamy ilorazem, r � reszt¡).Dowód:1. Istnienie (induk
ja wzgl�dem stopnia f).Je±li deg f < deg g, to przyjmujemy q = 0, r = f .Je±li n = deg f ­ deg g = m, to mamy:

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ amx

m,przy 
zym an 6= 0 6= bm, to wielomian
f1(x) := f(x)−

an
bm
xn−mg(x)ma stopie« mniejszy od n i z zaªo»enia induk
yjnego mo»emy wyrazi¢ f1 w posta
i: f1 =

q1g + r, gdzie deg r < deg g, sk¡d mamy »¡dane przedstawienie f w posta
i (2):
f(x) = f1(x) +

an
bm
xn−mg(x) = q1(x)g(x) + r(x) +

an
bm
xn−mg(x) =

=
(

an
bm
xn−m + q1(x)

)

g(x) + r(x).2



2. Jednozna
zno±¢. Je±li mamy dwa przedstawienia w posta
i (2):
f = qg + r = q′g + r′, deg r < deg g, deg r′ < deg g,to (q − q′)g = r − r′ i gdyby byªo q 6= q′, to deg (q′ − q) ­ 0, i mieliby±my
deg g > deg (r − r′) = deg (q′ − q) + deg g ­ deg g,
zyli otrzymali±my sprze
zno±¢. Zatem q = q′ oraz r − r′ = 0 · g = 0, 
zyli r = r′.Mówimy, »e wielomian f dzieli si� przez niezerowy wielomian g, je±li istnieje wielomian

q taki, »e f = qg. Mówimy wtedy tak»e, »e g dzieli f , 
o zapisujemy: g|f .Uwagi:1. g|f ⇐⇒ reszt¡ z dzielenia f przez g jest zero.2. Je±li f(a) = 0 (
zyli a jest pierwiastkiem f), to (x− a)|f .3. Je±li g|f to deg g ¬ deg f .Mamy nast�puj¡
e, proste do stwierdzenia fakty:1. h|f i h|g =⇒ h|(f + g).2. h|f =⇒ h|(gf).3. g|f i f |g =⇒ f = λg(λ � niezerowa li
zba).Dla przykªadu poka»emy ostatni¡ wªasno±¢. Skoro g|f i f |g to deg g ¬ deg f i deg f ¬
deg g, 
zyli deg g = deg f . Z podzielno±
i f przez g wynika f = qg, sk¡d deg f = deg q +
deg g, a wi�
 deg q = 0, 
zyli q jest staª¡ (któr¡ mo»emy ozna
zy¢ jako λ.2 Najwi�kszy wspólny dzielnikWielomian w nazywa si� najwi�kszym wspólnym dzielnikiem (NWD) niezerowy
h wielo-mianów f i g, je»eli1. w|f i w|g2. u|f i u|g =⇒ u|w. (Innymi sªowy, wielomian w ma najwy»szy stopie« spo±ródwspólny
h dzielników f i g).Uwaga. Angielski odpowiednik NWD to GCD (greatest 
ommon divisor).Je±li NWD wielomianów f i g istnieje, to jest jedyny z dokªadno±
i¡ do 
zynnikali
zbowego (wynika to z wªasno±
i 3. ostatniego paragrafu; za
h�
amy Czytelnika aby topokazaª).Twierdzenie. (Algorytm Euklidesa szukania NWD). Najwi�kszy wspólny dzielnikdwó
h wielomianów f, g (zakªadamy, »e deg f ­ deg g) istnieje i jest dany jako �ostatniareszta� (tzn. rk) w nast�puj¡
ym algorytmie, polegaj¡
ym na wykonywaniu kolejny
hdziele« z reszt¡:W pierwszym kroku dzielimy f przez g, otrzymuj¡
 iloraz q1 i reszt� r1.W drugim kroku dzielimy g przez r1, otrzymuj¡
 iloraz q2 i reszt� r2.3



W trze
im kroku dzielimy r1 przez r2, otrzymuj¡
 iloraz q3 i reszt� r3, itd.Mamy wi�
 
i¡g nast�puj¡
y
h równo±
i:
f = q1g + r1 r1 6= 0 deg r1 < deg g

g = q2r1 + r2 r2 6= 0 deg r2 < deg r1

r1 = q3r2 + r3 r3 6= 0 deg r3 < deg r2

.......... ........ ..........

rk−2 = qkrk−1 + rk rk 6= 0 deg rk < deg rk−1

rk−1 = qk+1rk + 0 rk+1 = 0Dowód. Mamy nast�puj¡
¡ wªasno±¢ powy»szego 
i¡gu równo±
i: je±li dla równo±
i
rm = qm+2rm+1 + rm+2 (3)
rm+1 = qm+3rm+2 + rm+3 (4)za
hodzi: h|rm, h|rm+1 to wynika st¡d: h|rm+2, h|rm+3 itd. (Zapiszmy bowiem równo±¢(3) w posta
i: rm+2 = rm − qm+2rm+1. Prawa strona jest podzielna przez h, a wi�
 lewa,tzn. rm+2 tak»e jest podzielna przez h.Zapiszmy teraz równo±¢ (4) w posta
i: rm+3 = rm+1 − qm+3rm+2. Skoro rm+1 i rm+2dziel¡ si� przez h, to rm+3 te». Itd.) Analogi
znie: h|rm−1, h|rm−2 itd. Mo»emy obrazowopowiedzie¢, »e ma miejs
e �propaga
ja� podzielno±
i w gór� i w dóª.Innymi sªowy, je±li wielomian h dzieli lewe strony dwu kolejny
h równo±
i(dzieli wi�
tak»e prawe strony), to dzieli lewe (a wi�
 i prawe) strony wszystki
h równo±
i.Korzystaj¡
 z tej wªasno±
i mamy:1. Poniewa» rk dzieli dwie ostatnie lewe strony, to dzieli dwie pierwsze, wi�
 rk|f i rk|g,
zyli rk jest wspólnym dzielnikiem f i g.2. Je±li h dzieli f i g to dzieli dwie pierwsze lewe strony, wi�
 dzieli te» dwie ostatnie,
zyli dzieli te» rk, a to zna
zy, »e rk jest najwi�kszym wspólnym dzielnikiem.Stwierdzenie. Je»eli w jest NWD wielomianów f i g to istniej¡ wielomiany u i v takie,»e

w = uf + vg.Dowód. B�dziemy mówi¢, »e wielomian h jest kombina
j¡ wielomianów p i q, je±li istniej¡wielomiany a, b takie, »e h = ap + bq. Wy
hodz¡
 od ostatniej równo±
i w algorytmieEuklidesa mamy:
rk = −qkrk−1 + rk−2 tzn. rk jest kombina
j¡ rk−1 i rk−2

= −qk(rk−3 − qk−1rk−2) + rk−2 tzn. rk jest kombina
j¡ rk−2 i rk−3
= −qk(rk−3−qk−1(rk−4−qk−2rk−3))+rk−4−qk−2rk−3 tzn. rk jest kombina
j¡ rk−3 i rk−4

...........................

= (
o±) · g + (
o± innego) · f tzn. rk jest kombina
j¡ g i fWniosek. h|f i h|g =⇒ istniej¡ wielomiany a, b takie, »e h = af + bg (bo h dzieli NWD
f i g).Mówimy, »e w jest NWD niezerowy
h wielomianów f1, . . . , fn, je±li4



1. w|fk dla k = 1, . . . , n2. h|fk dla k = 1, . . . , n implikuje h|w.�atwo si� przekona¢, »e NWD wielomianów f1, . . . , fn dany jest rekuren
yjn¡ formuªa (wten sposób mamy konstruktywny dowód istnienia):
NWD(f1,NWD(f2, . . .NWD(fn−1, fn) . . . )).Stwierdzenie. Je±li w jest NWD wielomianów f1, . . . , fn, to istniej¡ wielomiany u1, . . . , untakie, »e

w = u1f1 + · · ·+ unfn. (5)Dowód: (induk
ja po n): Nie
h v b�dzie NWD wielomianów f1, . . . , fn−1. Wtedy w|vi w|fn, wi�
 w = av + bfn dla pewny
h wielomianów a, b (p. Wniosek powy»ej). Ale zzaªo»enia induk
yjnego v jest posta
i: v = g1f1+ · · ·+gn−1fn−1 dla pewny
h wielomianów
g1, . . . , gn−1, wi�


w = a(g1f1 + · · ·+ gn−1fn−1) + bfn,
zyli w jest posta
i (5).3 Rozkªad wielomianu na 
zynniki, funk
ji wymiernejna uªamki proste3.1 Rozkªadalno±¢ wielomianówDe�ni
ja. Wielomian p ∈ K[·] dodatniego stopnia jest nierozkªadalny (u»ywa si� te»nazwy: pierwszy), je±li nie istniej¡ wielomiany a, b ∈ K[·] stopni dodatni
h takie, »e p = ab.Uwaga. (Nie)rozkªadalno±¢ wielomianu zale»y od 
iaªa, nad którym ten wielomianjest okre±lony. Np. wielomian u = x2 + 1 jest rozkªadalny nad 
iaªem C (wtedy u =
(x+ i)(x− i)), natomiast jest nierozkªadalny nad 
iaªem R.De�ni
ja. Wielomian nazywa si� unormowany, je±li wspóª
zynnik przy najwy»szejpot�dze jest równy 1.Lemat. Je±li p jest nierozkªadalny oraz p|fg, to p|f lub p|g.Dowód. Czym mo»e by¢ NWD(p, f)? S¡ dwie mo»liwo±
i: i) NWD(p, f) = p lubii) NWD(p, f) = 1 (wi�
ej mo»liwo±
i nie ma, gdy» p, jako nierozkªadalny, ma tylkodwa dzielniki: jedynk� oraz samego siebie). W przypadku i): p|f , 
o ko«
zy dowód. Wprzypadku ii): istniej¡ wielomiany u i v takie, »e 1 = up+vf , sk¡d mamy: g = upg+vfg,a z zaªo»enia p|fg. Zatem p dzieli praw¡ stron�, wi�
 za
hodzi p|g.Stwierdzenie.Ka»dy niezerowy wielomian przedstawia si� jako staªa razy pewna ilo±¢wielomianów nierozkªadalny
h unormowany
h. Rozkªad jest jednozna
zny z dokªadno±
i¡do porz¡dku 
zynników.Dowód. Istnienie wyka»emy induk
yjnie (ze wzgl�du na stopie«). Zaªó»my, »e stwier-dzenie jest prawdziwe dla wielomianów stopnia mniejszego od n. Nie
h f b�dzie wielo-mianem stopnia n. Je±li jest on nierozkªadalny, to f = an · fan jest szukanym rozkªadem(an � wspóª
zynnik przy najwy»szej pot�dze). Je±li f jest rozkªadalny, to f = gh, gdzie
deg g, deg h < n. Mo»emy wi�
 przyj¡
, »e

g = λp1 · · · · · pk, h = λ
′p′1 · · · · · p

′

l5



gdzie pi, p′j (i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , l) s¡ wielomianami nierozkªadalnymi i unormowanymi,za± λ i λ′ pewnymi (niezerowymi) staªymi. St¡d f = λλ′p1 · · · · · pk · p′1 · · · · · p′l.Dla dowodu jednozna
zno±
i, przypu±¢my, »e wielomian f ma dwa rozkªady, o który
hmowa w tezie:
f = λp1 · · · · · pk = λ

′q1 · · · · · ql.gdzie wszystkie pi, qj s¡ nierozkªadalne. Musi za
hodzi¢: λ = λ′. Skoro p1 dzieli λ′q1 · · · ··ql,to dzieli pewien 
zynnik qm (p. powy»szy Lemat), a wi�
 p1 = qm (uwaga 2 powy»ej). Popodzieleniu obu stron przez ten wspólny 
zynnik mamy dwa rozkªady wielomianu f/qmstopnia ni»szego ni» n = deg f :
p2 · · · · · pk = q1 · · · · · qm−1qm+1 · · · · · qli dowód dalej biegnie induk
yjnie, daj¡
 konkluzj�, »e 
zynniki pi (i 6= 1) i qj (j 6= m) s¡parami równe (dla odpowiednio dobrany
h par).Mówimy, »e dwa wielomiany f, g s¡ wzgl�dnie pierwsze, je±li NWD(f, g) = 1. Jest takwtedy i tylko wtedy, gdy w rozkªadzie obu wielomianów na 
zynniki nierozkªadalne niema wspólnego 
zynnika.Wielomiany nierozkªadalne dla K = C to wielomiany stopnia 1 (jest tak, gdy» wielo-mian stopnia wy»szego ni» 1 dzieli si� przez (z − z0), gdzie z0 jest pierwiastkiem f ; takie

z0 istnieje na mo
y zasadni
zego twierdzenia algebry).Wniosek. (Peªniejsza wersja zasadni
zego twierdzenia algebry): Ka»dy niezerowy wie-lomian f ∈ C[·] jest ilo
zynem staªej i pewnej ilo±
i 
zynników posta
i z − zj , gdzie zj -pierwiastki wielomianu f (j = 1, . . . , k; zakªadamy »e f posiada k ró»ny
h pierwiastków):
f(z) = λ(z − z1)

n1 · · · · · (z − zk)
nk .Li
zba nj nazywa si� krotno±
i¡ j−tego pierwiastka zj . Krotno±¢ pierwiastka zj mo»narównie» okre±li¢ jako najwi�ksz¡ li
zb� naturaln¡ m tak¡, »e (z − zj)m dzieli f . Sumakrotno±
i wszystki
h pierwiastków jest równa stopniowi wielomianu: n1 + · · ·+ nk = n =

deg f .Wielomiany nierozkªadalne dla K = R to wielomiany stopnia 1 lub wielomiany stopnia2 o wyró»niku ujemnym. Istotnie, je±li f ∈ R[·] jest nierozkªadalny i deg f > 1, to ftraktowany jako element C[·] ma pierwiastek zespolony z0 o niezerowej 
z�±
i urojonej:
z0 = a + ib, b 6= 0. Li
zba sprz�»ona z̄0 te» jest pierwiastkiem f (
o wynika np. z wzoruna pierwiastki równania kwadratowego z wyró»nikiem ujemnym). Zatem f jest podzielnyprzez

p2(z) = (z − z0)(z − z̄0) = z
2 − 2az + (a2 + b2)Skoro p2(z) ma rze
zywiste wspóª
zynniki, to p2|f nie tylko w C[·], ale tak»e w R[·]. St¡d

f = const · p2.Wniosek. Ka»dy niezerowy wielomian f ∈ R[·] rozkªada si� na 
zynniki liniowe (tzn.wielomiany stopnia 1) i kwadratowe (tzn. stopnia 2) o wyró»niku ujemnym.3.2 Rozkªad na uªamki prosteDe�ni
ja. Funk
ja wymierna to funk
ja posta
i f/g, gdzie f i g s¡ wielomianami; dzie-dzin¡ funk
ji jest R(C) poza zbiorem zer mianownika.De�ni
ja. Uªamek wªa±
iwy to funk
ja wymierna f/g, gdzie deg f < deg g.6



De�ni
ja. Uªamek prosty to uªamek wªa±
iwy f/g, gdzie g = pn (n ∈ N), p � nieroz-kªadalny, deg f < deg p.Twierdzenie. Ka»dy uªamek wªa±
iwy jest sum¡ uªamków prosty
h.Dowód.. B�dziemy mówi¢, »e uªamek wªa±
iwy f/g jest pojedyn
zy, je±li g = pn, gdzie
p � nierozkªadalny (uwaga: warunek "pojedyn
zo±
i": deg f < deg (pn) jest sªabszy ni»warunek prostoty, np. x2/(x + 1)3 jest wªa±
iwy i pojedyn
zy, a nie jest prosty). Dowódrozbijemy na dwa etapy.1. Ka»dy uªamek wªa±
iwy f/g jest sum¡ uªamków pojedyn
zy
h.Nie
h g = pn11 · · · · ·pnkk b�dzie rozkªadem g na nierozkªadalne 
zynniki. Przedstawmy

g jako ilo
zyn g = g1g2, gdzie g1, g2 s¡ wzgl�dnie pierwsze (bior¡
 np. g1 = pn11 ,
g2 = p

n2
2 · · · · · p

nk
k ), to

1 = u1g1 + u2g2dla pewny
h wielomianów u1, u2. St¡d f = fu1g1 + fu2g2. Je±li fu1 = qg2 + v2,
deg v2 < deg g2 (dzielenie z reszt¡ f u1 przez g2), to

f = (qg2 + v2)g1 + fu2g2 = (qg1 + fu2)g2 + v2g1 = v1g2 + v2g1dla pewnego v1. St¡d
f

g
=
v1
g1
+
v2
g2
,przy 
zym deg (v1g2) ¬ max(deg f, deg (v2g1)) < deg g, a wi�
 deg v1 < deg g1. Je±liktóry± z mianowników g1, g2 jest ilo
zynem wielomianów wzgl�dnie pierwszy
h, tostosujemy do niego (induk
yjnie) to samo rozumowanie, 
o prowadzi ostate
znie do

f

g
=
a1
pn11
+ · · ·+

ak
pnkk
,gdzie deg aj < njdeg pj dla j = 1, . . . , k.2. Ka»dy uªamek pojedyn
zy a

pn
jest sum¡ uªamków prosty
h.Wykonuj¡
 seri� dziele«:

a = q1p
n−1 + r1 deg q1 < deg p deg r1 < (n− 1)deg p

r2 = q2p
n−2 + r2 deg q2 < deg p deg r2 < (n− 2)deg p

.......... ........ ..........

rn−2 = qn−1p+ rn−1 deg qn−1 < deg p deg rn−1 < deg p

rn−1 = qn + 0 deg qn < deg potrzymujemy: a = q1pn−1 + q2pn−2 + · · ·+ qn−1p+ qn, 
zyli
a

pn
=
q1
p
+
q2
p2
+ · · ·+

qn
pn
,gdzie deg qj < deg p dla j = 1, . . . , n. 7



Uwaga. Z zastosowaniem powy»szego twierdzenia (tzn. o rozkªadzie funk
ji wymiernej nauªamki proste) Czytelni
y wkrót
e spotkaj¡ si� na analizie, gdzie b�dzie omawiany algo-rytm 
aªkowania funk
ji wymierny
h. Maj¡
 to na uwadze, przepiszmy powy»sze twier-dzenie w posta
i bezpo±rednio do zastosowania w analizie:Rozwa»my funk
j� wymiern¡ f(x) = P (x)/Q(x), b�d¡
¡ uªamkiem wªa±
iwym, tzn.mamy degP < degQ. Zakªadamy, »e Q(x) ma nast�puj¡
y rozkªad na 
zynniki nad R:
Q(x) = (x− x1)

n1(x− x2)
n2 . . . (x− xk)

nk(x2 + α1x+ β1)
m1 . . . (x2 + αlx+ βl)

mlRozkªad f(x) na uªamki pojedyn
ze ma posta¢
f(x) =

A1(x)

(x− x1)n1
+ . . .

Ak(x)

(x− xk)nk
+

B1(x)

(x2 + α1x+ β1)m1
+ · · ·+

Bl(x)

(x2 + αlx+ βl)mlgdzie degA1 < n1, . . . , degAk < nk, degB1 < 2m1, . . . , degBl < 2ml. Po rozªo»eniuka»dego z uªamków pojedyn
zy
h na uªamki proste, uzyskuje si� ostate
znie
f(x) =

a1,1
x− x1

+
a1,2

(x− x1)2
+ · · ·+

a1,n1
(x− x1)n1

+
a2,1
x− x2

+
a2,2

(x− x2)2
+ · · ·+

a2,n2
(x− x2)n2

+ . . .

+
ak,1
x− xk

+
ak,2

(x− xk)2
+ · · ·+

ak,nk
(x− xk)nk

+
b1,1x+ c1,1
x2 + α1x+ β1

+
b1,2x+ c1,2

(x2 + α1x+ β1)2
+ . . .

b1,m1x+ c1,m1
(x2 + α1x+ β1)m1

+ . . .

+
bl,1x+ cl,1
x2 + αlx+ βl

+
bl,2x+ cl,2

(x2 + αlx+ βl)2
+ . . .

bl,mlx+ cl,ml
(x2 + αlx+ βl)ml

(6)Posta¢ f(x), dana przez wzór (6), to wªa±nie rozkªad na uªamki proste. (Wzór wygl¡damonstrualnie, ale � po bli»szym przyjrzeniu si� � jego struktura jest prosta. Poza tym wzastosowania
h wyst�puje zazwy
zaj tylko 
z�±¢ 
zªonów obe
ny
h w powy»szej posta
i).
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