1 Wyznaczniki

1.1 Odwzorowania wieloliniowe i formy

Niech V' bedzie n-wymiarowa przestrzenig nad K.

k
Def. Méwimy, ze funkcja f : '><1V — K jest

J]=

1. k-lintowa, jesli jest liniowa w kazdym argumencie, tzn.
flay, . hey + s, wy) = M@,z o)+ pf (2,2, )
VIKj<km,. . o0, €V, L pekK

2. antysymetryczna, jesli przy zamianie dowolnych dwoch argumentéw zmienia znak,
tzn.

f(flfl,...,l’i,...,l’j,...,l’k):—f(l'l,...,Ij,...,xi,...,l’k>

dla i # j.

k
Funkcje f: x V — K, ktore sa k-liniowe i antysymetryczne, nazywamy k-formamina V.
j=1
Latwo sprawdzi¢, ze k-formy tworza przestrzen wektorows.

Stw. Jedli f jest k-forma na V', to

L f(@rq), - @ngey) = sgu(m) f (21, ..., an) V7 € S

2. Jesli x; = z; dla pewnej pary i # j, to f(x1,...,2;) = 0.

3. Jesli xy, ...,z sa liniowo zalezne, to f(xy,...,x;) = 0. Dow. Zalozmy, ze j-ty
wektor jest liniowg kombinacja pozostatych: x; = 37,; Nz, Wtedy:
f(.ﬁlfl, e y Lj—1, ZZ#) )\ixi, Ljgly - Ik) =
S N (w1, w1, 24, 240, 2) = 0, bo w kazdym z elementéw sumy wektor
x; wystapi dwukrotnie, wiec na mocy wtasnosci 2. kazdy taki czton sumy jest réwny
zeru.

4. Jesli k > n, to f(x1,...,x,) = 0. Zatem z sensem jest mowi¢ o formach tylko dla

k<n=dmV.

Def. Formy objetosci na V' to n-formy na V', gdzie przypomnijmy n = dimV (tzn.
forma objetosci to k-forma dla k = n).

Jak duza jest przestrzen form objetodci? (tworza one — jak pamietamy — przestrzen
wektorowa). OdpowiedZ na to daje

Lemat. Niech e = e;,...,¢e, baza V. Dla kazdej liczby a € K istnieje doktadnie
jedna forma objetosci f taka, ze f(eq,...,e,) = a.

Dow. Wezmy n wektoréow zq, ..., x,. Rozklad kazdego z nich w bazie e, np. j-tego,

n
ma postac: x; = E zje;. Jesli f jest n-forma, to
ij=1

n n
flxy,...,x,) = f(z AT Z rre;) =

i1=1 in=1



n

= Z .%’Zf . ~xi”f(€i1,...,€ln Z xﬂ(l .. (n)f(eﬂ(l),...,ew(n)).

it ymin=1 TESn
Poniewaz f(ex),...,€xm)) =sgn(m)- f(e1,...,e,), to mamy jednoznaczny wzoér na szu-
kane f: Warto$¢ f na dowolnych wektorach x4, ..., x, wynosi
Ti,... =« sgn(m T
i > sen(m) -2 - af (1)
TESn
Wzor ten zapewnia, ze f(eq,...,e,) = a.

Trzeba jeszcze pokazaé, ze spetnione sa warunki definiujace forme objetosci.
Liniowo$¢ w j-tym argumencie wynika z rownosci

Z sgn(m) - x;r(ﬂ .o (>\ m(Jj )_'_quur(])> ..~x2(") _
mESn
=\ Z sgn(m) - x;r(l) S ~x;.r(j) S ~x$(") +u Z sgn(m) ,x7lf(1) . $;»7T(j) o .xg(n).
TS TESK

Aby pokazaé¢ antysymetrie w (dowolnych) miejscach 4, j, zamieniamy sumowanie po 7 na
sumowanie po o = 7o (4,7); tu (¢, ) jest transpozycja. Mamy:

> sgn(m) - Vo) 2™ = 3 sgn(o o (4, 4)) - 2f e
WESn O'ESn
a ze sgn(o o (i,7) = sgn(o), to mamy zadana wlasnos¢ antysymetrii.

Uwagi.

e 7 tezy lematu wynika, ze przestrzen form objetosci ma wymiar 1.

e Ile wynosi wymiar przestrzeni k-form na przestrzeni n-wymiarowej? Odpowiedz bedzie na analizie,
gdy bedzie mowa o formach rézniczkowych i tw. Stokesa; lub np. w ksigzce W.I. Arnolda, ,Metody
matematyczne mechaniki klasycznej”).

k
e Ile wynosi wymiar przestrzeni wszystkich odwzorowan k-liniowych f: x V — K? tu V = K".
=1

2 Wyznaczniki i ich podstawowe wlasnoSci

Def. Wyznacznikiem (stopnia n) nazywamy forme objetosci det na V' = K" wyznaczona
warunkiem det(ey, ..., e,) =1, gdze ey, ..., e, — baza standardowa.
Uwaga. 7 tezy lematu wynika, ze dowolna forma objetosci na K™ jest proporcjonalna
do det, przy czym:
f=fler,...,e,)-det
Def. Wyznacznikiem macierzy A € K", nazywamy wyznacznik jej kolumn: det A =
det(ay,...,a,). Zgodnie z wzorem (1)

detA = det (a1, ...,a,) = Y sgn(m) - a™Wy . a™ ™ (2)
WESn

Na wyznacznik stosuje sie tez oznaczenie:

a'y ... ada', a'y ... ada',

det A = det : 5 = det



Z wzoru (2) otrzymujemy znane nam (prawdopodobnie) postaci wyznacznikow dla n = 2:

CL11 1

()
detA = det (a1,a2) = JER | = a'1a®y — a'ya?
1 472

oraz dla n = 3:
all a12 CL13
detA = det (a1, as,a3) = | a*; a%y a3
CL31 a32 CL33
= a'ya'sa®s + a*1ayats + adratsa’s — a’iathads — a'adaa’s — adia®aats
ktore to wzory tatwo zapamieta¢ wg (prawdopodobnie Czytelnikowi) znanej reguty Sar-
rusa. Uwaga-ostrzezenie: Reguta ta dziata tylko dlan =2in = 3!
Stw. det A = det AT.
Dow. Oznaczmy B = AT. Mamy:

det A=Y sgn(m)-a™W ... a™™, = 3 sgn(r) a1
WESn 7T€Sn
= Z sgn(o) - alg(l) ey = Z sgn(o) - AP A
UGSn O'ESn

L znak o

Przy trzeciej rownosci zamieniliSmy sumowanie po m sumowaniem po o = T
jest przy tym taki sam jak znak .

Tw. (Cauchy’ego o mnozeniu wyznacznikow). Dla A, B € K", mamy: det (AB) =
det A - det B.

Dow. Wyrazenie det (AB) = det (Aby, . .., Ab,) jest n-liniowa, antysymetryczna funk-
cja kolumn (by, ..., b,) macierzy B. Zatem det (AB) = adet B, gdzie stala « jest wartoscia
tej funkcji na wektorach (by,...,b,) = (e1,...,€,), co odpowiada B = I,, (macierz jed-
nostkowa):

a = det (Al,) = det A.

Stw. Dla macierzy A € K",, nastepujace warunki sg rownowazne:
1. A jest odwracalna

2. det A#£0

3. A ma liniowo niezalezne kolumny

4. rank A = n.

Dowédd:

1. = 2.: Jedli istnieje A7, to det (A~1)det (A) = det (AA™) =det I = 1.

2. = 3.: Wyznacznik liniowo niezaleznego uktadu wektorow jest rowny zeru (byta
dowodzona taka wlasnosé dla formy objetosci, a wyznacznik jest do niej proporcjonalny).

3. = 4.: Oczywiste. 4. = 1.: A jest ,na”, jest wiec bijekcja (wymiary obrazu i
przeciwobrazu sa rowne).

Uwagi.

e Z dowodu 1. = 2. wynika, ze dla A odwracalnej zachodzi det (A™!) = (det A)~L.

e Macierze odwracalne nazywa sie tez nieosobliwymi (a nieodwracalne — osobliwymi).
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2.1 Operacje elementarne a wyznaczniki

Operacje elementarne na kolumnach macierzy A = (aq,...,a,) w nastepujacy spo-
sob odbijaja sie na jej wyznaczniku:

det (arq), - -, rm)) = sgnm - det (ay, . .., an).
det (a,...,Aaj,...,a,) = Adet (aq, ..., a,).
det (a1 + Maj, ..., a5,...,a, + Aaj) = det (aq, ..., ay).
gdzie A\, \; (i # 7) sa liczbami z K.

Ze wzgledu na rowno$¢ wyznacznika macierzy i macierzy transponowanej, operacje
stosowane do wierszy macierzy maja analogiczne wlasnodci.

Cwiczenie: Jaki jest zwigzek miedzy det (A A) oraz det (A)?

2.2 Rozwiniecie Laplace’a

Przedstawmy j-ta kolumne jako kombinacje liniowa wektoréw bazy:

n n
i — i i
det (a1, ...,a,) =det (ar,...,a;_1,»_a'je;,ajz1,...,a,) =Y Alid';,
i=1 i=1
gdzie A7; = det (ay,...,a;_1,€;,aj11,.-.,ay). Zastosujmy do A’; operacje elemen-

tarna typu 11 (tzn. do kazdej kolumny, powiedzmy k, dodajmy j-ta kolumne ze
wspotezynnikami —a’y). Mamy:

Al =

1 1 1 1 1 1 1 1
a1 N | 0 a 41 .. a pn L N . | 0 a 41 .- a pn
i1 i1 i1 i1 i—1 i—1 i—1 i1
a’y ajy 0 ayy .. ady ay ... a4 0 a0 afy
(2 1 1 (2 _

all o a;']_ll 1 a;J_,’il o e an — (—]’—1 e 01 1 01 e O
i+ i+ i+ i+1 @ i+ it i+1
a’ a0 ay o afy ay ... aj5 0 ajy ... ady
n n n n n n n n
al ...oahy 0 ahyy, ... al, aiy ... a%y 0 ad%yy ... adl

Przenoszac j-ta kolumne na pierwsze miejsce (wykonujemy przy tym j — 1 transpo-
zycji), a nastepnie i-ty wiersz na pierwsze miejsce (i — 1 transpozycji), otrzymujemy

1 0 ... 0 0O ... O
1 1 1 1
0 ay ... a;4 aj4y .. a,
i _ j—1/__q1yi—1 i—1 i—1 i—1 i—1 | _ (_1)iti #i
Al = (=17 (-1) 0 af aioy a'y ... ady | = (1) det AZ,
0 az-l—l az—}—l CLH_1 az‘—l—l
1 j—1 Jj+1 n
n n n n
0 a%f ... a5, a5 a’,

gdzie Ai; jest macierza powstala z A po skresleniu i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Liczbe (—1)"det AZZ nazywa sie dopelnieniem algebraicznym elementu aij.

4




Mamy wiec ostatecznie
n . .
det (ay,...,a,) = > Ad'y, (3)
i=1

gdzie AJ; jest dopelnieniem algebraicznym elementu a’;. Wzor (3) nosi nazwe roz-
winiecia Laplace’a wyznacznika det A wzgledem j-tej kolumny.

Analogicznie, rozwijajac det AT wzgledem i-tej kolumny otrzymamy rozwiniecie La-
place’a wyznacznika det A wzgledem i-tego wiersza:

det A=det A" =det B=>_ B';t/; =) a';A,,
i=1 i=1

(oznaczylismy tu B = AT), poniewaz

B, = (—1)""det BL! = (—1)""det (BZ))" = (1) A7} = A,

(3

Przyklad. Wyznacznik Vandermonde’a.

3 Wzory Cramera

3.1 Macierz dopelnien

Pamietamy, ze dla macierzy

zachodzi wzor:

det (a1, ...,a,) = ZAjiaij
i=1

(przypomnienie rozwiniecia Laplace’a wzgledem j-tej kolumny — p. wz. (3); tu A7,
oznacza dopelnienie algebraiczne elementu a';).

Zauwazmy, ze dla i # j

n

ZA],aZk = O, (4)

i=1

poniewaz
1 1
> det(ar,...,aj_1,€,a541,. .., a)a’ = det (a1, ..., a1, a'e;, aji1, ..., a)
i=1 i=1
=det (a1,...,a;-1, a5, aj11,-..,a,) =0,

poniewaz kolumna a;, wystepuje w dwoch miejscach. Stosujac wygodny symbol (deltq
Kroneckera zwany  by¢ moze Czytelnikowi juz znany, a przez wzor ponizej okre-
Slany)

; 1 gdy j=k
]
%—{0 ody Ak (5)

bt



mozna wzory (3) i (4) napisa¢ w postaci jednego (,dwa w jednym”):
> Aidy, = & det A (6)
i=1

Analogicznie, uzywajac (4) dla macierzy transponowanej, otrzymujemy rownosé
Zaszjk =" det A. (7)
j=1

Oznaczmy przez AP macierz, ktorej elementami sa dopelnienia algebraiczne elemen-
tow macierzy A (zwiemy ja macierzq dopetnien):

Aty LAY
AP = : :
Ay A,
Rownosci (6) 1 (7) mozna teraz zapisa¢ w postaci

AP A=Tdet A= AAP (8)

(bo elementy macierzy jednostkowej I sa dane przez delte Kroneckera).

Przypomnijmy sobie, ze macierz A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det A #
0. Teraz ze wzoru (8) otrzymujemy wzor na macierz odwrotng:

1
-1 D
A7 = det AA 9)

(oczywiscie dla det A # 0).

Uwaga. Wzor (9) rzadko stosuje sie w praktyce liczenia macierzy odwrotnych; aby z
niego macierz odwrotng wyznaczy¢, trzeba policzyc n? wyznacznikow n—1 x n — 1.
Ma on jednak duze znaczenie teoretyczne.

Przyklad. Macierz odwrotna w ogélnym przypadku A € K2,.

3.2 Cramerowski uklad réwnan

Mowimy, ze uktad rownan liniowych Az = b jest typu Cramera, jezeli A jest macierzg
kwadratowa (A € K) oraz det A # 0. Wowcezas istnieje doktadnie jedno rozwiaza-
nie: x = A7'b (pamigtamy, ze dla det A # 0, A jest bijekcja). Wyprowadzimy teraz
jawny wzor na j-ta sktadowy szukanego rozwigzania z.

Rownanie Ax = b mozemy zapisa¢ w postaci
ztay 4 -+ 3"a, = b,

gdzie aq,...,a, sa kolumnami macierzy A. Po przeniesieniu b na lewa strone po-
wyzsze] rownosci widaé, ze wektory

1
ray —b,as,...,a,



sg liniowo zalezne, zatem det (z'a; — b, as, ..., a,) = 0, czyli
z'det (ay,...,a,) = det (b, ay, ..., a,).
Otrzymujemy stad

S det (b, as, ..., a,) _ det (b, as, ..., a,)
det (a1, ..., a,) det A

To samo rozumowanie mozna zastosowaé do uktadu wektoréw

al,...,aj_l,x]aj—b,aj+1,...,an

dla dowolnego j, 1 < j < n, co prowadzi do wyrazenia na 2/

o det (al, ceey i1, b, Qjt1y--- ,CLn)
det A '

Sa to tzw. wzory Cramera (znane zapewne Czytelnikowi dla przypadku n = 2 lub
3).

xJ

3.3 Rzad wyznacznikowy

Przez podmacierz danej macierzy A rozumiemy kazda macierz powstaly z A przez
skreslenie pewnych wierszy i kolumn (z dopuszczeniem mozliwosci nieskreslenia zad-
nych kolumn lub wierszy). Kwadratowe podmacierze bedziemy tez nazywaé mino-
rama.

Przypomnijmy, ze rzedem wierszowym (kolumnowym) macierzy nazywalismy ilog¢
liniowo niezaleznych wierszy (kolumn) macierzy i ze oba te rzedy sa rowne. Wpro-
wadzimy teraz trzeci rzad:

Def. Rzedem wyznacznikowym macierzy nazywamy maksymalny stopien (czyli roz-
miar) jej nieosobliwego minora (-6w).

Stw. (Rzad 'wyznacznikowy’ — rzad). Rzad macierzy jest rowny jej rzedowi wy-
znacznikowemu.

Lemat. Macierz o r kolumnach ma rzad r wtedy i tylko wtedy gdy ma nieosobliwy
minor stopnia r.

Dow. (lematu):

=—>: W postaci kolumnowo zredukowanej, ograniczajac sie do wierszy odpowiadaja-
cych wybranym jedynakom, otrzymujemy minor o rzedzie r. Minor macierzy r dla
tego samego zbioru wierszy ma ten sam rzad, jest wiec nieosobliwy.

<=: Pewien uktad wierszy daje nieosobliwy minor. Jego kolumny sa liniowo nieza-
lezne, a wiec cale kolumny macierzy wyjsSciowej tez sg liniowo niezalezne.

Koniec dowodu lematu
Dow. (stwierdzenia):
1. Jesli rzad macierzy A wynosi r, to istnieje nieosobliwy minor stopnia r (to
widaé, jesli wezmiemy r liniowo niezaleznych kolumn i zastosujemy lemat)

2. Jedli istnieje nieosobliwy minor stopnia k, to w macierzy znajduje sie k liniowo
niezaleznych kolumn; wystarczy wzia¢ tu kolumny ’zahaczajace’ o minor.

O



