
1 Wyzna
zniki1.1 Odwzorowania wieloliniowe i formyNie
h V b�dzie n-wymiarow¡ przestrzeni¡ nad K.Def. Mówimy, »e funk
ja f : k×
j=1
V → K jest1. k-liniowa, je±li jest liniowa w ka»dym argumen
ie, tzn.

f(x1, . . . , λxj + µx
′
j , . . . , xk) = λf(x1, . . . , xj , . . . , xk) + µf(x1, . . . , x

′
j , . . . , xk)

∀ 1 ¬ j ¬ k, x1, . . . , xk, x
′
j ∈ V, λ, µ ∈ K.2. antysymetry
zna, je±li przy zamianie dowolny
h dwó
h argumentów zmienia znak,tzn.

f(x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xk) = −f(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xk)dla i 6= j.Funk
je f : k×
j=1
V → K, które s¡ k-liniowe i antysymetry
zne, nazywamy k-formami na V .�atwo sprawdzi¢, »e k-formy tworz¡ przestrze« wektorow¡.Stw. Je±li f jest k-form¡ na V , to1. f(xπ(1), . . . , xπ(k)) = sgn(π)f(x1, . . . , xk) ∀π ∈ Sk.2. Je±li xi = xj dla pewnej pary i 6= j, to f(x1, . . . , xk) = 0.3. Je±li x1, . . . , xk s¡ liniowo zale»ne, to f(x1, . . . , xk) = 0. Dow. Zaªó»my, »e j-tywektor jest liniow¡ kombina
j¡ pozostaªy
h: xj = ∑i6=j λixi. Wtedy:

f(x1, . . . , xj−1,
∑

i6=j λ
ixi, xj+1, . . . xk) =

∑

i6=j λ
if(x1, . . . , xj−1, xi, xj+1, . . . xk) = 0, bo w ka»dym z elementów sumy wektor

xi wyst¡pi dwukrotnie, wi�
 na mo
y wªasno±
i 2. ka»dy taki 
zªon sumy jest równyzeru.4. Je±li k > n, to f(x1, . . . , xk) = 0. Zatem z sensem jest mówi¢ o forma
h tylko dla
k ¬ n = dimV .Def. Formy obj�to±
i na V to n-formy na V , gdzie � przypomnijmy � n = dim V (tzn.forma obj�to±
i to k-forma dla k = n).Jak du»a jest przestrze« form obj�to±
i? (tworz¡ one � jak pami�tamy � przestrze«wektorow¡). Odpowied¹ na to dajeLemat. Nie
h e = e1, . . . , en � baza V . Dla ka»dej li
zby α ∈ K istnieje dokªadniejedna forma obj�to±
i f taka, »e f(e1, . . . , en) = α.Dow. We¹my n wektorów x1, . . . , xn. Rozkªad ka»dego z ni
h w bazie e, np. j-tego,ma posta¢: xj = n

∑

ij=1

x
ij
j eij . Je±li f jest n-form¡, to
f(x1, . . . , xn) = f(

n
∑

i1=1

xi11 ei1 , . . . ,
n
∑

in=1

xinn ein) =1



=
n
∑

i1,...,in=1

xi11 · . . . · x
in
n f(ei1 , . . . , ein) =

∑

π∈Sn

x
π(1)
1 · . . . · x

π(n)
n f(eπ(1), . . . , eπ(n)).Poniewa» f(eπ(1), . . . , eπ(n)) = sgn (π) · f(e1, . . . , en), to mamy jednozna
zny wzór na szu-kane f : Warto±¢ f na dowolny
h wektora
h x1, . . . , xn wynosi

f(x1, . . . , xn) = α
∑

π∈Sn

sgn(π) · x
π(1)
1 · . . . · xπ(n)n (1)Wzór ten zapewnia, »e f(e1, . . . , en) = α.Trzeba jesz
ze pokaza¢, »e speªnione s¡ warunki de�niuj¡
e form� obj�to±
i.Liniowo±¢ w j-tym argumen
ie wynika z równo±
i

∑

π∈Sn

sgn(π) · x
π(1)
1 · . . . · (λx

π(j)
j + µx

′
j
π(j)) · . . . · xπ(n)n =

= λ
∑

π∈Sn

sgn(π) · x
π(1)
1 · . . . · x

π(j)
j · . . . · x

π(n)
n + µ

∑

π∈Sn

sgn(π) · x
π(1)
1 · . . . · x′j

π(j) · . . . · xπ(n)n .Aby pokaza¢ antysymetri� w (dowolny
h) miejs
a
h i, j, zamieniamy sumowanie po π nasumowanie po σ = π ◦ (i, j); tu (i, j) jest transpozy
j¡. Mamy:
∑

π∈Sn

sgn(π) · x
π(1)
1 · . . . · x′i

π(j) · . . . · x′j
π(j) · . . . · xπ(n)n =

∑

σ∈Sn

sgn(σ ◦ (i, j)) · x
σ(1)
1 · . . . · xσ(n)na »e sgn(σ ◦ (i, j) = sgn(σ), to mamy »¡dan¡ wªasno±¢ antysymetrii.Uwagi.

• Z tezy lematu wynika, »e przestrze« form obj�to±
i ma wymiar 1.
• Ile wynosi wymiar przestrzeni k-form na przestrzeni n-wymiarowej? Odpowied¹ b�dzie na analizie,gdy b�dzie mowa o forma
h ró»ni
zkowy
h i tw. Stokesa; lub np. w ksi¡»
e W.I. Arnolda, �Metodymatematy
zne me
haniki klasy
znej�).
• Ile wynosi wymiar przestrzeni wszystki
h odwzorowa« k-liniowy
h f : k×

j=1
V → K? tu V = K

n.2 Wyzna
zniki i i
h podstawowe wªasno±
iDef. Wyzna
znikiem (stopnia n) nazywamy form� obj�to±
i det na V = K
n wyzna
zonawarunkiem det(e1, . . . , en) = 1, gdzie e1, . . . , en � baza standardowa.Uwaga. Z tezy lematu wynika, »e dowolna forma obj�to±
i na K

n jest propor
jonalnado det, przy 
zym:
f = f(e1, . . . , en) · detDef. Wyzna
znikiem ma
ierzy A ∈ K

n
n nazywamy wyzna
znik jej kolumn: detA =

det(a1, . . . , an). Zgodnie z wzorem (1)
detA = det (a1, . . . , an) =

∑

π∈Sn

sgn(π) · aπ(1)1 · . . . · a
π(n)
n. (2)Na wyzna
znik stosuje si� te» ozna
zenie:

detA = det









a11 . . . a
1
n... ...

an1 . . . a
n
n









= det

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 . . . a
1
n... ...

an1 . . . a
n
n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣2



Z wzoru (2) otrzymujemy znane nam (prawdopodobnie) posta
i wyzna
zników dla n = 2:
detA = det (a1, a2) =
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detA = det (a1, a2, a3) =
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3które to wzory ªatwo zapami�ta¢ wg (prawdopodobnie Czytelnikowi) znanej reguªy Sar-rusa. Uwaga-ostrze»enie: Reguªa ta dziaªa tylko dla n = 2 i n = 3!Stw. detA = detAT .Dow. Ozna
zmy B = AT . Mamy:

detA =
∑

π∈Sn

sgn(π) · aπ(1)1 · . . . · a
π(n)
n =

∑

π∈Sn

sgn(π) · a1π−1(1) · . . . · a
n
π−1(n)

=
∑

σ∈Sn

sgn(σ) · a1σ(1) · . . . · a
n
σ(n) =

∑

σ∈Sn

sgn(σ) · bσ(1)1 · . . . · b
σ(n)
nPrzy trze
iej równo±
i zamienili±my sumowanie po π sumowaniem po σ = π−1; znak σjest przy tym taki sam jak znak π.Tw. (Cau
hy'ego o mno»eniu wyzna
zników). Dla A,B ∈ K

n
n mamy: det (AB) =

detA · detB.Dow.Wyra»enie det (AB) = det (Ab1, . . . , Abn) jest n-liniow¡, antysymetry
zn¡ funk-
j¡ kolumn (b1, . . . , bn)ma
ierzy B. Zatem det (AB) = αdetB, gdzie staªa α jest warto±
i¡tej funk
ji na wektora
h (b1, . . . , bn) = (e1, . . . , en), 
o odpowiada B = In (ma
ierz jed-nostkowa):
α = det (AIn) = detA.Stw. Dla ma
ierzy A ∈ K

n
n nast�puj¡
e warunki s¡ równowa»ne:1. A jest odwra
alna2. detA 6= 03. A ma liniowo niezale»ne kolumny4. rankA = n.Dowód:1. =⇒ 2.: Je±li istnieje A−1, to det (A−1)det (A) = det (AA−1) = det I = 1.2. =⇒ 3.: Wyzna
znik liniowo niezale»nego ukªadu wektorów jest równy zeru (byªadowodzona taka wªasno±¢ dla formy obj�to±
i, a wyzna
znik jest do niej propor
jonalny).3. =⇒ 4.: O
zywiste. 4. =⇒ 1.: A jest �na�, jest wi�
 bijek
j¡ (wymiary obrazu iprze
iwobrazu s¡ równe).Uwagi.

• Z dowodu 1. =⇒ 2. wynika, »e dla A odwra
alnej za
hodzi det (A−1) = (detA)−1.
• Ma
ierze odwra
alne nazywa si� te» nieosobliwymi (a nieodwra
alne � osobliwymi).3



2.1 Opera
je elementarne a wyzna
znikiOpera
je elementarne na kolumna
h ma
ierzy A = (a1, . . . , an) w nast�puj¡
y spo-sób odbijaj¡ si� na jej wyzna
zniku:
det (aπ(1), . . . , aπ(n)) = sgn π · det (a1, . . . , an).

det (a1, . . . , λaj, . . . , an) = λ det (a1, . . . , an).

det (a1 + λ1aj , . . . , aj , . . . , an + λnaj) = det (a1, . . . , an).gdzie λ, λi (i 6= j) s¡ li
zbami z K.Ze wzgl�du na równo±¢ wyzna
znika ma
ierzy i ma
ierzy transponowanej, opera
jestosowane do wierszy ma
ierzy maj¡ analogi
zne wªasno±
i.�wi
zenie: Jaki jest zwi¡zek mi�dzy det (λA) oraz det (A)?2.2 Rozwini�
ie Lapla
e'aPrzedstawmy j-t¡ kolumn� jako kombina
j� liniow¡ wektorów bazy:
det (a1, . . . , an) = det (a1, . . . , aj−1,

n
∑

i=1

aijei, aj+1, . . . , an) ≡
n
∑

i=1

Aj ia
i
j ,gdzie Aj i = det (a1, . . . , aj−1, ei, aj+1, . . . , an). Zastosujmy do Aji opera
j� elemen-tarn¡ typu III (tzn. do ka»dej kolumny, powiedzmy k, dodajmy j-t¡ kolumn� zewspóª
zynnikami −aik). Mamy:
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Przenosz¡
 j-t¡ kolumn� na pierwsze miejs
e (wykonujemy przy tym j− 1 transpo-zy
ji), a nast�pnie i-ty wiersz na pierwsze miejs
e (i−1 transpozy
ji), otrzymujemy
A
j
i = (−1)

j−1(−1)i−1
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= (−1)i+jdetA6=i6=j,

gdzie A6=i6=j jest ma
ierz¡ powstaª¡ z A po skre±leniu i-tego wiersza i j-tej kolumny.Li
zb� (−1)i+jdetA6=i6=j nazywa si� dopeªnieniem algebrai
znym elementu aij.4



Mamy wi�
 ostate
znie
det (a1, . . . , an) =

n
∑

i=1

Aj ia
i
j, (3)gdzie Aji jest dopeªnieniem algebrai
znym elementu aij . Wzór (3) nosi nazw� roz-wini�
ia Lapla
e'a wyzna
znika detA wzgl�dem j-tej kolumny.Analogi
znie, rozwijaj¡
 detAT wzgl�dem i-tej kolumny otrzymamy rozwini�
ie La-pla
e'a wyzna
znika detA wzgl�dem i-tego wiersza:

detA = detAT = detB =
n
∑

i=1

Bijb
j
i =

n
∑

i=1

aijA
j
i,(ozna
zyli±my tu B = AT ), poniewa»

Bij = (−1)
i+jdetB 6=j6=i = (−1)

i+jdet (B 6=j6=i )
T = (−1)i+jA6=i6=j = A

j
i.Przykªad. Wyzna
znik Vandermonde'a.3 Wzory Cramera3.1 Ma
ierz dopeªnie«Pami�tamy, »e dla ma
ierzy
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





za
hodzi wzór:
det (a1, . . . , an) =

n
∑

i=1

Aj ia
i
j(przypomnienie rozwini�
ia Lapla
e'a wzgl�dem j-tej kolumny � p. wz. (3); tu Aj iozna
za dopeªnienie algebrai
zne elementu aij).Zauwa»my, »e dla i 6= j

n
∑

i=1

Aj ia
i
k = 0, (4)poniewa»

n
∑

i=1

det (a1, . . . , aj−1, ei, aj+1, . . . , an)a
i
k = det (a1, . . . , aj−1,

n
∑

i=1

aikei, aj+1, . . . , an)

= det (a1, . . . , aj−1, ak, aj+1, . . . , an) = 0,poniewa» kolumna ak wyst�puje w dwó
h miejs
a
h. Stosuj¡
 wygodny symbol (delt¡Krone
kera zwany � by¢ mo»e Czytelnikowi ju» znany, a przez wzór poni»ej okre-±lany)
δ
j
k =

{

1 gdy j = k
0 gdy j 6= k

(5)5



mo»na wzory (3) i (4) napisa¢ w posta
i jednego (�dwa w jednym�):
n
∑

i=1

Aj ia
i
k = δ

j
kdetA. (6)Analogi
znie, u»ywaj¡
 (4) dla ma
ierzy transponowanej, otrzymujemy równo±¢

n
∑

j=1

aijA
j
k = δ

i
k detA. (7)Ozna
zmy przez AD ma
ierz, której elementami s¡ dopeªnienia algebrai
zne elemen-tów ma
ierzy A (zwiemy j¡ ma
ierz¡ dopeªnie«):

AD =









A11 . . . A
1
n... ...

An1 . . . A
n
n







Równo±
i (6) i (7) mo»na teraz zapisa¢ w posta
i
AD A = I detA = AAD (8)(bo elementy ma
ierzy jednostkowej I s¡ dane przez delt� Krone
kera).Przypomnijmy sobie, »e ma
ierz A jest odwra
alna wtedy i tylko wtedy, gdy detA 6=

0. Teraz ze wzoru (8) otrzymujemy wzór na ma
ierz odwrotn¡:
A−1 =

1

detA
AD (9)(o
zywi±
ie dla detA 6= 0).Uwaga. Wzór (9) rzadko stosuje si� w prakty
e li
zenia ma
ierzy odwrotny
h; aby zniego ma
ierz odwrotn¡ wyzna
zy¢, trzeba poli
zy
 n2 wyzna
zników n− 1×n− 1.Ma on jednak du»e zna
zenie teorety
zne.Przykªad. Ma
ierz odwrotna w ogólnym przypadku A ∈ K

2
2.3.2 Cramerowski ukªad równa«Mówimy, »e ukªad równa« liniowy
h Ax = b jest typu Cramera, je»eli A jest ma
ierz¡kwadratow¡ (A ∈ K

n
n) oraz detA 6= 0. Wów
zas istnieje dokªadnie jedno rozwi¡za-nie: x = A−1b (pami�tamy, »e dla detA 6= 0, A jest bijek
j¡). Wyprowadzimy terazjawny wzór na j-t¡ skªadow¡ szukanego rozwi¡zania x.Równanie Ax = b mo»emy zapisa¢ w posta
i

x1a1 + · · ·+ x
nan = b,gdzie a1, . . . , an s¡ kolumnami ma
ierzy A. Po przeniesieniu b na lew¡ stron� po-wy»szej równo±
i wida¢, »e wektory

x1a1 − b, a2, . . . , an6



s¡ liniowo zale»ne, zatem det (x1a1 − b, a2, . . . , an) = 0, 
zyli
x1det (a1, . . . , an) = det (b, a2, . . . , an).Otrzymujemy st¡d

x1 =
det (b, a2, . . . , an)

det (a1, . . . , an)
=
det (b, a2, . . . , an)

detA
.To samo rozumowanie mo»na zastosowa¢ do ukªadu wektorów

a1, . . . , aj−1, x
j aj − b, aj+1, . . . , andla dowolnego j, 1 ¬ j ¬ n, 
o prowadzi do wyra»enia na xj

xj =
det (a1, . . . , aj−1, b, aj+1, . . . , an)

detA
.S¡ to tzw. wzory Cramera (znane zapewne Czytelnikowi dla przypadku n = 2 lub3).3.3 Rz¡d wyzna
znikowyPrzez podma
ierz danej ma
ierzy A rozumiemy ka»d¡ ma
ierz powstaª¡ z A przezskre±lenie pewny
h wierszy i kolumn (z dopusz
zeniem mo»liwo±
i nieskre±lenia »ad-ny
h kolumn lub wierszy). Kwadratowe podma
ierze b�dziemy te» nazywa¢ mino-rami.Przypomnijmy, »e rz�dem wierszowym (kolumnowym) ma
ierzy nazywali±my ilo±¢liniowo niezale»ny
h wierszy (kolumn) ma
ierzy i »e oba te rz�dy s¡ równe. Wpro-wadzimy teraz trze
i rz¡d:Def. Rz�dem wyzna
znikowym ma
ierzy nazywamy maksymalny stopie« (
zyli roz-miar) jej nieosobliwego minora (-ów).Stw. (Rz¡d 'wyzna
znikowy' = rz¡d). Rz¡d ma
ierzy jest równy jej rz�dowi wy-zna
znikowemu.Lemat. Ma
ierz o r kolumna
h ma rz¡d r wtedy i tylko wtedy gdy ma nieosobliwyminor stopnia r.Dow. (lematu):

=⇒: W posta
i kolumnowo zredukowanej, ograni
zaj¡
 si� do wierszy odpowiadaj¡-
y
h wybranym jedynakom, otrzymujemy minor o rz�dzie r. Minor ma
ierzy r dlatego samego zbioru wierszy ma ten sam rz¡d, jest wi�
 nieosobliwy.
⇐=: Pewien ukªad wierszy daje nieosobliwy minor. Jego kolumny s¡ liniowo nieza-le»ne, a wi�
 
aªe kolumny ma
ierzy wyj±
iowej te» s¡ liniowo niezale»ne.Konie
 dowodu lematuDow. (stwierdzenia):1. Je±li rz¡d ma
ierzy A wynosi r, to istnieje nieosobliwy minor stopnia r (towida¢, je±li we¹miemy r liniowo niezale»ny
h kolumn i zastosujemy lemat)2. Je±li istnieje nieosobliwy minor stopnia k, to w ma
ierzy znajduje si� k liniowoniezale»ny
h kolumn; wystar
zy wzi¡¢ tu kolumny 'zaha
zaj¡
e' o minor.
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