
Zadania domowe do wykªadu Algebra BSeria 1, 16.10.20081. Pokaza¢, »e:(a) Zbiór li
zb posta
i: a + b√2, gdzie a, b s¡ li
zbami wymiernymi, jest 
iaªemli
zbowym. Ozna
zamy je Q(√2); jest ono rozszerzeniem 
iaªa li
zb wymier-ny
h.(b) Zbiór li
zb posta
i: a+ b 3√2, gdzie a, b s¡ li
zbami wymiernymi, nie jest 
iaªemli
zbowym.(
) Natomiast zbiór li
zb posta
i: a+ b 3√2+ c 3√4, gdzie a, b, c s¡ li
zbami wymier-nymi, jest ju» 
iaªem li
zbowym.(d) Zbiór li
zb posta
i: (a + bi) + (c + di)√5, gdzie a, b, c, d ∈ Q, jest 
iaªemli
zbowym.2. Przedstawi¢ w posta
i a + bi podane li
zby zespolone:a) (2 + i)(3− i) + (2 + 3i)(3 + 4i); b) (1− i)3; 
) (1 + i)5; d) (−1
2
±
√
3
2
i)3; e)

(3 + i)3 + (3− i)3; f) i98; g) i77; h) i−57; i) (5+i)(7−6i)
3+i

; j) (1+i)n+2
(1−i)n

, n ∈ N k)
(1 + i)8n, n ∈ Z; l) (1− i)4n, n ∈ Z; ;3. Rozwi¡za¢ równania:a) z2 = i; b) z2 = 3 − 4i; 
) z2 = 5 − 12i; d) z2 − (1 + i)z + 6 + 3i = 0; e)
z2 − 5z + 4 + 10i = 04. Wyzna
zy¢ wszystkie li
zby zespolone sprz�»one do swojego kwadratu (
zyli speª-niaj¡
e równanie z̄ = z2).Wyzna
zy¢ wszystkie li
zby zespolone sprz�»one do swojego sze±
ianu (
zyli speª-niaj¡
e równanie z̄ = z3).5. Obli
zy¢ moduªy li
zb:a) √3− i; b) 1+λi

1−λi
, λ ∈ R; 
) (1 + i)99; d) (−1

2
±
√
3
2
i)20086. Rozwi¡za¢ równania:a) zz̄ + (z − z̄) = 3 + 2i; b) i(z + z̄) + i(z − z̄) = 2i− 3. ;7. Rozwi¡za¢ równanie:(a) z6 = (z̄ + 1)6;(b) (1− z̄

1 + z

)2003

= 1;(
) (z + i)n + (z − i)n = 0, n ∈ N(d) z3 + 4i|z| = 0;(e) z2 − 12z̄ + 61 = 0.8. Opisa¢ geometry
znie i narysowa¢ zbiór:1



(a) {z ∈ C |
∣

∣

∣

∣

z − 1
2z + 1

∣

∣

∣

∣

< 1};(b) {z ∈ C | 0 < argz + i
z − i <

π

4
};(
) {z ∈ C | Re2z − 1

z2 − z > 0};(d) {z ∈ C | z = 1 + 2i
1 + ti

, t ∈ R}.9. Rozwi¡za¢ ukªady równa«:
a)

{

(1 + i)z1 + (1− i)z2 = 1 + i
(1− i)z1 + (1 + i)z2 = 1 + 3i

{

2z1 − (2 + i)z2 = −i
(4− 2i)z1 − 5z2 = −1− 2i10. Udowodni¢ równo±¢:

∀u, v ∈ C : |u+ v|2 + |u− v|2 = 2|u|2 + 2|v2|Jakie jest jej geometry
zne zna
zenie?11. Wyrazi¢ w posta
i wielomianów od sin x i cosx funk
je:a) sin 4x; b) cos 4x; 
) sin 5x; d) cos 5x.12. Wykaza¢ równo±
i:(a) cosx+ cos 2x+ · · ·+ cosnx = sin(nx/2) cos((n+ 1)x/2)
sin(x/2)

, x 6= 2kπ, k ∈ Z;(b) sin x+ sin 2x+ · · ·+ sin nx = sin(nx/2) sin((n+ 1)x/2)
sin(x/2)

, x 6= 2kπ, k ∈ Z;(
) n
∑

k=1

cos(2k − 1)φ = sin 2nφ
2 sinφ

, je±li φ 6= 0;(d) n
∑

k=1

sin2 kφ =
n

2
− cos(n+ 1)φ sinnφ

2 sinφ
, je±li φ 6= 0;(e) cos 8◦ + cos 16◦ + cos 24◦ + · · ·+ cos 176◦ = −1

2
;(f) sin2 4◦ + sin2 8◦ + sin2 12◦ + · · ·+ sin2 88◦ = 45
4
.13. Poda¢ wzory dla sum:(a) cosx+ 2 cos 2x+ · · ·+ n cosnx,(b) sin x+ 2 sin 2x+ · · ·+ n sinnxWskazówka. Udowodni¢ najsampierw (przez induk
j� lub ina
zej � metody zapo»y-
zone z analizy s¡ dozwolone) wzór:

z + 2z2 + · · ·+ nzn = z1− (n+ 1)z
n + nzn+1

(1− z)2 ∀n ∈ N, n > 1.14. Dowie±¢, »e: 2



(a) x2n+1 − 1 = (x− 1) n∏
k=1

(

x2 − 2x cos πk
2n+ 1

+ 1

)

;(b) x2n − 1 = (x2 − 1) n−1∏
k=1

(

x2 − 2x cos πk
2n
+ 1

)Wyprowadzi¢ analogi
zne równo±
i dla wielomianów x2n+1 + 1 oraz x2n + 1 (tzn.przedstawi¢ je jako ilo
zyny wielomianów rze
zywisty
h stopnia 
o najwy»ej dru-giego).15. Wypisa¢ wszystkie pierwiastki: a) 3
√
−8; b) 3

√
−i; 
) 6

√
16. Zazna
zy¢ je na pªasz-
zy¹nie zespolonej.16. Pokaza¢, »e dla ǫ0, ǫ1, . . . , ǫn−1 (pierwiastków n-tego stopnia z 1) za
hodz¡ nast�pu-j¡
e równo±
i:a) ǫ0 + ǫ1 + · · ·+ ǫn−1 = 0; b) ǫ0 · ǫ1 · · · · · ǫn−1 = 1.17. Pokaza¢, »e

x3 + y3 + z3 − 3xyz = (x+ y + z)(x+ ǫy + ǫ2z)(x + ǫ2y + ǫz)gdzie ǫ = −1
2
+
√
3
2
i.
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