Zadania domowe do wykladu Algebra B
Seria 1, 16.10.2008

1. Pokazac, ze:

(a) Zbiér liczb postaci: a + bv/2, gdzie a,b sg liczbami wymiernymi, jest ciatem
liczbowym. Oznaczamy je Q(+/2); jest ono rozszerzeniem ciata liczb wymier-
nych.

(b) Zbior liczb postaci: a +bv/2, gdzie a, b sa liczbami wymiernymi, nie jest ciatem
liczbowym.

(c) Natomiast zbior liczb postaci: a + b¥/2 + cV/4, gdzie a, b, ¢ sg liczbami wymier-
nymi, jest juz cialem liczbowym.

(d) Zbior liczb postaci: (a + bi) + (¢ + di)V/5, gdzie a,b,c,d € Q, jest cialem
liczbowym.

2. Przedstawi¢ w postaci a 4+ bi podane liczby zespolone:
a) (244)(3—1) + (24 30)(3+40); b) (1—0)% ¢ (14+4)% d) (=% + L)% e)
(B+i)*+ (3 —d)% £)i% g) ™ h) i i) S0, ) GO ne N k)
1+, neZ;, 1)(1—-i)™ neZ ;

3. Rozwigza¢ réwnania:
a) 22 =4; b)22=3—-4i; ¢)22=5-12; d) 22— (1+4d)z+6+3i=0; e
22 —524+4+10i=0

4. Wyznaczy¢ wszystkie liczby zespolone sprzezone do swojego kwadratu (czyli spel-
niajace rownanie z = 22).
Wyznaczy¢ wszystkie liczby zespolone sprzezone do swojego szescianu (czyli spel-
niajace rownanie z = z3).

5. Obliczy¢ moduty liczb:
a) V3 —i; b) N NER; o) (14+0)%; d) (—1 4 q)2008

6. Rozwiaza¢ rownania:
a)zz2+(z2—2)=3+2i; b)i(z+2)+i(z—2)=2i—3. ;

7. Rozwigza¢ réwnanie:

(a) 2°=(z+1)%

1 — 3y 2003
b =1;
( 1+z) ’

d) 23+ 4i|z| = 0;

)
(c) (z+i)"+(z—9)"=0, neN
(d)
(e) 22— 12z +61 =0.

8. Opisa¢ geometrycznie i narysowaé zbior:
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(@) {zeCl || <1k

(b) {zeC|0<arg

z+i<7r}_
—4 47
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(c) {z€e C|Re > 0};

—z
1+2

-, t € R},

9. Rozwiagza¢ uktady rownan:

a) (1 + Z)Zl + (1 — 2)22 = 1+1 221 — (2 + 2)22 = —1
(1—i)zr + (I+d)z = 143 (4—2i)zy — 529 = —1—-2

10. Udowodnié¢ réwnosé:
Vu,o € C: Ju+ o>+ Ju — v[* = 2ul? + 2[v?]
Jakie jest jej geometryczne znaczenie?

11. Wyrazi¢ w postaci wielomianéw od sinz i cosz funkcje:
a) sin4x; b) cos4x; ¢) sinbz; d) cosbx.

12. Wykazaé¢ rownosci:

sin(nx/2) cos((n + 1)x/2)

(a) cosx 4 cos2x + -+ 4 cosnz = sn(z/2) , x #2km k€ Z;
i 2) si Dax/2
(b) sinz +sin2x + - - - + sinnx = sin(n/ )'sm((n + 1)/ ), x #2km, k € Z;
sin(x/2)
(c) kglcos(Qk — 1o = S;I;innj, jesli ¢ # 0;
R n cos(n+ 1)psinng . .
(d) Zsmqub:§— ( QSir)lgb , jesli ¢ # 0;
k=1

1

(e) cos8° + cos16° + cos24° + -+ - + cos 176° = —5;
: 2 g0 : 2 oo 2 I .9 ° 45

(f) sin”4° + sin® 87 + sin® 12° 4 + sin” 88" = —.

13. Poda¢ wzory dla sum:

(a) cosz +2cos2x + --- + ncosne,

(b) sinz +2sin2z + - - - + nsinnx

Wskazowka. Udowodnié¢ najsampierw (przez indukcje lub inaczej — metody zapozy-
czone z analizy sa dozwolone) wzor:

1—(n+1)2"+nz"!

Z427+ 4t =2z
(1—2)?

VneN, n>1.

14. Dowiesé, ze:



n

k
(a) 2 —1=(@-1)]] (1’2 — 27 cos 2n7r+ 1 + 1) ;

k=1
-1

k
(b) 2" —1=(2>—1) [] <x2 — 2:Ecos72T—n + 1)
k=1

Wyprowadzi¢ analogiczne réwnosci dla wielomianéw z?"* + 1 oraz z** + 1 (tzn.
przedstawié¢ je jako iloczyny wielomianow rzeczywistych stopnia co najwyzej dru-
giego).

15. Wypisa¢ wszystkie pierwiastki: a) /—8; b) /—i; ¢) v/16. Zaznaczy¢ je na plasz-
czyznie zespolonej.

16. Pokazaé¢, ze dla €y, €1, . .., €,_1 (pierwiastkow n-tego stopnia z 1) zachodzg nastepu-
jace rownosci:
a)€0+€1_|_..._|_6n_120; b)EO'El ..... En—lzl'

17. Pokazaé, ze

Py By = (e y+ o) (4 ey + E22) (2 + Ey 4 €2)

V3

gdzie € = —%—l— 5 1.



