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1. Sprawdzíc, czy poni̇zsze macierze są diagonalizowalne nadR oraz
C:

a)







1 2 0
2 −2 0
0 0 −3





 b)







−3 1 1
0 1 2
0 2 −2







c)







0 2 0
−2 0 0
0 0 2





 d)







0 2 0
2 0 0
0 0 2





 e)







0 1 0
−4 4 0
−2 1 2







2. Wyznaczýc wartósci własne i wektory własne operatorów linio-
wych danych w pewnej bazie przez macierze:

a)







2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2





 b)







4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4





 c)







4 −5 7
1 −4 9
−4 0 5







d)







0 1 0
−4 4 0
−2 1 2





 e)







7 −12 6
10 −19 10
12 −24 13





 f)











3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1











g)∗

























3 −1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0
0 0 2 −1 2 0 0
0 0 5 −3 3 0 0
0 0 −1 0 −2 0 0
3 0 0 0 0 5 −3
4 −1 0 0 0 3 −1

























Wskazówkadog∗): Najpierw rozwiązác podpunktya) i f), następ-
nie poprzez odpowiednią zmianę bazy sprowadzić macierz do po-
staci blokowo-diagonalnej.

3. Znaleź́c wartósci i wektory własne macierzy cyklicznej














a1 a2 a3 . . . an
an a1 a2 . . . an−1
an−1 an a1 . . . an−2
.. .. .. .. ..

a2 a3 a4 . . . a1















.
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Wskazówka.Sprawdzíc, że wektory













ǫk
ǫ2k
...
ǫnk













, gdzieǫk oznaczak-

ty pierwiastekn-tego stopnia z jedynki, są wektorami własnymi
powyższej macierzy. Patrz również zadanie 5 z poprzedniej serii
zadán.

4. NiechA =







−1 3 −1
−3 5 −1
−3 3 1





. Wyznaczýc wartósci i wektory wła-

sne operatora zadanego poprzez:












A 0 . . . 0
0 A . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . A













.

Wyznaczýc wartósci własne macierzy













A ∗ . . . ∗
0 A . . . ∗
...

...
. . .

...
0 0 . . . A













.

5. * Rozwȧzmy operator d
dx
: C∞(R) → C∞(R) zadany poprzez

C∞ ∋ f 7→ df

dx
∈ C∞(R). Znaleź́c wektory (funkcje) i wartósci

własne tego operatora. Jakie równanie spełniają wektory własne
danego operatora liniowegoT . Jakie równanie ró̇zniczkowe speł-
niają funkcje własne operatorad

dx
?

6. Pokazác, że dla macierzy diagonalizowalnejA o różnych warto-
ściach własnychλ1, . . . , λn zachodzidet(A) = λ1λ2 . . . λn oraz
TrA = λ1 + . . .+ λn.

7. Wykazác, że jésli operator liniowyT jest nieosobliwy, toT i T−1

mają te same wektory własne. Wyznaczyć wartósci własneT−1.

8. Wykazác, że powłoka liniowa dowolnego układu wektorów wła-
snych operatora liniowegoT jest niezmiennicza względemT .

9. Wykazác, że wszystkie wartósci własne macierzy są różne od zera
wtedy i tylko wtedy, gdy macierz jest nieosobliwa.

10. Wykazác, że wartósci własne macierzy kwadratowejA orazAT są
jednakowe.
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11. NiechA ∈ Mn×k(R), n ­ k. Wykazác, że niezerowe wartósci
macierzyATA orazAAT są jednakowe.

Wskazówka.Pokazác, że wektorATv jest wektorewm własnym
ATA, dlav będącego wektorem własnymAAT o wartósci własnej
λ 6= 0.

12. Wyznaczýc wartósci własne i podprzestrzenie pierwiastkowe ope-
ratora liniowego danego w pewnej bazie macierzą:

a)







2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6





 b)











0 −2 3 2
1 1 −1 −1
0 0 2 0
1 −1 0 1











13. Udowodníc zalėznósć det exp(A) = exp(Tr(A)) dla przypadku,
gdyA jest macierzą diagonalizowalną.

14. * Oznaczmy przezSO(n) grupę ortogonalnych macierzy zacho-
wujących orientację przestrzeniR

n, tzn.S ∈ SO(n) ⇔ STS =
SST = I, detS = 1. Dowolną taką macierz można zapisác jako
S = exp(A), gdzieA jest pewną macierzą antysymetryczną. Po-
kazác, że dla nieparzystychn oraz dowolnej macierzyS ∈ SO(n)
istnieje wektorv niezmienniczy dlaS, tzn.Sv = v.

Wskazówka.Wyznacznik macierzy antysymetrycznej nieparzystego
wymiaru wynosi0.

Uwaga.Pozwala to wywnioskowác,że grupą obrotówR3 jestSO(3).
W szczególnósci mȯzemy równiėz wnioskowác, że złȯzenie obro-
tów jest obrotem (wokół pewnej osi wyznaczonej przez wektorv,
dla któregoSv = v).

15. * Podác przykład macierzy w grupieSO(4) nie mającej wektorów
własnych.
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