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Algebra I, funkcje od operatora

Zadanie 1. Znajd¹ macierz funkcji f(z) od macierzy A je±li:

(a) f(z) = sin(z), A =
(
2
√
2√

2 1

)
;

(b) f(z) = ez, A =

0 1 20 0 6
0 0 0

;
(c) f(z) = ln(z) gdzie ln(z) = ln |z|+ i arg(z), −π < arg(z) < π. A =

(
3 1
−4 −1

)
;

(d) f(z) = z50, A =
(
−1 1
−1 3

)
;

(e) f(z) = z64, A =
(
7 −4
14 −8

)
;

(f) f(z) = ln(z) - patrz punkt (c), A =


1 1 0 . . . 0
0 1 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

;

Zadanie 2. Obliczy¢ macierz etA dla:

(a) A =
(
0 2
1 1

)
(b) A =

0 0 2
1 0 −5
0 1 4

 .
Zadanie 3. Znale¹¢ rozwi¡zanie równanie ró»niczkowego ddt~x(t) = A~x(t) z warunkiem pocz¡tkowym

~x(0) =

 2−1
1

, gdzie A jest macierz¡ postaci

0 1 0
4 3 −4
1 2 1

.
Zadanie 4. Znale¹¢ ogólny wyraz ci¡gu xn, je±li

(a) x0 = 0, x1 = 1 oraz xn+2 = 2xn+1 − xn;
(b) x1 = e, x2 = π oraz xn+2 = 2xn+1 + xn.

Zadanie 5. Rozwa»my przestrze« V = C2[x] wielomianów stopnia co najwy»ej 2. Niech A ∈ L(V )
b¦dzie operatorem ró»niczkowania

Aw(x) =
1
i

d

dx
.

Znale¹¢ macierz operatora eitA w bazie standardowej 1, x, x2. Wykaza¢, »e eitA jest operatorem
przesuni¦cia:

eitAw(x) = w(x+ t).

Zadanie 6. Rozwa»my przestrze« V = C2[x] wielomianów stopnia co najwy»ej 2. Niech A ∈ L(V )
b¦dzie operatorem ró»nicowym

Aw(x) =
1
i
(w(x+ 1)− w(x)).

Znale¹¢ macierz operatora eitA w bazie standardowej 1, x, x2.



Zadanie 7. Rozwa»my odwzorowanie liniowe T :M2×2(C)→M2×2(C) dane wzorem:

T (A) =
(
1 0
0 −1

)
A−A

(
1 0
0 −1

)
.

Opisa¢ odwzorowanie liniowe etT .


