0.1 Male drgania

Krotka notatka o matych drganiach wyjasniajace mozliwe niejasnogci.

0.2 Poszukiwanie punktéw réwnowagi

Punkty réwnowagi wyznaczone sa warunkami
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oxt 0,

it =0 (1)
Pochodna ta jest réwna pochodnej lagranzjanu z podstawionymi 4° = 0.

0.2.1 Przyklady

Jesli lagranzjan jest postaci
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L(x,x,y,y)fx2+1+sinx+ey+xe x°+y (2)

to nie musimy rézniczkowaé pierwszego i drugiego cztonu gdyz i tak po podtawieniu ¢ = ¢ = 0
dadza 0. Patrzymy tylko na funkcje

L(2,0,y,0) = 2* +y° (3)

i otrzymujemy oL oL
o li=y=0 = 22, ——|i=y=0 =2 4
81‘| y=0 x 3y| §=0 Y (4)

czyli punktem réwnowagi jest x =y = 0.

0.3 Rozwiniecie Lagranzjanu

W teorii matych drgan rozwijamy lagranzjan do wyrazéw drugiego rzedu korzystajac z twierdzenia
Taylora, wokot polozenia réwnowagi

&, =0, a, (5)
dostajemy (konwencja sumacyjna)
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Pierwsza linijka rozwiniecia sktada sie ze statej i pelnej pochodne;j % ( 88 xL ox' ) i moze by¢ pominieta

w lagranzjanie.
Prosze sobie przypomnieé¢ skad sie bierze brak 2 5 przy 8:::

|xk Oxkéa; 5$j |zk =0, zkéa: (S.Z‘j

t 305104 91027 2 0i0a)

189:J §3i527)



0.3.1 Przyktady

Jesli lagranzjan jest rowny

L(w,d,y,9) = i 4+ 4 g2+ /1 — (2 — 1)2 — 32 (8)

2+ 1
i punkt réwnowagi to x = 1, y = 0 to najlepiej policzy¢ rozwiniecie Taylora rozwijajac w szereg do
drugiego rzedu w 02 = z,0y = y,0y =y, 0x =z — 1.

Zajmijmy sie czlonem #2. Zauwazmy, ze
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Z?Lti:&wi = mh:l =1 (9)
i pozostale drugie pochodne przy warunku &' = 0 znikaja. Jest to ogélna zasada: funkcje przy
kwadracie predkosci trzeba rozwinaé tylko do zerowego rzedu (policzy¢ wartosc).
Wyrazy liniowe w predkosciach trzeba rozwinaé do pierwszego rzedu. W tym przypadku najle-
piej uzy¢ szeregu Taylora
1?2 = 22|y + 22| =160 = 1 4+ 20z (10)

czyli
yz? = 8y + 2690z (11)

Pozostaje rozwinigcie wyrazow /1 — (z — 1)2 — y2 = /1 — §22 — §y2. Korzystamy tu z faktu,
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Vi-r=1- ort O(r?), V1—-6x2—0y2=1- 5((51:2 + 6y?%) + O(5%) (12)

poniewaz r = x? + y2 to O(r?) = O(§%).
Ostatecznie otrzymujemy lagranzjan

ze
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L@ — Z542 -2 . 1 0w — (522 2 1
261: +0y° + oy + +2dydx 2(590 + dy”) (13)
pomijamy jako p. poch. stala do pominiecia

W przypadku Lagranzjanu

L 4_ 2
mamy trzy punkty rownowagi
OL(z, i =0
0:%:8#—295:956{0,2,—2} (15)
Xr

Warto wiec rozwinaé lagranzjan po prostu z szeregu Taylora w zmiennej x a w zmiennej & zasto-
sowaé metode szeregow (jak wyzej)
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0.4 Stabilnosé i czestosci wlasne
Aby zbada¢ stabilno$¢ nalezy znalezé mody i czestosci wlasne.

e Wypisujemy réwnania E-L dla L),

Vi %Hk:o,wﬁ&ﬁj + %Hk:o,zﬁ il = %Hk:o,z’; 17 + %Hk:o,mﬁ(sﬂ
e Szukamy rozwiazan w postaci
ozt = a'e (19)
gdzie ), a’ to state.
e réwnania zapisuja si¢ jako (po podzieleniu przez e't)
2 2 2 2
v ajiaLfcj o ajiaan‘ @ = 3:§j(3Lmi @ afiaij o (20)

Dla oszczednosci pomijamy w zapisie |;x—g ,» Wprowadzmy macierz
¥

O%L 0%L O%L 0%L
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T 0i'0ql 970 0wioxr )" Oridxi (21)

e Nietrywialne rozwiazanie 4;;(\)a? = 0 jest mozliwe tylko dla w()\) = det A;;(\) = 0.

e Uwaga terminologiczna: Gdy dla danego rozwiazania Re A = 0 to zapisujemy A = iw (w to
czestosé wlasna)

eM (22)

to mod wtasny.
e Gdy znajdziemy wszystkie mody wlasne i pierwiastki w(\) to

— punkt jest stabilny jesli wszystkie pierwiastki w(\) sa czysto urojone i liczba modow
wlasnych jest rowna stopniowi wielomianu w(\) (gdy pierwiastek jest wielokrotny to
liczymy wymiar przestrzeni ker A;;(X)). Jesli wszystkie czestosci sa rozne to ten drugi
warunek jest automatycznie spelniony i nie trzeba go sprawdzac.

— punkt jest niestabilny jesli przynajmniej jeden pierwiastek w(\) ma czesé rzeczywista
wieksza od 0. Poniewaz pierwiastki wystepuja parami {\, —\} to wystarczy sprawdzié,
ze czesé rzeczywista jakiegos pierwiastka jest rozna od 0,

— jesli wszystkie pierwiastki w(\) sa czysto urojone ale liczba modéw wiasnych jest mniej-
sza niz stopnien wielomianu w(A) (jest to mozliwe tylko jesli w(\) ma pierwiastki wie-
lokrotne) to nie mozna okresli¢ czy punkt jest stabilny czy niestabilny.



0.4.1 Przyktady
Dla 1 1

Roéwnania E-L maja postaé
0% = 20y — bz, 209 + 20 = —y (24)

Zapisujac éx = ae, §y = be

Naer = (2)\b — a)e N A1 —9) “\ _, -
(2X\%b + 2)a)eM = —beM 20 2% +1 b )

A

Mozliwe wartosci A to rozwiazania det A(A\) = 0 (rownanie dwukwadratowe)

-7+ v4l
ML TN 1=0=> A== — (26)
Widag, ze Re + %‘/ﬁ = 0 a wiec punkt jest stabilny (czestosci sg rézne). Mody wlasne to

(5)- ()

Przyjelismy b = 1.

0.5 Kilka uwag
0.5.1 Czy stabilnosé mozna odczytaé¢ z energii?

PROSZE NIE STOSOWAC TEGO NA EGZAMINIE, PONIEWAZ METODA TA DAJE TYLKO
WARUNKI DOSTATECZNE NA STABILNOSC.

Trzeba policzy¢ energie (zachowana stata ruchu). Jesli punkt réwnowagi i¢ = 0,2° = 2% jest
lokalnym izolowanym minimum (jako funkcji 4%, #) to punkt jest stabilny. Jest to warunek dosta-
teczny, ale nie konieczny!.

Na éwiczeniach byt przyktad wahadla w polu magnetycznym gdzie (polozenie do gory bylo
przy odpowiednio duzym polu magnetycznym stabilne a energia nie byla tam w lokalnym mini-
mum). PROSZE O TYM PAMIETAC I ZAWSZE ODCZYTYWAC STABILNOSC Z CZESTOSCI
WLASNYCH.

0.6 Przyklad z obrecza z kolokwium
Lagranzjan w uktadzie sferycznym

L= %(7“2 + 7262 + 1% sin? 0¢2) — mgr cos 0 (28)
Przy czym z wiezow r = R (7 = 0) oraz ¢ = w czyli

_mR2
T2

L (6% 4+ w?sin? @) — mgR cos 0 (29)



Polozenia réwnowagi

2
% (nf(w2 sin? §) — mgR cos 0) = mRsin§(Rw? cos ) + g) (30)

Czyli = 0,7 lub cos @ = 7% Ten drugi punkt istnieje bo g < Ru?2.
Poniewaz jest kilka punktéw i problem jest jednowymiarowy to lepiej jest rozwija¢ uzywajac

roziniecia Taylora

2 2
@ = MR e 1L oo
L 5 06° + 5 502 50 (31)
Mamy
9?L 0 i 2 2 . 2 .
szo =50 (mRsin 0(Rw* cos 0 + g)) = mR cos §(Rw” cosf + g) — mRsinORw’sinf  (32)
Dla punktow 6, = 0, 7 mamy wiec cos 6, = +1
2
. 1
L® = %592 + 5mR(Rw? + ¢)66? (33)

(rzeczywiste). Czyli punkt jest

. . . . o . 9
To problem jednowymiarowy i rozwigzaniami sa A = +,/w? — &

niestabilny. Dla cosf = —ﬁ
O%L ) - , - 92
ﬁb:o = mRcosO(Rw? cosf + g) — mR*w*(1 — cos® ) = mR*w” [ 1 — 7ot ) > 0 (34)

w?

Mamy A = iy /w? (1 - R§—2> a wiec to punkt stabilny.

W rzeczywistosci to dwa punkty potozone po dwoch stronach obreczy.



