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Elektrony i dziury.
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Podstawy modelu jednoelektronowego

Twierdzenie Blocha B D ool i)
Jesli potencat jest periodyczny V (F) =V (I + R) . . .
to rozwigzania réwnania Schrodingera 9 .J .‘J .'-)

(% +V(F)JW(F) =EWY(N)
maja postac: Lpn,E(r) = eiRFun,R () ‘J ‘J ®
gdzie taw. f. Blocha: U ¢ ()= Uk (F + F-Q) —

YN =y (1)

E(n,k)=E(n,k +G)

P (F) = -in(ik +0u, e # nky(F)

7 %\:%@
(o gy

“You want proof? I'l give you proof!"

Podstawy modelu jednoelektronowego

Twierdzenie Blocha
Przyktad: // /‘\\
Ruch elektronu w potencjale periodycznym. //
SN N/ L B — iGF P
V() =V +R) =) Ve
G

G=hg, +kg, +| G,
Rozwigzaniem jest oczywiscie:

2y — ) ikl
l//nvp(r) - unvg (r)e
tatwo mozna pokaza¢ (np. Kittel, Ibach), ze:

unk_(r) :ZC(IZ—G)e"éf \‘

Jesli nasz krysztat ma skoriczone rozmiary zbiér wektoréw k jest skoriczony (cho¢ olbrzymi!), np.
mozemy przyjac periodyczne warunki brzegowe i wtedy:

Ly

Podstawy modelu jednoelektronowego

Twierdzenie Blocha

Przyktad:
Ruch elektronu w potencjale periodycznym.

g ([O)=u  (()e"

élfn,m (r)= lﬂn,.; ()

Podstawy modelu jednoelektronowego

Twierdzenie Blocha RO _
Wartosci wtasne energii s periodyczna funkgja liczby kwantowejk. G = hg1 + kg2 +| ¢}

E(n,k)=E(n,k +G) . _2n
L8

Model prawie swobodnych elektronéw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od

Podstawy modelu jednoelektronowego

Twierdzenie Blocha S _
Wartosci wtasne energii s periodyczna funkgja liczby kwantowejk. G = hg1 + kg2 +| [¢}8

E(n,k)=E(n,k +G) 2n
9=
3
Model prawie swobodnych elektronéw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od
wektora falowego wyraza sie wzorem:

wektora falowego wyraza sie wzorem: 21,2 27 A2 21,2 20 L Rr2
= - = + = - = +
E(n:lk):ﬂ:E(k+G):M E(n:lk):ﬂ:E(k+G):M
: Coo2m 2m : Coo2m 2m
_ 1 1 1 h (R I | 1 !
o _en i toa 2 & _en  _an m a0 an e
a a a a_a a a a a a a a a a_a  a a
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Podstawy modelu jednoelektronowego

Twierdzenie Blocha PO "
Wartosci wtasne energii s periodyczna funkgja liczby kwantowejk. G = hg1 + kgz +| ¢}

E(n,k)=E(n,k +G) . _2n
!

Model prawie swobodnych elektronéw — dla fali ptaskiej w pustej przestrzeni energia od
wektora falowego wyraza sie wzorem: hzkz

=12 —Ek+G)=
2m

Jest tzw. zredukowana strefa Brillouina.
Na granicy strefy +/- G/2=Tva wartosci
energii s zdegenerowane.

W pustej przestrzeni?

n2(k+G)?
2m

Podstawy modelu jednoelektronowego

Strefa Brillouina 2 s "
Wartosci wtasne energii s periodyczng funkgja liczby kwantowejk. G = hg1 + kgz +| ¢}

E(n,k)=E(n,k +G)

Strefa Brillouina w przestrzeni 1-wymiarowej
kx

——
E 0 z

Strefa Brillouina w przestrzeni 2-wymiarowej, sie¢
ukosnokatna.
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http://oen.dydaktyka.agh.edu.pl/dydaktyka/fizyka/c_teoria_pasmowa/2.php
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Strefa Brillouina dla sieci kubicznej powierzchniowo
centrowane;j (fcc). Ograniczajace strefe Sciany
kwadratowe i szesciokatne pochodza, odpowiednio,
od punktow sieci odwrotnej typu (2,0,0) i(1,1,1).

Podstawy modelu jednoelektronowego
Strefa Brillouina .
Wartosci wtasne energii s periodyczng funkgja liczby kwantowejk. G = h@1 + kgz +| QS

E(n,k)=E(n,k +G)

Strefa Brillouina w przestrzeni 1-wymiarowej
x

Strefa Brillouina w przestrzeni 2-wymiarowej, sie¢
ukosnokatna.

N\
7o N 0 o
5 \\ ?X Strefa Brillouina dla sieci kubicznej powierzchniowo
~ centrowane;j (fcc). Ograniczajace strefe $ciany
N kwadratowe i szesciokatne pochodza, odpowiednio,
o of Al od punktéw sieci odwrotnej typu (2,0,0) i (1,1,1).

http://oen.dydaktyka.agh.edu.pl/dydaktyka/fizyka/c_teoria_pasmowa/2.php

Model puste;j sieci
Twierdzenie Blocha
Liczymy energie dla wektoréw k przesunietych do pierwszej strefy Brillouine’a
21,2 . 20k 1 ()2 2 — hi 5 5
E(n=1k)=hk =E(k+G)=h (k+G) G =hg, +kg, +! g,
2m 2m g=22
K=G+k'"; k'DistrefaBrillouine'a
G, =M Gy: E(K')=4k?
G =20 G: E(K)=4(ket) b
—_——
G,=ZR2 G,: E(k)=L(k2)? s0
..... 1 wymiar: [hk']:
..... 000,
1007100, 200,200,

Podstawy modelu jednoelektronowego

Twierdzenie Blocha l
E(n,k)=E(n,k +G) ‘

G=hg, +kg, +1 G,

. nK? _2n
E(n=1k)=——= g =
=Lk 2m &

2/, ~\2
—gk+G)=" KO
2m

Struktura pasmowa dla gazu elektronéw swobodnych
w sieci regularnej prostej (stata sieci a), wierzchotki
parabol maja wskazniki [hkl]:
000,
100,100, 200, 200,

Pusta siec - fcc

Struktura diamentu

Energy

EAER
oy

Wave vector
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Pusta siec - fcc Pusta sie¢ — fcc. | strefa Brillouine’a

Sie¢ odwrotna do fcc to bee
Komérka Vignera-Seitza

Sie ¢ odwrotna do fcc to bece
Na ¢wiczeniach rozwigzalismy problem sieci odwrotnej do sieci fcc.

Sie¢ prosta Sie¢ odwrotna
o R =X (c1m): Ry =2-11): R =L (11-1):
o Ri=g(uiR;= (-1 Ro =2 (11-1)
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Pusta sie¢ — fcc. | strefa Brillouine’a

Sie¢ odwrotna do fcc to bee
Komérka Vignera-Seitza

R. Stepniewski

R. Stepniewski

Model puste;j sieci
Twierdzenie Blocha
Liczymy energie dla wektoréw k przesunietych do pierwszej strefy Brillouine’a
22 20k 1 ()2 2 _ h = =
E(n=1k)=hk =E(k+G)=h (k+G) G =hg, +kg, +! g,
2m 2m g=22
3

Kk =G +k'; K'DistrefaBrillouine'a

G, =271[000] G: E(K)=4K?

G =zfe1eist] G ER)=L [k 21+ (2P +(x]
G, =2 200] =]k £ +7

G, = l2x20] ([ 200} [0£20], [0022]

..... 22 [(kx)z N 4]

B

R. Stepniewski
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Model puste;j sieci

Twierdzenie Blocha
Liczymy energie dla wektoréw k przesunietych do pierwszej strefy Brillouine’a

oMK e s WP(K+G)° | G=hg kg, +1 G,
E(n=1k)== ~=E(k+G)="— =~ o
Kk =G+k'; k'DistrefaBrillouine'a 4
G, =221[000] G: E(K)=4K?
Gz ftetat] G EK)=[ks) e (1]
G, =2} 200] =] 25 +2]
G, =2 ([ 2,20 3wymiary: [hkl]=

000,
..... 100700, 200,200,

11q1011Id10‘1,‘10'11_1ci 01,110

Model puste;j sieci

Twierdzenie Blocha

EMK)=EMK+G)  G=hg,+kg,+Ig,

. hK? _2n
E(n=1k)=——= g =
(n=1k) = a

20, 1+ )2
—Ek+6)="KO"
2m

Struktura pasmowa dla gazu elektronéw swobodnych
w sieci regularnej prostej (stata sieci a), wierzchotki
parabol maja wskazniki [hkl]:
000,
100,100, 200, 200,

1 1 1 1

Model puste;j sieci

Twierdzenie Blocha

EMK)=EMK+G)  G=hg, +kg,+Ig,

Model puste;j sieci

Kierunek [001] X

. hK? _2n
E(n=21k)= = g =
(n=1k) = a
- (K+G)? "
= E(k +G):7
2m
Struktura pasmowa dla gazu elektronéw swobodnych §
w sieci regularnej prostej (stata sieci a), wierzchotki e
parabol maja wskazniki [hkl]= o 21
000,
100,100, 200, 200, -
10010003,001, K, H kIl [001] X
110101,110101,101110101,110 H 0 T T .
W pustej przestrzeni? &’ -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
o Wave vector
Model puste;j sieci Model puste;j sieci
Kierunek [111] L
8 8
4 6+ T 6
> 3 4 14
e 2
) w
§ 2
2+ T 2
£ kIl [1,1,1] L £ o o
s 0 T T 1 g 2T
g 3 2 1 o 1 2 3 4 g L= 7[%%%] r - 2[100]
o Wave vector o a
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Model puste;j sieci Model puste;j sieci

20

10}
20
=
2 o 10]
0 °3
=
-3 o
_10 o
— 10
— 20|
— 20
— 30 _ a0
L=27 (s, 1%, Ys) r=270,0,00 x=27(01,0,0 L= 27 (va,va, v

R. Stepniewski

Diamond, Saslow et al. PRL1966 R. Stepniewski

Podstawy modelu jednoelektronowego Podstawy modelu jednoelektronowego

Twierdzenie Blocha
Pojawia sig przerwa energetyczna na granicy strefy Brillouina
1 1 1 1 N

Twierdzenie Blocha
Pojawia sig przerwa energetyczna na granicy strefy Brillouing
i

<—| nowa wspdirzedna

AL

<—| nowa wspdirzedna

n _ n
coszgx .—z//&l//;coszgx
LN Y|
22 n T Adn 4 e S 2 n A dnTan Ten Voen SYpEsn
a a 3 & 3 3 3 a g 3 & 3 3 3
a, A&
] J Q J J 9 9 9 v J (%) ¥ (o] 8 ) 2 J ] 8] 2 2 J 9 .

Podstawy modelu jednoelektronowego Podstawy modelu jednoelektronowego

Twierdzenie Blocha

Twierdzenie Blocha
Pojawia sig przerwa en.erge.tyczr}a nalgrar:icy strefy Brillouing|
1 1 1 1 N H

*Poniewaz funkcja Blocha przesunieta o wektor sieci odwrotnej nie zmienia sie to wygodnie jest
<—| nowa wspétrzedna przedstawia¢ wyniki tylko w |-szej strefie Brillouina. Trzeba wéwczas numerowac pasma
energetyczne.

*Stan elektronu w ciele statym zadany jest przez wektor falowy z |-szej strefy, numer pasma oraz
rzut spinu.

=k
ax
@=vy = cos 2x
a

. Y
.:w_w_: sin® = x
a

T. Stacewicz & A. Witowski
?

'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
1
| E
v
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9 J Q J 2 ] V] Q 9 J 9 (9]

R
29

e
Rys. XV.5. Powstawanie przerw na granicy kolejnych stref Brillouina i redukcja_przedstawienia
pasm do pierwszej strefy




2010-05-12

Podstawy modelu jednoelektronowego

Masa efektywna. Przybli zenie kp

wn,k- ()= u (L

Przyblizenie kp

Wektor k nie jest pedem (méwimy, ze jest quasi-pedem).
P (F) = -in(ik +0u, )& # nky(F)

Funkcja Blocha w réwnaniu Schrodingera:

2
[-h—A+V(|-) W(r,t)=E¥(r,t)
2m

Auy g & = eikrAun‘k +ikeikl‘V1/y,>k +ikeik“Vuy,‘k —k2 Upk & =

= (Auy, k +2ikVu, i —kzu,, k )eik"

i S ‘5 3
3 - | h” . hk
-h—Aunke'k' =k -7—A+I—1kp+ ik T
: 2m 2m :

2m

Podstawy modelu jednoelektronowego
Masa efektywna. Przybli zenie kp

Po uproszczeniu exp(kr):

2 oo
2 g = B2 e
2m m " 2m ”'

Energia E (k) wokdt k=0:
E';,, k)= Evn (O)+H'nn+z
I#n

, * , ih? *
H'y = I iy, o0(MHH L (r)dsr= 77k'[11,,>0 (r)sz]’O (r)dsr

|H'n/|2
E, (0)-E;(0)

gdzie

[ el rozwijamy wokst ekstremum a,=0 | [tiniowe wk |

3 3 3 2
E,(K)=E (0)+> ak + zz(f’— 8, +b, jk,kj o
i=1 j

i= i=1 j=1 2m

Podstawy modelu jednoelektronowego
Masa efektywna. Przybli zenie kp

Energia E (k) wokdt ekstremum:
E,®=E 0+ m" Pkik,
= m*; ——L
n n 5 U 2

Przez analogie do klasycznej zaleznosci energii kinetycznej od pedu wprowadzamy tensor
odwrotnosci masy efektywnejm?; :
« 0L
-1

. 1 *
h'_[uno D dSI"[u,O
5, 2 ox,
m =0t z E -E
I#n n

out,, .
ox;

def 1 0%E,
= R okiok; |,y

Jesli ekstremum energii jest w punkcie ' (k=0) to powierzchnia statej energii jest elipsoida w
przestrzeni Kk, ktéra po sprowadzeniu do osi gtéwnych ma postac:

Podstawy modelu jednoelektronowego
Masa efektywna. Przybli zenie kp

Energia E (k) wokdt ekstremum dla krysztatu jednoosiowego (np. GaN):
2 2 2 2
2|k +ky kS
E,k)=E, (0)+T 1—*_+_}
“ my m)
Dla krysztatu kubicznego:

2,2
n<k
Eyk)=E,(0)+ ¥
2m

tzw. pasmo sferyczne

W poblizu ekstremum (np. punkt I (k=0)) mozemy ograniczy¢ sie do przyblizenia parabolicznego
— pasmo parabliczne.
W ogdlnosci w zaleznosci energii od wektora falowego wystepuja cztony wyzszego rzedu, ktére
zostaty zaniedbane (wyzsze rzedy rachunku zaburzen).
W ogdlInosci energia elektronu jest funkcjg sktadowych wektora falowego k=(ky,k,,ks).
Powierzchnia statej energii w ogélnym przypadku moze mie¢ skomplikowany charakter, a jej
ksztatt zalezy od wszystkich pasm. Badanie tensora masy efektywnej to jeden z gtéwnych

- probleméw fizyki ciata statego.

Podstawy modelu jednoelektronowego
Masa efektywna. Przybli zenie kp

Energia E (k) wokdt ekstremum

K.
E F e, |

n (
|

/’ \
\_/ 1T _j

Przykladowe powierzchnie stalej energii w
dwuwymiarowej przestrzeni k.

\

k

Przykladowa zaleznos¢ energii stanéw
asma n od wektora falowego k.

R. Stepniewski

Podstawy modelu jednoelektronowego

Struktura pasmowa ciat statych
Przyktady:

/

Energy (V)

D. Wasik.
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Podstawy modelu jednoelektronowego

Struktura pasmowa ciat statych
Przyktady:

conduction band

T

S
\\

/s

valence bund

InP 142 [EX ol 0077 06 002 002
InAs 042 035 0.3% 02 04 om0l
InSh 0.24 018 0.5 0014 04 one 047

B
Crpial  Fg (V) Ep (V) AwVy mi o owrong, ol
WKL G0k
L r X K Gads  1LS19 142 03 0067 05 008 015
Gash 081 075 0% M 028 00s 014

Pusta sie¢ — fcc. | strefa Brillouine’a

Sie¢ odwrotna do fcc to bee
Komérka Vignera-Seitza

. s . . )
Pusta sie¢ — fcc. | strefa Brillouine’a
Krzem i german — przerwa sko $na
Krzem Si - German Ge Energy 00K
£20er
ERE /
£ 200 ey
Faspd L
Eq|
<100> |~ <111> <too> - Fn E, <11>
E“I \\‘mw rorea ave vector E"I /i Wave vector
Light holes wn:‘:;‘:‘:"""‘
svllt«:ﬂbnnd’/ Shitoftband
ﬁz h?

[(kz — koz)? + (ky — koy)*]+5—(k=—koz)?

2my

http://www.ioffe.ru/SVA/NSM/Semicond/SiGe/bandstr.html

Pusta sie¢ — fcc. | strefa Brillouine’a

Krzem i german — przerwa sko $na

Krzem Si German Ge

Energy 300K Eneray

27
ko = 0.85 x = (1,0,0)
a

<100>

Wave vector E, Wave vector
~—Heavy holes B
Heavy holes
Light holes
Light holes

Split-off band Splitoff band

2

[(Fe — koa)? + (by — koy) 2]+ (ke —hge)®

2my

. h?
E(K) = B

http://www.ioffe.ru/SVA/NSM/Semicond/SiGe/bandstr.html

Pusta sie¢ — fcc. | strefa Brillouine’a

Krzem i german — przerwa sko

Krzem Si an Gﬁ Energy 00K E£,=065ev
E=12ev

Wave vector
Heavy holes
Light holes

Splitoff band

2
B h—bns)?

2my|

Elektrony i dziury

Twierdzenie Blocha

Zaleznos¢ E(K) dla elektronu w ciele statym rozni sig od zaleznosci dla elektronu swobodnego
(prézni), poniewaz elektron w krysztale stale oddziatuje z pozostatymi czgstkami uktadu —
elektronami i jadrami.

mé+g E(@

Elektron w ciele statym jest
quasi-czastka. Dlaczego?

Stacewicz & A. Witowski

tys. XV.8. Predkos¢ jako funkcja wektora falowego dla réznych zaleznosci E(k): @) czastka ™
swobodna, ) czastka relatywistyczna, c) elektron w krysztale
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Elektrony i dziury

Coto jest k? 4

Wektor k nie jest pedem (méwimy, ze jest quasi-pedem). 2

Py(7) = =in(ik +0u, ) # ik (7)

Energy (V)

Wielko$¢ ik ma wymiar pedu, ale nie jest
pedem poniewaz funkcja Blocha nie jest
funkcja wtasng operatora pedu.

Wave vector k
k jest liczbg kwantowa opisujgcg stany
Blocha.

y o
! i
; |
da : ‘
Predko$¢ grupowa \7r = &

g_ﬁ ”

_1 ;
V=& IR

Elektrony i dziury

Coto jest k?

W okolicach ekstremum

d’E, Wk

E,=E, 0+ 5% | k*=E,(0)+ ]
=E0 [hzdkzjo O o
._ K
m =

aE

dk? Wave vector k
:}dj:ihﬁ

hdk m

y o
K =mV ! :
_da : bl

Predko$¢ grupowa Y r

g_ﬁ ”

_1 ;
V=aE& IR

Elektrony i dziury

Sita zewn etrzna

Elektron w ciele statym zachowuje sie inaczej niz w prézni, poniewaz oddziatywuje z
siecig krystaliczna.

dk
F=ns
dt
AE = FVAt
Masa efektywna zachowuje sie jak ,zwykta” masa
AE = de Ak 2 2
dk Ia_ﬂ_lddE_ld Edk_ldEF_iF

Tdt adtdk adk?dt A7 dk? m
y o
da L \‘
Predko$¢ grupowa \79, _ﬁ : 3

_1 % .
V=aE& IR

AE =haVAK = FVAt
nhk = FAt

Elektrony i dziury

Gesto $¢ stanéw
Jesli nasz krysztat ma skoriczone rozmiary zbiér wektoréw K jest skoriczony (cho¢ olbrzymi!), np.
mozemy przyjaé periodyczne warunki brzegowe i wtedy:
Warunki Borna-Karmana

Skoriczone rozmiary krysztatuL,, Ly, L,

¥ — postac funkcji Blocha

Px+ Ly = Pxy+ L= #xyz+L)

gk =1
ik, L,
e =1
-~ .2n 4n 2m, \ /
gils =1 ki —Oyi'Tiyi'Tiy---,i'Tl L

Stany te wyznaczaja w przestrzeni odwrotnej siatke o gestosci (V/2r)3
Gestos¢ stanéw na jednostke tréjwymiarowej przestrzeni k

Elektrony i dziury

Gesto $¢ stanéw
Jesli nasz krysztat ma skoriczone rozmiary zbiér wektoréw k jest skoriczony (cho¢ olbrzymi!), np.
mozemy przyjac periodyczne warunki brzegowe i wtedy:

Warunki Borna-Karmana

Skorczone rozmiary krysztatu L,, Ly, L,
¥ — postac funkcji Blocha
Y(x+ Loy2) = Px y+ L2 = P(x y,z+ L)

hbx =1

-

ekl =1 L L

Elektrony i dziury

Zjawisko termoelektryczne Seebecka (1821)

Na, K, Co, Al - elektrony T B %

% > %
Zn, Cu, Au- ??? I " E il
. - . B -4 = i
Pasmo prawie catkowicie zapetnione y 2
elektronami. F} ﬁ 4

Masa efektywna ujemna.
Jeden stan pusty.
Catkowity ped

= A yi & }
J‘=—Zevi=0 b ‘j \
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Elektrony i dziury

Kwazicz gstki - dziury AE
Sumaryczny pseudpoed zapetnionego pasma:
(k)= fik'=0 e | e

Dla funkcji okresowej f(r): k

I(r'):= [dsr f(r+1') = const
@ >

0=V I(t'):= [dpe V' f(r+1) = [dse Vi@ +1)
Q Q

=

0=V 10')y= [dar V2 fr+1) = [dar ViF(r+1)
Q Q

Elektrony i dziury

Kwazicz gstki - dziury AE
Sumaryczny pseudpoed zapetnionego pasma:
(k)= fik'=0 e | e
K EE—

Dla funkcji okresowej f(r):

I(r'):= [dsr f(r+1') = const
@ >

0=V I(')= [dp V' f(r ey = [dse Vi@ +1)
Q Q

=

Dla f(r = O):

0=V 10')= [dar V2 fr+1) = [dar ViF(r41)
Q Q

Jaxvrm=o0
Q

[ vii@y=0
Q

Elektrony i dziury

Kwazicz gstki - dziury AE
Sumaryczny pseudpoed zapetnionego pasma:

(k)= fik'=0 e | e
Zatem: K' T

J==1\ _ _
=) podoms_ ] ,
Catkowity prad:
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Kwazicz gstki - dziury

Dla opisania sumarycznych wtasciwosci tych 2N-1 elektronéw wprowadzamy pojecie
nowej kwaziczastki -dziury. Dziura quasi czastka z dodatnig masa efektywna, ktéra
opisuje wtasnosci zbioru elektrondw w ciele statym o masie ujemnej z jednym stanem
pustym.
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