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O±wiadczenie kieruj¡cego prac¡

O±wiadczam, »e niniejsza praca zostaªa przygotowana pod moim kierunkiem i stwierdzam, »e speª-
nia ona warunki do przedstawienia jej w post¦powaniu o nadanie tytuªu zawodowego.

Data Podpis kieruj¡cego prac¡

O±wiadczenie autora pracy

�wiadom odpowiedzialno±ci prawnej o±wiadczam, »e niniejsza praca dyplomowa zostaªa napisana
przez mnie samodzielnie i nie zawiera tre±ci uzyskanych w sposób niezgodny z obowi¡zuj¡cymi przepi-
sami.

O±wiadczam równie», »e przedstawiona praca nie byªa wcze±niej przedmiotem procedur zwi¡zanych
z uzyskaniem tytuªu zawodowego w wy»szej uczelni.

O±wiadczam ponadto, »e niniejsza wersja pracy jest identyczna z zaª¡czon¡ wersj¡ elektroniczn¡.
Data Podpis autora pracy
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Streszczenie
Wprowadziªem teori¦ opisuj¡c¡ wielomodowe ±ciskanie we wzmacniaczu parametrycznym. Ko-

rzystaj¡c z jego liniowo±ci pokazuje, »e ±ciska on niezale»ne mody, podaj¦ tak»e procedur¦ znalezie-
nia ich ksztaªtu. Powiazaªem z nimi korelacjie pola i nat¦»eniowe. Podaªem przybli»enie gaussow-
skie pierwszego rz¦du w staªej oddziaªywania umo»liwiaj¡ce obliczenie korelacji pola w przypadku
emisji w¡skopasmowych par fotonów. Wprowadziªem równania ewolucji korelacji pola, pozwola-
j¡ce obliczy¢ zale»no±¢ nat¦»enia �uorescencji od ró»nicy pr¦dko±ci grupowych oddziaªuj¡cych pól.
Wyniki tego modelu s¡ zgodne z przedstawionymi pomiarami.

Pokazaªem, »e na zmierzone korelacje oraz rozkªad k¡towy �uorescencji parametrycznej istotnie
wpªywaj¡ efekty zwi¡zane z du»ym wzmocnieniem.

Sªowa kluczowe
Optyczny generator parametryczny, stan ±ci±ni¦ty ±wiatªa, korelacja nat¦»eniowa

Dziedzina pracy
13.2 Fizyka

Klasy�kacja tematyczna
1101-508 Optyka

3



Wielu jest u nas jeszcze pracowników, którzy z pewn¡ nieufno±ci¡ lub ostro»no±ci¡ odnosz¡
si¦ do wszystkich spraw zwi¡zanych z nauk¡ �zyki. Uwa»aj¡ oni bowiem, »e �zyka �
to teoria, to laboratoria i podobne zawiªe rzeczy, które czªowiekowi prostemu s¡ zupeªnie
niepotrzebne i bez znajomo±ci których ka»dy rzemie±lnik, a nawet maszynista, mo»e obej±¢
si¦ i dobrze wykonywa¢ swoj¡ prac¦.
Tak jednak nie jest.

Teobald Neumann
Podr¦cznik maszynisty parowozowego
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Rozdziaª 1

Wst¦p

W ci¡gu ostatnich 20. lat spontaniczna �uorescencja parametryczna (SPDC � spontaneous parame-
tric downconversion) staªa si¦ bodaj najpopularniejszym procesem, za pomoc¡ którego otrzymuje si¦
±wiatªo o nieklasycznych wªa±ciwo±ciach. Powstaje ona we wzmacniaczu parametrycznym, który jest
wprawdzie pompowany, natomiast nie jest zasiewany, tj. nie wzmacnia »adnego zewn¦trznego pola
optycznego.

1.1 Wzmacniacz parametryczny w literaturze
Poni»ej postaram si¦ dokona¢ krótkiego przegl¡du najwa»niejszych prac traktuj¡cych o wzmacniaczach
i wzmacnianiu parametrycznym. Na koniec streszcz¦ równie» prace dotycz¡ce zastosowa« ±wiatªa
wytwarzanego przez takie wzmacniacze.

Korelacje we �uorescencji parametrycznej byªy od dawna postrzegane jako zasadniczy element czy-
ni¡cy j¡ niezwykle u»yteczn¡. Jak poka»¦ to w rozdziale 2.2 niezdegenerowany wzmacniacz parame-
tryczny produkuje dwie wi¡zki o takiej samej, cho¢ losowej, liczbie fotonów (twin beams). Spodziewamy
si¦ »e zmierzona ró»nica nat¦»e« tych wi¡zek b¦dzie zawsze wynosiªa zero, co ªamie klasyczne ograni-
czenie zwane granic¡ szumu ±rutowego1.

Pierwszymi którym udaªo si¦ zmierzy¢ nieklasyczne korelacje energii dwóch impulsów wzmacnia-
nych we wzmacniaczu parametrycznym byli Raymer i wspóªpracownicy [1]. Autorzy u»ywali impulso-
wego lasera neodymowego, którego druga harmoniczna pompowaªa OPA (optical parametric ampli�er)
pracuj¡cy w II typie (patrz rodziaª 3.1), zasiewany maª¡ cz¦±ci¡ wi¡zki fundamentalnej. Energie im-
pulsów byªy mierzone za pomoc¡ dwóch fotodiod, ªadunki z których precyzyjnie odejmowano a wynik
wzmacniano.

Pomiaru ª¡cznej statystyki liczby fotonów w bli¹niaczych wi¡zkach dokonano dopiero 5 lat temu
przy u»yciu detekcji homodynowej [2].

�wiatªo �uorescencji parametrycznej charakteryzuje si¦ równie» korelacjami pomi¦dzy kwadratu-
rami pola w wi¡zce sygnaªowej i jaªowej. Ich pomiar jest trudniejszy, wymaga bowiem detekcji ho-
modynowej [3], ale dostarcza du»o wi¦cej informacji o stanie pola. Na przykªad, korelacje kwadratur
wytwarzane we wzmacniaczu parametrycznym mog¡ posªu»y¢ do demonstracji paradoksu EPR. Orygi-
nalnie, Einsten, Podolsky i Rosen za»¡dali, »eby pomiar poªo»enia lub p¦du jednej cz¡stki umo»liwiaª
wyznaczanie poªo»enia lub p¦du drugiej cz¡stki jedynie z ograniczon¡ dokªadno±ci¡ [4]. Poniewa» dla
dowolnych dwóch operatorów hermitowskich A i B zachodzi2:

∆A∆B ≥ 1
2
| 〈[A,B]〉 | (1.1)

1zgodnie z póªklasyczn¡ teori¡ detekcji promieniowania ka»dy detektor wprowadza do zmierzonego nat¦»enia ±wiatªa
I szum ∝ √

I niezale»ny statystycznie od wszystkich innych szumów w ukªadzie. Zatem ró»nica nat¦»e« zmierzonych
przez dwa ró»ne detektory nigdy nie mo»e spa±¢ poni»ej pewnej granicy � szumu ±rutowego b¡d¹ granicy poissonowskiej.

2wyprowadzenie � np. [5], zad. 1.51
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gdzie ∆A =
√
〈A2〉 − 〈A〉2, to bior¡c jako te operatory xinf = x1 − x2 oraz pinf = p1 − p2 gdzie x

i p to operatory poªo»enia i p¦du cz¡stki, a cz¡stki 1 i 2 s¡ niezale»ne, tak »eby byªo [xi, pi] = ih̄δi,j

dostajemy, »e:
∆xinf∆pinf ≥ h̄ . (1.2)

Je±li nierówno±¢ ta nie jest speªniona, znaczy to »e cz¡stki nie s¡ niezale»ne, co dla cz¡stek odizolo-
wanych i odlegªych jest paradoksalne. Wery�kacja tej nierówno±ci byªa tematem pracy [6]. Autorzy
przedstawiaj¡ wyniki eksperymentu w którym mierz¡ kwadratury wi¡zki sygnaªowej i jaªowej genero-
wanych we wzmacniaczu parametrycznym. Kwadratury dla jednej wi¡zki speªniaj¡ analogiczne zwi¡zki
komutacyjne jak p¦d i poªo»enie, wobec czego dla pary wi¡zek powinno by¢:

∆Xinf∆Yinf ≥ 1 (1.3)

gdzie ∆Xinf i ∆Yinf oznaczaj¡ dokªadno±¢ z jak¡ mo»emy wnioskowa¢ (chwilowe) warto±ci kwadratur
jednej wi¡zki z warto±ci kwadratur drugiej. Autorzy podaj¡, »e w ich ukªadzie ∆Xinf∆Yinf = 0.70(1)
i tym samym wyst¦puje paradoks EPR. Warto±¢ ta wynika ze sko«czonego wzmocnienia, idealne ko-
relacje kwadratur dostaliby±my przy niesko«czonym wzmocnieniu3.

Korelacje przestrzenne Fotony we �uorescencji parametrycznej skorelowane s¡ równie» w p¦dach
i poªo»eniach. Wyniki potwierdzaj¡cych to pomiarów przedstawione s¡ w pracy [7]. Autorzy mierz¡ w
re»imie produkcji pojedynczych par p¦d lub poªo»enie ka»dego fotonu z osobna i badaj¡ zachowanie nie-
równo±ci (1.2). Równie» i tym razem okazuje si¦, »e fotony pochodz¡ce z �uorescencji parametrycznej
ªami¡ t¡ nierówno±¢.

W re»imie du»ego nat¦»enia �uorescencji parametrycznej wyst¦puj¡ce w niej korelacje s¡ trudniej-
sze do opisu. W pracy [8] autorzy badaj¡ teoretycznie korelacje nat¦»enia ±wiatªa z SPDC w bliskim
i dalekim polu. Szacuj¡ charakterystyczne rozmiary tych korelacji w przypadku pompowania pªask¡,
monochromatyczn¡ fal¡ pompuj¡c¡. Symuluj¡ proces downconversji badaj¡c ewolucje punktów z prze-
strzeni fazowej wylosowanych zgodnie z rozkªadem równym funkcji Wignera stanu pocz¡tkowego tj.
rozwi¡zuj¡ numerycznie równania propagacji impulsów pompuj¡cego, sygnaªowego i biernego je±li te
dwa ostatnie na pocz¡tku s¡ wylosowane zgodnie z rozkªadem wynikaj¡cym z funkcji Wignera. W ten
sposób uzyskuj¡ dobre przybli»enie stanu ko«cowego po oddziaªywaniu, z którego obliczaj¡ charakte-
rystyczne rozmiary funkcji korelacji nat¦»e« w bliskim i dalekim polu (tj. bezpo±rednio za krysztaªem i
w polu dalekim od pªaszczyzny wyj±ciowej). W ten sposób potwierdzaj¡ przybli»one oszacowania oraz
pokazuj¡, »e korelacje w przypadku pompowania wi¡zk¡ (acz monochromatyczn¡) wci¡» wyst¦puj¡.
Sªabym punktem pracy jest pomini¦cie w symulacjach zale»no±ci czasowych. Ci sami autorzy opubli-
kowali szereg prac korzystaj¡c z tych samych metod rachunkowych; pokazuj¡ w nich, mi¦dzy innymi,
»e wyst¦puj¡ korelacje w polaryzacjach [9]

W pracy [10] autorzy prezentuj¡ wyniki pomiarów korelacji w polu dalekim. Mierz¡ oni za pomoc¡
kamery ICCD kierunki par fotonów opuszczaj¡cych krysztaª I typu pompowany laserem He-Cd. Wa-
runki eksperymentu, a w szczególno±ci czas bramkowania kamery ICCD dobrane s¡ w taki sposób, aby
w pojedynczym obrazie widoczne byªy co najwy»ej dwa fotony. Uzyskane przez autorów wyniki zga-
dzaj¡ si¦ z krzyw¡ dopasowania fazowego (por. rys. 3.3), o ile zaªo»y¢ nieco inn¡ orientacj¦ krysztaªu
(o 0.5o) ni» wyst¦puj¡ca w rzeczywisto±ci.

Przegl¡d przestrzennych wªa±ciwo±ci wielomodowego ±wiatªa ze spontanicznej parametrycznej do-
wnconversji (SPDC) mo»na znale¹¢ w pracy [11].

�ciskanie Pole ±wietlne spontanicznej �uorescencji parametrycznej znajduje si¦ w stanie ±ci±ni¦tym.
Jest to taki stan, w którym �uktuacje pola w jednej z jego kwadratur s¡ zredukowane poni»ej po-
ziomu �uktuacji pró»ni [13]. �wiatªo o takich wªa±ciwo±ciach byªo pierwszym ±wiatªem nieklasycznym

3przy du»ych wzmocnieniach korelacje ograniczone s¡ przez wydajno±¢ detekcji, która maleje wraz ze stratami (np.
na odbicie od powierzchni elementów optycznych) oraz zmian¡ pola lokalnego oscylatora w stosunku do idealnego (patrz
2.2)
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Rysunek 1.1: Schemat klasycznego eksperymentu korelacyjnego. Skorelowany projektor kinowy wy-
±wieca dwie wi¡zki a i b dla ka»dej klatki �lmu. Jakie s¡ ograniczenia korelacji tych wiazek? Praktycznie
rzecz bior¡c wszystkie wynikaj¡ z niemo»no±ci redukcji szumu poni»ej szumu ±rutowego.

otrzymanym w eksperymentach w latach 80. [14, 15] a w±ród pierwszych jego potencjalnych zasto-
sowa« wymieniano redukcj¦ zaburzaj¡cego pomiary optyczne szumu ±rutowego [16] oraz zwi¦kszenie
przepustowo±ci kanaªów komunikacyjnych [17].

Wzmacnianie parametryczne nie jest jedynym sposobem generacji stanów ±ci±ni¦tych pola elektro-
magnetycznego. Do innych nale»¡: modulacja wywoªana efektem Kerra w parach atomowych [14, 18]
oraz ±wiatªowodach [19] jak te» optyczne tªumienie parametryczne (optical parametric deampli�cation)
[20].

1.1.1 Zastosowania wzmacniacza parametrycznego
�ródªa par fotonów W tzw. re»imie spontanicznym, czyli kiedy w ka»dym zdarzeniu powstaje
mniej ni» jedna para, zjawisko to jest jednym z nielicznych pozwalaj¡cych otrzyma¢ pojedyncze fotony
oraz pary fotonów, w szczególno±ci pary spl¡tane. Przy u»yciu ¹ródeª opartych o SPDC zademon-
strowano ªamanie nierówno±ci Bella [21], kwantow¡ teleportacj¦ w rozmaitych jej wcieleniach [22] a
niedawno równie» proste bramki kwantowe [23]. Wiele listów do najszacowniejszych redakcji zrodziªo
si¦ równie» z bada« pojedynczego fotonu [24]. Pojedyncze fotony sªu»¡ równie» do demonstracji mo»-
liwo±ci kodowania i przesyªania informacji przy u»yciu kwantowych korelacji [25].

Kwantowe obrazowanie W pracy [28] autorzy opisuj¡ wyniki eksperymentu, w którym powstaje
tzw. obraz-duch dwóch szczelin. Je±li zbuduje si¦ ukªad, w którym niezdegenerowane pary fotonów
spl¡tanych generowane w krysztale II typu rozdzielane s¡ polaryzacyjnie, i jeden foton z pary przecho-
dzi (b¡d¹ nie) przez dwie szczeliny po czym tra�a na nieruchomy detektor, a drugi tra�a (b¡d¹ nie)
do ruchomego detektora to w funkcji poªo»enia ruchomego detektora widoczne b¦d¡ pr¡»ki w koincy-
dencjach zlicze«. Jest to konsekwencj¡ zachowania poprzecznej skªadowej wektora falowego w procesie
downconversji. Praca ta daªa impuls do bada« i szeregu kolejnych doniesie«, w których opisywane s¡
rozmaite aspekty �kwantowego obrazowania�, czyli obrazowania w którym przedmiot znajduje si¦ w
jednym ramieniu, za nim detektor bez rozdzielczo±ci przestrzennej, za± kamera w drugim, bramkuje
si¦ j¡ za pomoc¡ detektora i u±rednia tak zebrane obrazy. De facto problem takiego obrazowania,
je±li zastanowi¢ si¦ nad obrazowaniem maªego otworka, redukuje si¦ do problemu korelacji nat¦»enio-
wych mi¦dzy wi¡zkami (dokªadniej opisanych w punkcie 2.3). Zasadnicze pytanie jest nast¦puj¡ce:
jakie korelacje mo»na osi¡gn¡¢ przy u»yciu ¹ródeª klasycznych (rys. 1.1), a jakie godzi si¦ nazwa¢
kwantowymi?

W artykule [29] autorzy pokazuj¡, »e mo»na uzyska¢ te same wyniki u»ywaj¡c jako ¹ródªa ±wiatªa
lasera He-Ne ze skanerem zmieniajacym kierunek wi¡zki oraz beam-splitterem.

W kolejnych pracach uczeni bliscy byli konkluzji, »e je±li uda si¦ za pomoc¡ tego samego ¹ródªa
wytworzy¢ zarówno obraz koincydencyjny w polu bliskim jak i dalekim, to musi ono mie¢ korelacje
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kwantowe. �e mo»na by tego faktu u»y¢ do �odró»nienia spl¡tania od klasycznych korelacji� dla ¹ródeª
�uorescencji parametrycznej o dowolnym nat¦»eniu pisz¡ autorzy w pracy [30].

W pracy [31] autorzy pokazuj¡ formaln¡ analogi¦ pomi¦dzy ¹ródªami par spl¡tanych a ¹ródªami
±wiatªa niespójnego. Pokazuj¡, »e podobn¡ rol¦ graj¡ rozkªad nat¦»enia wi¡zki pompuj¡cej krysztaª
generuj¡cy pary co rozkªad nat¦»enia ¹ródªa ±wiatªa niespójnego, a funkcja falowa dwóch fotonów co
funkcja korelacji 4. rz¦du. W szczególno±ci pokazuj¡, »e twierdzenie van Citterta-Zernikego (wi¡»¡ce
spójno±¢ w polu bliskim ze spójno±ci¡ w polu dalekim) ma swój odpowiednik dla par fotonów, a tak»e
istniej¡ formalne analogie pomi¦dzy wzorami opisuj¡cymi powstawanie obrazów.

Kontrowersje wokóª mo»liwo±ci obrazowania przy pomocy klasycznych ¹ródeª ±wiatªa w du»ej mie-
rze rozstrzyga praca [32]. Autorzy badaj¡ korelacje pomi¦dzy dwoma wi¡zkami ±wiatªa termicznego
uzyskanymi poprzez rodzielenie wi¡zki z jednego ¹ródªa wielomodowego, o termicznej statystyce liczby
fotonów w ka»dym modzie, za pomoc¡ pªytki ±wiatªodziel¡cej. Pokazuj¡, »e wi¡zki takie s¡ silnie skore-
lowane zarówno bezpo±rednio za pªytk¡ ±wiatªodziel¡c¡ jak i w dowolnej innej pªaszczy¹nie powi¡zanej
z t¡ pierwsz¡ pªaszczyzn¡ transformacja fresnela (byle tak¡ sam¡ dla obu wi¡zek), w szczególno±ci w
polu dalekim. Je±li wprowadzi¢ kowariancj¦

C(a, b) :=
〈NaNb〉 − 〈Na〉 〈Nb〉√

∆2Na∆2Nb

(1.4)

pomi¦dzy zliczeniami (nat¦»eniami) w obszarach a i b (a w wi¡zce 1 i b w wi¡zce 2) to okazuje si¦, »e
dla wi¡zek ze spontanicznej parametrycznej downconversji mo»e ona osi¡ga¢ 1, za± dla podzielonego
±wiatªa termicznego ograniczona jest przez szum ±rutowy, czyli zbli»a si¦ do 1 dopiero dla odpowiednio
du»ej liczby fotonów (C < 1− 1/ 〈N〉). Drugim wska¹nikiem porównawczym jest widzialno±¢

V (a, b) :=
〈NaNb〉 − 〈Na〉 〈Nb〉

〈NaNb〉 (1.5)

która jest miar¡ tego, na ile trudno jest dokªadnie wykona¢ odejmowanie potrzebne przy liczeniu korela-
cji. Im wi¦ksza widzialno±¢ tym mniej pomiarów trzeba wykona¢ aby pozna¢ C z zadan¡ dokªadno±ci¡.
Dla wi¡zek z SPDC widzialno±¢ si¦ga 1 dla bardzo maªych ±rednich liczb fotonów, dla wi¦kszych spada.
Dla podzielonego ±wiatªa termicznego widzialno±¢ nie przekracza 1/2. Konkluduj¡c, autorzy stwier-
dzaj¡, »e dla du»ych nat¦»e« dwie wi¡zki skorelowane pochodz¡ce wprost z krysztaªu SPDC s¡ nie
do odró»nienia od jednej z nich (przy pompowaniu takim, »e SPDC jest 2 razy silniejsze) podzielonej
na beamspliterze, je±li chodzi o wªa±ciwo±ci zwi¡zane z korelacjami nate»eniowymi. Wszelkie ró»nice
wynikaj¡ jedynie z tego, »e korelacje w SPDC s¡ silniejsze ni» dopuszcza to klasyczna granica szumu
±rutowego, ta za±, wzgl¦dnie rzecz bior¡c, jest coraz mniej znacz¡ca wraz ze wzrostem ±redniej liczby
fotonów.

Zgodnie z wynikami powy»szej pracy uzyskanie obrazów koincydencyjnych przy pomocy klasycz-
nych ¹ródeª o maªym nat¦»eniu byªoby bardzo trudne ze wzgl¦du na wysoki poziom szumów ±rutowych
w stosunku do sygnaªu. Dlatego je±li z jaki± powodów chcemy pracowa¢ w re»imie bardzo maªych na-
t¦»e« ±wiatªa, to opªaca si¦ u»ywa¢ ¹ródeª opartych o �uorescencj¦ parametryczn¡. W szczególno±ci w
re»imie produkcji pojedynczych par, jak to eksperymentalnie zademonstrowano w pracy [33] mo»liwa
jest redukcja szumów zakªócaj¡cych obraz oraz tªa do zera.

�ródªo stanów ze spl¡tanymi kwadraturami pola Zainteresowanie ±wiatªem �uorescencji pa-
rametrycznej i stanami ±ci±ni¦tymi utrzymuje sie do chwili obecnej za spraw¡ jego potencjalnych za-
stosowa« w przetwarzaniu kwantowej informacji i kwantowej komunikacji. W tym kontek±cie proces
powstawania �uorescencji parametrycznej rozpatruje sie gªównie jako sposób na otrzymanie spl¡tania
kwadratur pola [34], które to spl¡tanie sªu»y do, na przykªad, teleportacji kwantowej [22], kwantowych
oblicze« [35], kryptogra� kwantowej [36] czy manipulacji stanami atomowymi [37]. Owo spl¡tanie, tzw.
spl¡tnie zmiennych ci¡gªych (kwadratur, w przeciwie«stwie do dyskretnych polaryzacji) postrzegane
jest jako niezwykle obiecuj¡cy zasób dla technologii kwantowego przetwarzania informacji po tym jak
rozwini¦to techniki korekcji bªedów [38] i protokoªy pury�kacji sp¡tania [39]
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1.2 Pomiar wielomodowego wzbudzenia pola elektromagnetycznego
Od czasów pracy [40], w której autorzy wykonali tomogra�¦ stanu kwantowego na wyj±ciu swojego
wzmacniacza parametrycznego (opisanego w [1]), zainteresowanie badaniem stanu pola stale ro±nie.
Wiemy, »e za pomoc¡ detekcji homodynowej jest a priori mo»liwe zmierzenie peªnego stanu pola (jego
macierzy g¦sto±ci) [41].

Kilka lat temu pojawiªy si¦ pierwsze prace do±wiadczalne w których zademonstrowano mo»liwo±¢
jednoczesnego pomiaru stanu wielu modów pola elektromagnetycznego przy pomocy macierzy detekto-
rów. W pracy [42] autorzy dokonali pomiaru stanu kwantowego ró»nych modów przestrzennych wi¡zki
±wiatªa metod¡ tomogra�i stanu kwantowego. W pracy [43] z kolei autorzy zmierzyli Q-funkcje dla
ró»nych modów czasowych badanego impulsu.

Nowe s¡ prace eksperymentalne w których autorzy wychodz¡ poza przybli»enie, »e ich ¹ródªa
emituj¡ stan kwantowy w jednym modzie czasoprzestrzennym promieniowania, analizuj¡ problem wie-
lomodowy i opisuj¡ w ten sposób eksperyment z wi¦ksz¡ dokªadno±ci¡ [44]. Autorzy tej pracy zadaj¡
sobie nast¦puj¡ce pytanie: je±li dokona¢ diagonalizacji macierzy g¦sto±ci stanu którym dysponuj¡ w
eksperymencie

ρ̂ =
∑

i

λi |ψi〉 〈ψi| (1.6)

to ile warto±ci wªasnych λi jest istotnie niezerowych? Okazuje si¦ »e kilka. Przy okazji takiego po-
st¦powania otrzymujemy funkcje |ψi〉, które tworz¡ baz¦ ortogonaln¡. W szczególnym przypadku,
gdy s¡ to funkcje falowe fotonu, to wªa±nie ich szczególnie wygodnie u»y¢ jako bazy modów drugiego
kwantowania (por. rozdziaª 2.2), zamiast tradycyjnych fal pªaskich.

Problem rozkªadu �uorescencji parametrycznej na mody pojawia si¦ w literaturze podczas rozwa-
»a« o homodynowej detekcji ±ciskania we �uorescencji. Przy takiej detekcji bada si¦ stopie« ±ci±ni¦cia
w modzie lokalnego oscylatora. Wynik zale»y wobec tego od ksztaªtu impulsu lokalnego oscylatora,
st¡d te» badania nad optymalnym ksztaªtem tego impulsu, umo»liwiaj¡cym wykrycie najwi¦kszego
±ci±ni¦cia [45]. Problem jest o tyle istotny, »e znakomita wiekszo±¢ zastosowa« stanów ze spl¡tanymi
kwadraturami pola wymaga homodynowej detekcji ±ciskania [34, 35, 36, 38, 39] przeprowadzonej mo»-
liwie bezstratnie.

Pierwsz¡ prac¡ w której pojawiªo si¦ spostrze»enie, »e �uorescencja parametryczna ma mody wªasne
i tym samym najlepiej byªoby wybra¢ lokalny oscylator tak, »eby pasowaª tylko do jednego z nich, jest
praca [46]. Niemniej jednak pozostawia ona istotne w¡tpliwo±ci co do sposobu w jaki jej autorzy
otrzymali ksztaªt tych modów. W przygotowaniu jest praca w której znajd¡ si¦ uzasadnione wyniki
oblicze« takich modów w przypadku oddziaªywania w ±wiatªowodzie [47].

1.3 Cel i struktura pracy
W niniejszej pracy postaram si¦ opisa¢ stan ±wiatªa �uorescencji parametrycznej ze szczególnym zwró-
ceniem uwagi na jego przestrzenn¡ i czasow¡ struktur¦. Oblicz¦, u»ywaj¡c prostego modelu teoretycz-
nego, oraz przedstawi¦ wyniki pomiarów, korelacji przestrzenno-cz¦stotliwo±ciowych w tym promienio-
waniu. Model teoretyczny pozwoli mi równie» przewidzie¢, »e badane promieniowanie skªada si¦ ze
wzajemnie niezale»nych stanów ±ci±ni¦tych obsadzaj¡cych ortogonalne mody czasoprzestrzenne.

Wªa±ciwa praca skªada si¦ z dwóch rozdziaªów: drugiego, po±wi¦conego modelowaniu teoretycz-
nemu wzmacniacza parametrycznego, oraz trzeciego, po±wi¦conego badaniom eksperymentalnym.
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Rozdziaª 2

Model wzmacnianiacza parametrycznego

Wzmacniacz parametryczny jest jednym z niewielu ukªadów, które dadz¡ si¦ zadowalaj¡co opisa¢
kwantowo, pomimo »e ulega w nim oddziaªywaniu bardzo wiele modów. Przyczyniaj¡ si¦ do tego dwa
fakty: po pierwsze w eksperymentach �uorescencja parametryczna jest na tyle sªaba, »e nie zmienia
impulsu pompuj¡cego i tym samym wzmacnianie jest liniowe, po drugie za±, jak to wyka»¦, zawsze
mo»na tak dobra¢ funkcje modowe w zagadnieniu, aby sprowadzi¢ je do wielu wzajemnie niezale»nych
procesów ±ciskania.

Poniewa» zagadnienie jest liniowe, zaczniemy jego znaliz¦ od przyjrzenia si¦ przypadkowi klasycz-
nemu, który ªatwo kwantuje si¦ formalnie. Oka»e si¦, »e wzmacniacz niektóre fale czy te» kombinacje
fal wzmacnia, inne � osªabia. Po przetªumaczeniu tego wyniku na j¦zyk optyki kwantowej oka»e si¦,
i» wzmacniacz produkuje stany ±ci±ni¦te.

2.1 Klasyczny wzmacniacz parametryczny
Niech w krysztale nieliniowym o niezerowym tensorze χ(2) [48] oddziaªuj¡ ze sob¡ trzy pola � pompy
Ep, sygnaªowe Es i jaªowe Ei (patrz rys. 2.1). Je±li tylko ich widma s¡ niezbyt szerokie w porównaniu
z cz¦sto±ciami ±rednimi, to mo»emy przej±¢ do wygodnego opisu za pomoc¡ obwiedni:

Ep =Ap exp (ik0,pz − iω0,pt) (2.1a)
Es =As exp (ik0,sz − iω0,st) (2.1b)
Ei =Ai exp (ik0,iz − iω0,it) (2.1c)

przy czym cz¦sto±ci centralne speªniaj¡ warunek ωp = ωs + ωi. Aby zapozna¢ si¦ z wªa±ciwo±ciami
wzmacniacza parametrycznego rozwa»my najpierw

2.1.1 Przypadek fal monochromatycznych pªaskich
Je±li we wzmacniaczu oddziaªuj¡ ze sob¡ du»e wi¡zki i mo»emy pomin¡¢ efekty zwi¡zane z zale»no±ci¡
od wspóªrz¦dnych poprzecznych, to przybli»amy te wi¡zki za pomoc¡ fal pªaskich. W takim przypadku
obwiednie A staj¡ si¦ funkcjami zale»nymi tylko od wspóªrz¦dnej z równania ich ewolucji przyjmuj¡
posta¢ [49]:

∂

∂z
As =χApA

∗
i e

i∆kz (2.2a)
∂

∂z
Ai =χApA

∗
se

i∆kz (2.2b)

gdzie o fali pompuj¡cej zaªo»yli±my, »e jest bardzo silna i si¦ nie zmienia, χ jest staª¡ sprz¦»enia
nieliniowego, za± ∆k to niedopasowanie fazowe:

∆k = k0,s + k0,i − k0,p (2.3)
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Rysunek 2.1: Podstawowe kon�guracje jednoprzej±ciowego wzmacniacza parametrycznego. Zdegene-
rowana (lewa strona), w której fala pompuj¡ca Ap oddziaªuj¡c w krysztale nieliniowym z fal¡ sygna-
ªow¡ As powoduje powstanie polaryzacji pobudzaj¡cej fal¦ sygnaªow¡, oraz niezdegenerowana (prawa
strona), w której fala pompuj¡ca Ap oddziaªuj¡c z fal¡ sygnaªow¡ As powoduje powstanie polaryzacji
pobudzaj¡cej fal¦ jaªow¡ Ai. Wi¡zki narysowane s¡ pod k¡tem ze wzgl¦du na przejrzystos¢ rysunku.
Zazwyczaj wszystkie s¡ wspóªliniowe (w szczególno±ci w przykªadach w dlaszej cz¦sci tej pracy). Dªu-
go±¢ krysztaªu b¦d¦ oznacza¢ przez L, kierunek wzdªu» którego propaguje si¦ fala pompuj¡ca przez z,
za± krysztaª b¦d¦ umieszczaª miedzy z = 0 a z = L lub mi¦dzy z = −L/2 a z = L/2.

Bior¡c sprz¦»enie równania (2.2b) dostajemy ukªad równa« liniowych. Dalej podstawiamy r = χAp

i ∆k = 2r sin δ, dzi¦ki czemu ogólne rozwi¡zanie przyjmuje zwart¡ posta¢:
[
As

A∗i

]
(z) =c1e

urz

[
1
u

]
+ c2e

−u∗rz

[
1
−u∗

]
(2.4)

gdzie c1 i c2 to dowolne liczby zespolone, za± u = exp(iδ). Zauwa»my, »e dla c2 = 0 i dowolnego
c1 (czyli rozwi¡zania wzmacniane) suma faz wi¡zki sygnaªowej i biernej jest taka sama, cho¢ ka»da z
nich z osobna mo»e mie¢ dowolna faz¦. Podobnie jest dla rozwi¡zania tªumionego, cho¢ dla« suma faz
nie ró»ni si¦ o π od analogicznej sumy dla rozwi¡zania tªumionego. Rozwi¡zania te dla niezerowego δ
wydaj¡ si¦ na pierwszy rzut oka tworzy¢ baz¦ sko±n¡, tym samym po skwantowaniu nie mogliby±my
mówi¢ o ich niezale»no±ci. Zastosujmy wobec tego odpowiedni¡ manipulacj¦ algebraiczn¡. Najpierw
przepiszemy rozwi¡zanie (2.4) do postaci wi¡»¡cej amplitudy na wyj±ciu z wej±ciowymi, znajduj¡c
warto±ci c dla z = 0 (w takiej postaci s¡ cz¦±ciej podawane, np. [8]):

As(L)ei∆kL/2 = UAs(0) + V A∗i (0) (2.5a)
Ai(L)ei∆kL/2 = UAi(0) + V A∗s(0) (2.5b)

gdzie:

U =cosh(ΓL) + i
∆k

2Γ
sinh(ΓL) (2.6a)

V =
r

Γ
sinh(ΓL) (2.6b)

Γ =

√
r2 − ∆k2

4
(2.6c)

Sprawdziwszy, »e

|U |2 − |V |2 = 1 (2.7)

mo»emy zapisa¢ pro±ciej:

As(L)ei∆kL/2 = eiφ
√

1 + R As(0) +
√

RA∗i (0)
Ai(L)ei∆kL/2 = eiφ

√
1 + R Ai(0) +

√
RA∗s(0) (2.8)
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Rysunek 2.2: Kierunki fazorów pola sygnaªowego As i biernego Ai reprezentuj¡cych najsilniej wzmac-
niany (lewa strona) i najsilniej tªumiony (prawa strona) mod wzmacniacza. Je»eli oba fazory obróci si¦
o okre±lony k¡t, cho¢ w przeciwnych kierunkach, to nadal pole im odpowiadaj¡ce b¦dzie wzmacniane
(lub tªumione) z tak¡ sam¡ siª¡ � wzmacniacz jest czuªy jedynie na sum¦ faz fali sygnaªowej i biernej.

gdzie φ i R to parametry rzeczywiste1, których warto±ci mo»na znale¹¢ przez porównanie powy»szego
równania z (2.5).

Mo»na to jeszcze przeksztaªci¢ do postaci, która w wersji kwantowej byªaby wyra»eniem opisuj¡cym
transformacj¦ ±ciskania kwadratur pola:

As(L)ei∆kL/2−iφ/2 + A∗i (L)e−i∆kL/2+iφ/2 = (
√

1 + R +
√

R)
(
eiφ/2As(0) + e−iφ/2A∗i (0)

)
(2.10a)

As(L)ei∆kL/2−iφ/2 −A∗i (L)e−i∆kL/2+iφ/2 =
1√

1 + R +
√

R

(
eiφ/2As(0)− e−iφ/2A∗i (0)

)
(2.10b)

Taki prosty wzmacniacz ma 2 mody, przy czym uªo»one s¡ one w par¦ � mod który si¦ wzmacnia
ma swój tªumiony odpowiednik (por. (2.36)). Mod wzmacniany od tªumionego ró»ni si¦ jedynie faz¡
pomi¦dzy fal¡ sygnaªow¡ i biern¡ a pompuj¡c¡ i dlatego wzmacniacz nazywamy fazoczuªym. Gra�cznie
zilustrowaªem ten podstawowy fakt na rysunku 2.2.

Odpowiednie przeksztaªcenia umo»liwiaj¡ dla ka»dego okre±lonego L znalezienie ortogonalnych mo-
dów wªasnych. Warto zauwa»y¢, »e mody te zale»¡ od dªugo±ci wzmacniacza L. W szczególno±ci
dziaªanie wzmacniacza o dªugo±ci 2L nieªatwo przedstawi¢ jako dwukrotne dziaªanie wzmacniacza o
dªugo±ci L. Gdyby±my chcieli tak zrobi¢, korzystaj¡c ze wzoru (2.10) to okazaªo by si¦, »e mody
wzmacniany i osªabiany w pierwszej cz¦±ci wzmacniacza nie przechodz¡ bezpo±rednio na odpowiednie
mody cz¦±ci drugiej, ale mieszaj¡ si¦ ze sob¡. Mimo to, wybieraj¡c odpowiedni rozkªad modów na wej-
±ciu caªego wzmacniacza, inny ni» wybraliby±my na wej±ciu pierwszej jego cz¦±ci, mo»emy przedstawi¢
dziaªanie wzmacniacza jako ±ciskanie jednego i wzmacnianie drugiego modu.

Przypadek zdegenerowany Równanie ewolucji jedynej amplitudy przyjmuje posta¢:

∂

∂z
As = χApA

∗
se

i∆kz (2.11)

rozwi¡zaniem dla idealnego dopasowania fazowego ∆k = 0 i rzeczywistego Ap jest:

As(z) = c1e
χApz + ic2e

−χApz (2.12)
1 Zale»nie od osobistych preferencji, czasem wygodniej przyja¢ notacj¦

√
1 + R = cosh ζ,

√
R = sinh ζ. Gdzie

(rzeczywiste) ζ jest parametrem ±ciskania. Wtedy w równaniu 2.10 mieliby±my:
√

1 + R +
√

R = eζ ,
1√

1 + R +
√

R
=
√

1 + R−
√

R = e−ζ (2.9)

Ja przyj¡ªem za parametr ±redni¡ liczb¦ fotonów na wyj±ciu R =
D
a†outaout

E
.
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gdzie c1 i c2 s¡ liczbami rzeczywistymi. Podobnie okazuje si¦, »e wzmacniacz jest czuªy na faz¦,
w tym przypadku po prostu faz¦ wi¡zki wzmacnianej. Wspóªczynniki c1 i c2 odpowiadaj¡ stopniowi
pobudzenia drga« dwóch kwadratur (∝ cos(ωt) oraz ∝ sin(ωt)) w polu elektrycznym wi¡zki sygnaªowej
Es. Jedna z nich jest wzmacniana, druga za± � osªabiana. Ilustruje to rysunek 2.3.

Analogicznie jak w przypadku niezdegenerowanym, ogólne rozwi¡zanie, przy niezerowym niedo-
pasowaniu, najlepiej b¦dzie napisa¢ w postaci, która kwantowo wyra»aªaby ±ci±kanie kwadratur pola:

As(z)ei∆kz/2−iφ/2 + A∗s(z)e−i∆kz/2+iφ/2 = (
√

1 + R +
√

R)
(
eiφ/2As(0) + e−iφ/2A∗s(0)

)
(2.13a)

As(z)ei∆kz/2−iφ/2 −A∗s(z)e−i∆kz/2+iφ/2 = (
√

1 + R−
√

R)
(
eiφ/2As(0)− e−iφ/2A∗s(0)

)
(2.13b)

gdzie R i φ s¡ rzeczywiste i mo»na je wyrazi¢ za pomoc¡ χAp oraz ∆k (patrz np. [8]).

2.1.2 Przypadek wi¡zek quasimonochromatycznych
Od tej pory dodatkowo dobieramy centralne cz¦sto±ci i wektory falowe w równaniach (2.1) tak, aby
zachodziªo dopasowanie fazowe:

k0,p = k0,s + k0,i . (2.14)

Przypadek zdegenerowany

W przypadku, gdy fale sygnaªowa i bierna s¡ nie do odró»nienia, czyli opisywane s¡ jedn¡ obwiedni¡,
mówimy o degeneracji. Oddziaªywanie pól ograniczonych w czasie i przestrzeni w krysztale mo»emy
opisa¢ za pomoc¡ równa« propagacji wolnozmiennych obwiedni [8, 50]:

∂

∂z
Ap =L̂pAp + χAsAs (2.15a)

∂

∂z
As =L̂sAs + χApA

∗
s (2.15b)

gdzie L̂ s¡ operatorami propagacji liniowej, które najpro±ciej okre±li¢ na falach monochromatycznych
pªaskich:

L̂je
ikxx+ikyy−iωt = (ikz,j (ω + ω0,j , kx, ky)− ik0,j) eikxx+ikyy−iωt j = p, s, i (2.16)
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Rysunek 2.3: Zdegenerowany wzmacniacz parametryczny jest czuªy na faz¦. Na lewym rysunku obra-
zowo przedstawiªem przykªadowe pole elektryczne, którego faza jest losowa, na wej±ciu do wzmacniacza
zdegenerowanego. Takie pole we wzmacniaczu o wzmocnieniu 3 ulegnie tzw. ±ci±ni¦ciu � co przed-
stawia rysunek po prawej stronie. Polega ono na tym, »e wzmacniacz wybiera jedn¡ kwadratur¦ pola
(∝ cos(ωt)) i j¡ wzmacnia za± drug¡ (∝ sin(ωt)) � osªabia.
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W ka»dym równaniu pierwszy czªon jest odpowiedzialny za propagacj¦ liniow¡ � wyst¦powanie pr¦d-
ko±ci grupowej, walk-o�'u, dyspersji, dyfrakcji itp., za± drugi czªon odpowiada za oddziaªywanie nie-
liniowe. Poniewa» Ap À As to w równaniu (2.15a) mo»emy pomin¡¢ czªon nieliniowy (tak jak to
ju» milcz¡co robili±my w punkcie 2.1.1). Wtedy równanie propagacji fali pompuj¡cej odsprz¦ga si¦ i
mo»emy je rozwi¡za¢ �z góry�; ponadto równanie (2.15b) staje si¦ liniowe. Dzi¦ki temu zagadnienie
ulega znakomitemu uproszczeniu, mo»emy bowiem, dla ka»dej dªugo±ci wzmacniacza z, znale¹¢ funkcje
Greena Kz i K ′

z, zawieraj¡ce peªn¡ informacj¦ o wzmacniaczu i wyrazi¢ przez nie pole wyj±ciowe:

As(z, r⊥, t) =
∫

dt′d2r′⊥Kz(r⊥, t, r′⊥, t′)As(r′⊥, t′) + K ′
z(r⊥, t, r′⊥, t′)A∗s(r

′
⊥, t′) (2.17)

Funkcje greena Kz i K ′
z s¡ w rzeczywistych przypadkach regularne. Ich charakterystyczny obszar zmien-

no±ci w funkcji argumentów jest zwi¡zany z odwrotno±ci¡ pasma spektralnego i k¡towego przenoszenia
wzmacniacza, które jest zawsze ograniczone. Dzi¦ki temu mo»emy Kz i K ′

z przybli»a¢ macierzami i
tak te» my±le¢ o nich w przypadku w¡tpliwo±ci natury matematycznej.

Czasem (w szczególno±ci w obliczeniach numerycznych) wygodnie jest u»ywa¢ macierzowego przy-
bli»enia Kz i K ′

z w bazie 〈1, i〉. Wówczas elementy tych macierzy przenosz¡ skªadowe rzeczywiste i
zespolone wej±ciowej obwiedni na rzeczywiste i zespolone obwiedni wyj±ciowej:

[
q
p

]
(z) =

[<(K + K ′) −=(K −K ′)
=(K + K ′) <(K −K ′)

]

︸ ︷︷ ︸
S

[
q
p

]
(0) (2.18)

gdzie wprowadziªem rzeczywist¡ kwadratow¡ macierz S, za± q = <(As) a p = =(As) (czyli w j¦zyku
kwantowym kwadratury poªo»eniowe i p¦dowe).

Dalsze, bardzo istotne, uproszczenie transformacji (2.18) (tym samym te» i (2.17)) mo»emy uzyska¢
po dokonaniu rozkªadu na warto±ci singularne (rozkªadu Schmidta) macierzy S:

S =
∑
w

(
√

1 + R(w) +
√

R(w))
[
qout(w)
pout(w)

]
· [qin(w) pin(w)] (2.19)

Warto±ci osobliwe zostaªy zapisane w tak osobliwy sposób, bo R(w) oka»e si¦ ±redni¡ liczb¡ fotonów
emitowanych w mod w (por. przypis 1 na stonie 12). Z ogólnych wªa±ciwo±ci tego rozkªadu (który
mo»na przeprowadzi¢ dla dowolnej macierzy m × n) wektory �in� s¡ do siebie wzajemnie ortogonalne
(podobnie wektory �out�):

qin(w) · qin(w′) + pin(w) · pin(w′) = δww′ (2.20)

�¡damy, »eby dziaªanie macierz¡ S na wektor zªo»ony z niezale»nych operatorów poªo»enia i sprz¦-
»onych z nimi operatorów p¦du [q̂1, q̂2, . . . p̂1, p̂2, . . .] (jak to b¦dziemy robili po skwantowaniu problemu)
produkowaªo analogiczny wektor zªo»ony z operatorów które wci¡» maja wªasno±ci komutacyjne ope-
ratorów poªo»enia i p¦du (tj. [p̂k, q̂l] = iδk,l). Klasycznie oznacza to »¡danie, »eby pod dziaªaniem
transformacji (2.18) obj¦to±¢ przestrzeni fazowej nie ulegªa zmianie. Okazuje si¦, »e je»eli tak ma by¢,
to macierz S musi by¢ symplektyczna (de�nicja w dodatku A). Macierz S jest dodatkowo rzeczywista
dzi¦ki czemu okazuje si¦, »e je±li w jej rozkªadzie singularnym pojawiªa si¦ warto±¢ singularna σ z wek-
torami [qin, pin] oraz [qout, pout] to istnieje w nim tak»e warto±¢ singularna 1/σ z wektorami [pin,−qin]
oraz [pout,−qout] (dowód w dodatku A.1)

S
[
qin

pin

]
= σ

[
qout

pout

]

S†
[
qout

pout

]
= σ

[
qin

pin

] ⇐⇒
S

[
pin

−qin

]
= σ−1

[
pout

−qout

]

S†
[

pout

−qout

]
= σ−1

[
pin

−qin

] (2.21)
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Uporz¡dkujmy wektory rozkªadu (które dalej b¦dziemy nazywa¢ modami2) w taki sposób, »eby

R(1) ≥ R(2) ≥ R(3) ≥ . . . ≥ 1 ≥ . . . ≥ R(−2) ≥ R(−1) . (2.22)

Wtedy z wªasno±ci (2.21) rozkªadu singularnego rzeczywistej macierzy symplektycznej wynikaj¡ dwa
bardzo wa»ne wnioski. Po pierwsze � dla ka»dego czªonu o warto±ci wªasnej R(w) > 1 istnieje czªon
bli¹niaczy o warto±ci wªasnej R(−w) < 1 a co wi¦cej:

(
√

1 + R(w) +
√

R(w))(
√

1 + R(−w) +
√

R(−w)) = 1 (2.23)

Druga wªasno±¢ wypªywa z dalszej analizy (2.21). Skonstruujmy wektory zespolone

u(w) =qin(w) + ipin(w) (2.24a)
v(w) =qout(w) + ipout(w) . (2.24b)

Bli¹niaczy wektor okazuje si¦ by¢ po prostu �obrócony� u(−w) = −iu(w). Przepisuj¡c wzór (2.20)
dla wektorów u(w) (analogicznie b¦dzie te» dla wektorów v(w)) dostajemy nast¦puj¡ce okre±lenie
ortogonalno±ci:

u∗(w) · u(w′) + u(w) · u∗(w′) = 2δww′ (2.25)

Stosuj¡c ten wzór dla w′ 6= w i w′ 6= −w dostajemy »e przy tych warunkach u∗(w) · u(w′) = 0.
Rozwa»aj¡c dodatkowo przypadek w = −w′ mo»emy dosta¢ ogólne wyra»enie:

u∗(w) · u(w′) = δww′ + iδw,−w′ dla w > w′ (2.26)

W szczególno±ci wyci¡gaj¡c cz¦±¢ zespolon¡ tego iloczynu skalarnego dochodzimy do wyra»enia, które
za jaki± czas stanie si¦ warto±ci¡ wa»nego komutatora:

pin(w) · qin(w′)− qin(w) · pin(w′) = δw,−w′ dla w > w′ (2.27)

i analogicznie dla wektorów wyj±ciowych.
Czytelnik mo»e znale¹¢ dowód analogicznych wªa±ciwo±ci wprost dla K i K ′ w pracy [51].

Powró¢my jeszcze do funkcji K i K ′ i napiszmy ich posta¢ po rozkªadzie singularnym:

K(r⊥, t, r′⊥, t′) =
1
2

∑
w

√
1 + R(w) v(w; r⊥, t)u∗(w; r′⊥, t′) (2.28a)

K ′(r⊥, t, r′⊥, t′) =
1
2

∑
w

√
R(w) v(w; r⊥, t)u(w; r′⊥, t′) (2.28b)

podstawiaj¡c te funkcje do (2.17) oraz korzystajac z (2.26) dostajemy wzór analogiczny do (2.13),
który opisuje wzmacnianie jednego modu a osªabianie drugiego.

∫
dtd2r⊥ v∗(w)As(z) + v(w)A∗s(z) =(

√
1 + R(w) +

√
R(w))

∫
dtd2r⊥ u∗(w)As(0) + u(w)A∗s(0)

(2.29a)∫
dtd2r⊥ v∗(w)As(z)− v(w)A∗s(z) =

1√
1 + R(w) +

√
R(w)

∫
dtd2r⊥ u∗(w)As(0)− u(w)A∗s(0)

(2.29b)

2 Macierz S jest kwadratowa i ma wszystkie elementy rzeczywiste, wobec czego wektory jej rozkªadu na warto±ci
singularne s¡ rzeczywiste, tzn. maj¡ sens jako skªadowe rzeczywista i urojona obwiedni.
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Przypadek niezdegenerowany
Równania propagacji przyjmuj¡ posta¢ [8, 50]:

∂

∂z
Ap =L̂pAp + χAsAi (2.30a)

∂

∂z
As =L̂sAs + χApA

∗
i (2.30b)

∂

∂z
Ai =L̂iAi + χApA

∗
s (2.30c)

gdzie L̂ s¡ operatorami propagacji liniowej (2.16). Ponownie, mo»emy dla ka»dej dªugo±ci wzmacniacza
z, znale¹¢ funkcj¦ przej±cia Kz, zawieraj¡c¡ peªn¡ informacj¦ o wzmacniaczu:

As(z, r⊥, t) =
∫

dt′d2r′⊥K(1)
z (r⊥, t, r′⊥, t′)As(r′⊥, t′) + K(2)

z (r⊥, t, r′⊥, t′)A∗i (r
′
⊥, t′) (2.31a)

Ai(z, r⊥, t) =
∫

dt′d2r′⊥K(3)
z (r⊥, t, r′⊥, t′)A∗s(r

′
⊥, t′) + K(4)

z (r⊥, t, r′⊥, t′)Ai(r′⊥, t′) (2.31b)

Sprz¦gaj¡c równanie (2.31b) doprowadzamy (2.31) do postaci transformacji liniowej. Wtedy funkcj¦
przej±cia Kz mo»emy podda¢ procedurze rozkªadu na warto±ci i wektory osobliwe, który prowadzi do
przedstawienia jej w postaci:

[
K

(1)
z K

(2)
z

K
(3)∗
z K

(4)∗
z

]
=

∑
w

(
√

1 + R(w) +
√

R(w))
[
vs(w)
v∗i (w)

]
· [u∗s(w) ui(w)] (2.32)

gdzie wektory v(r⊥, t) i u(r′⊥, t′) tworz¡ baz¦ ortonormaln¡ w przestrzeni odpowiednio obwiedni wy-
chodz¡cych i wchodz¡cych, przy czym iloczyn skalarny jest nast¦puj¡cy:

∫
dtd2r⊥ u∗s(w)us(w′) + ui(w)u∗i (w

′) = δww′ (2.33)

Korzystaj¡c z tej wªasno±ci mo»emy napisa¢ wzór analogiczny do (2.10) (opisze ±ciskanie):
∫

dtd2r⊥ v∗s(w)As(z) + vi(w)A∗i (z) = (
√

1 + R(w) +
√

R(w))
∫

dtd2r⊥ u∗s(w)As(0) + ui(w)A∗i (0)

(2.34)
Znowu, umówimy si¦ uporz¡dkowa¢ mody sposób (2.22). Je±li wzi¡¢ pod uwag¦ tylko dodatnie w

to okazuje si¦ (z unitarno±ci transformacji (2.31), dowód w dodatku A.2, por. [51]), »e:
∫

dtd2r⊥ u∗s(w)us(w′) =
1
2
δww′ (2.35)

i podobnie dla v. Okazuje si¦ ponownie, »e mody wzmacnianie maj¡ swoje tªumione odpowiedniki i
zachodz¡ zwi¡zki:

(
√

1 + R(w) +
√

R(w))(
√

1 + R(−w) +
√

R(−w)) = 1 (2.36a)[
vs

vi

]
(−w) = i

[
eiφ(w)vs

e−iφ(w)vi

]
(w) (2.36b)

[
us

ui

]
(−w) = i

[
eiφ(w)us

e−iφ(w)ui

]
(w) (2.36c)

gdzie φ(w) jest faz¡ któr¡ mo»emy wybra¢ dowolnie (nie zmieniaj¡c rozkªadu (2.32)) i umówimy si¦
tak zmody�kowa¢ wektory rozkªadu, »eby φ(w) = 0. Zwi¡zki te ilustruj¡ czuªo±¢ fazow¡ wzmacniacza
- wpuszczenie impulsów postaci As = eiφus(w), Ai = e−iφvs(w) powoduje ich wzmocnienie za± w
postaci As = eiφus(w), Ai = eπ/2−iφvs(w) - osªabienie (tj. energia w nich zawarta przejdzie do
pompy), niezale»nie od fazy φ (por. rozwi¡zania w pkt. 2.1.1 i rys. 2.2).
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Klasyczna interpretacja modów Znaj¡c rozkªad (2.32) mo»emy przedstawi¢ dziaªanie wzmac-
niacza parametrycznego w wyj¡tkowo prosty sposób. Rozkªadamy pole wchodz¡ce w bazie modów
us(w), ui(w) (indeksowanych przez w), dostaj¡c ich amplitudy:

α(w) =
∫

dtd2r⊥ u∗s(w)As + ui(w)A∗i . (2.37)

Ka»d¡ amplitud¦ mno»ymy przez wzmocnienie (napi¦ciowe) dla odpowiedniego modu (
√

1 + R(w) +√
R(w)) otrzymuj¡c amplitudy (innych!) modów na wyj±ciu β(w) = (

√
1 + R(w) +

√
R(w))α(w), z

których mo»emy zªo»y¢ pole wyj±ciowe:

As =
∑
w

β(w)vs(w)

Ai =
∑
w

β(w)v∗i (w)
(2.38)

Wyra»a to równie» wzór (2.34) je±li wiadomo (2.35).

2.2 Kwantowanie wzmacniacza parametrycznego
Zanim przejdziemy do kwantowania rzeczywistego wzmacniacza parametrycznego, rozwa»ymy wyide-
alizowany prosty przypadek

�ciskanie jednej pary modów jest kwantowym analogiem problemu który rozwa»aªem w punkcie
2.1.1. Przej±cie do przypadku kwantowego jest proste i sprowadza si¦ do formalnego podstawienia
zamiast amplitud pola operatorów: As → â, A∗s → â†, Ai → b̂, A∗i → b̂†. Mo»emy w ten sposób
przepisa¢ równanie (2.10):

v∗â(z) + vb̂†(z)︸ ︷︷ ︸√
2Ŷ1

=(
√

1 + R +
√

R)
(
u∗â(0) + ub̂†(0)

)

︸ ︷︷ ︸√
2X̂1

(2.39a)

v∗â(z)− vb̂†(z)︸ ︷︷ ︸
i
√

2Ŷ †2

=(
√

1 + R−
√

R)
(
u∗â(0)− ub̂†(0)

)

︸ ︷︷ ︸
i
√

2X̂†
2

(2.39b)

gdzie u = exp(−iφ/2), v = exp(−i∆kz/2+ iφ/2), za± R jest rzeczywiste (oznaczenia ze wzoru (2.10)).
Równanie to ilustruje ±ciskanie kwadratury (w uogólnionym sensie, nie s¡ to operatory hermitowskie)
X̂2 (kwadratury p¦dowej) i rozci¡ganie X̂1 (kwadratury poªo»eniowej), przy czym jednocze±nie ulegaj¡
one obrotowi i przechodz¡ w Ŷ . Komutatory s¡ nast¦puj¡ce:

[X̂1, X̂
†
1] = 0 [X̂1, X̂2] = i [X̂1, X̂

†
2] = 0 (2.40)

i identycznie dla Ŷ .

�ciskanie jednego modu czyli przypadek zdegenerowany kwantuje si¦ równie prosto. Z równania
(2.13) dostajemy:

v∗â(z) + vâ†(z)︸ ︷︷ ︸√
2Ŷ1

=(
√

1 + R +
√

R)
(
u∗â(0) + uâ†(0)

)

︸ ︷︷ ︸√
2X̂1

(2.41a)

v∗â(z)− vâ†(z)︸ ︷︷ ︸
i
√

2Ŷ †2

=(
√

1 + R−
√

R)
(
u∗â(0)− uâ†(0)

)

︸ ︷︷ ︸
i
√

2X̂†
2

(2.41b)

gdzie u = exp(−iφ/2), v = exp(−i∆kz/2 + iφ/2) (oznaczenia ze wzoru (2.13)). Tym razem X̂ i Ŷ
to po prostu kwadratury pola, operatory hermitowskie, za± równanie przedstawia ich ±ciskanie. Jeden
tylko komutator jest nietrywialny i zarazem niezerowy: [X̂1, X̂2] = i.
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�ciskanie wielu modów Aby skwantowa¢ peªny wzmacniacz parametryczny znowu wystarcza for-
malne podstawienie. Operatory kreacji i anihilacji ewoluuj¡ zgodnie z równaniami analogicznymi do
równa« (2.15a)-(2.30c) opisuj¡cych propagacj¦ klasycznych obwiedni3. Poni»ej przepiszemy do postaci
kwantowej równanie (2.34) opisuj¡ce ±ciskanie:

∫
dtd2r⊥ v∗s(w)âs(z) + vi(w)â†i (z) =(

√
1 + R(w) +

√
R(w))

∫
dtd2r⊥ u∗s(w)âs(0) + ui(w)â†i (0)

(2.42a)∫
dtd2r⊥ v∗s(w)âs(z)− vi(w)â†i (z) =(

√
1 + R(w)−

√
R(w))

∫
dtd2r⊥ u∗s(w)âs(0)− ui(w)â†i (0)

(2.42b)

Gdzie drugie równanie jest pierwszym z w zamienionym na −w a nast¦pnie zastosowanymi zwi¡zkami
parowania modów (2.36). Analogicznie do przypadku ±ciskania jednej pary wprowadzamy kwadratury
opisane operatorami:

X̂out(w) =
∫

d2r⊥dt v∗s(w; r⊥, t)âs(z, r⊥, t) + vi(w; r⊥, t)â†i (z, r⊥, t) (2.43a)

X̂in(w) =
∫

d2r⊥dt u∗s(w; r⊥, t)âs(r⊥, t) + ui(w; r⊥, t)â†s(r⊥, t) (2.43b)

sprowadzaj¡c dziaªanie wzmacniacza parametrycznego do ±ciskania kwadratur indeksowanych przez w:

Xout(w) =(
√

1 + R(w) +
√

R(w))Xin(w) (2.44a)
Xout(−w) =(

√
1 + R(w)−

√
R(w))Xin(−w) (2.44b)

Pozostaje nam pokaza¢ niezale»no±ci tych kwadratur. Sprawdzamy zatem komutatory:

[Xin(w), Xin(w′)] =0 (2.45a)

[Xin(w), Xin(w′)†] =
∫

d2r⊥dt u∗s(w; r⊥, t)us(w′; r⊥, t)− u∗i (w; r⊥, t)ui(w′; r⊥, t) = iδw,−w′ (2.45b)

gdzie ostatni¡ równo±¢ dostaªem przy u»yciu wªa±ciwo±ci (2.35) oraz (2.36), pod warunkiem »e w >
0 > w′.

Powy»szy rezultat jest gªównym wynikiem niniejszej pracy. Oznacza on, »e rzeczywisty wzmacniacz
parametryczny, co do którego mo»na by s¡dzi¢ i» jest skomplikowanym urz¡dzeniem mieszaj¡cym
wszystkie fotony ze wszystkimi, w rzeczywisto±ci skªada si¦ z niezale»nych wzmacniaczy ±ciskaj¡cych
mody, co schematycznie przedstawiam na rysunku 2.4).

Przypadek zdegenerowany

Przepisujemy (2.29):
∫

dtd2r⊥ v∗(w)â(z) + v(w)â†(z) =(
√

1 + R(w) +
√

R(w))
∫

dtd2r⊥ u∗(w)â(0) + u(w)â†(0) (2.46a)
∫

dtd2r⊥ v∗(w)â(z)− v(w)â†(z) =(
√

1 + R(w)−
√

R(w))
∫

dtd2r⊥ u∗(w)â(0)− u(w)â†(0) (2.46b)

3 O ile tylko pomin¡¢ w przybli»eniu staªy czynnik wyst¦puj¡cy w rozwini¦ciu modowym operatora pola, mówi¡cy o
nat¦»eniu pola elektrycznego pochodz¡cego od jednego fotonu. Alternatywnie, mo»na wprowadzi¢ zale»no±¢ sprz¦»enia
nieliniowego χ od cz¦sto±ci która ów czynnik skasuje. Oznacza to przyj¦cie przyblizenia, »e rozpad dowolnego fotonu na
dowolne dwa o ni»szych cz¦sto±ciach jest tak samo prawdopodobny niezale»nie od tych cz¦sto±ci.
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Rysunek 2.4: Rzeczywisty wzmacniacz parametryczny mo»na przedstawi¢ jako zªo»enie pasywnego
urz¡dzenia optycznego transformuj¡cego mody wej±ciowe âin na ich kombinacje b̂in, wzmacniaczy które
±ciskaj¡ niezale»nie ka»dy mod b̂ i wyj±ciowego pasywnego �miksera� transformuj¡cego mody wej±ciowe
b̂out na ich kombinacje âout.

identy�kujemy kwadratury (operatory hermitowskie w tym przypadku):

X̂out(w) =
1√
2

∫
d2r⊥dt v∗(w; r⊥, t)â(z, r⊥, t) + v(w; r⊥, t)â†(z, r⊥, t) (2.47a)

X̂in(w) =
1√
2

∫
d2r⊥dt u∗(w; r⊥, t)â(r⊥, t) + u(w; r⊥, t)â†(r⊥, t) (2.47b)

i sprawdzamy komutatory, u»ywajac zwi¡zków (2.27) oraz (2.23):

[Xin(w), Xin(w′)] = iδw,−w′ (2.48)

ponownie, okazuje si¦, »e wzmacniacz skªada si¦ z niezale»nych wzmacniaczy ±ciskaj¡cych mody.

2.3 Korelacje
Transformacja (2.31) czy te» (2.17) pozwala na obliczenie rozmaitych ±rednich. Korelacja pola, czy
te» jednocz¡stkowa macierz g¦sto±ci, okre±laj¡ca widzialno±¢ interferencji pomi¦dzy fal¡ o parametrach
(k⊥, ω) oraz (k′⊥, ω′) (patrz rys. 2.5) wyra»a si¦ (w przypadku zdegenerowanym) caªk¡:

G(1)(k⊥, ω,k′⊥, ω′) =
〈
â†s(z,k⊥, ω)âs(z,k′⊥, ω′)

〉

=
∫

d2k′′⊥dω′′K ′∗
z (k⊥, ω,k′′⊥, ω′′)K ′

z(k
′
⊥, ω′,k′′⊥, ω′′) (2.49a)

=
∑

w>0

2R(w) v∗(w;k⊥, ω)v(w;k′⊥, ω′) . (2.49b)

Jak wida¢, korelacja jednocz¡stkowa ma rozkªad spektralny którego mody s¡ identyczne z modami
wyj±ciowymi rozkªadu na warto±ci osobliwe funkcji K. Warto zauwa»y¢, »e ±rednia liczba fotonów o
zadanej cz¦sto±ci emitowanych w zadanym kierunku wynosi G(1)(k⊥, ω,k⊥, ω).

G(1)
ss (k⊥, ω,k′⊥, ω′) =

〈
â†s(z,k⊥, ω)âs(z,k′⊥, ω′)

〉
(2.50a)

G
(1)
ii (k⊥, ω,k′⊥, ω′) =

〈
â†i (z,k⊥, ω)âi(z,k′⊥, ω′)

〉
(2.50b)

W przypadku niezdegenerowanym mamy dwie korelacje pola � osobno dla fali sygnaªowej i biernej
(korelacja miedzy nimi wynosi zero, a to dlatego, »e ró»nica faz fotonów w parze jest nieustalona, st¡d
»adnych �klasycznych� pr¡»ków interferencyjnych nie zaobserwujemy)

Oka»e si¦, »e wszystkie wy»sze funkcje korelacji wyra»¡ si¦ przez G(1) oraz tzw. anomaln¡ funkcj¦
g¦sto±ci, która odgrywa od lat du»¡ rol¦ w opisie nadprzewodnictwa [52]. W przypadku zdegenerowa-
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Rysunek 2.5: Modelowy ukªad do±wiadczalny do pomiaru widzialno±ci interferencji G(1). Impuls pom-
puj¡cy P pada na krysztaª X, z którego wydobywa si¦ sto»ek spontanicznego promieniowania. Ze
sto»ka tego wybieramy przysªonami A i �ltrami F dwie pary fal, (k⊥, ω) oraz (k′⊥, ω′), które nast¦pnie
interferujemy na beamspliterze BS. W przypadku wykorzystania wolnych detektorów konieczne jest
zrównanie cz¦sto±ci obu fal poprzez przesuni¦cie przynajmniej jednej z nich za pomoc¡ elementu FS,
który mo»na by zrealizowa¢ jako sumowanie cz¦sto±ci w krysztale nieliniowym. Na ko«cu rejestru-
jemy pr¡»ki interferencyjne, (na detektorze D lub D') w funkcji opó¹nienia zmienianego np. poprzez
poruszanie jednym z luster i wyznaczamy widzialno±¢.

nym:
〈
âs(z,k⊥, ω)âs(z,k′⊥, ω′)

〉
=

∫
d2k′′⊥dω′′Kz(k⊥, ω,k′′⊥, ω′′)K ′

z(k
′
⊥, ω′,k′′⊥, ω′′) (2.51a)

=
∑

w>0

2
√

R(w)
√

1 + R(w) v(w;k⊥, ω)v(w;k′⊥, ω′) . (2.51b)

W przypadku niezdegenerowanym mamy jedn¡ g¦sto±¢ anomaln¡ 〈âs(z,k⊥, ω)âi(z,k′⊥, ω′)〉, po-
mi¦dzy fal¡ sygnaªow¡ a jaªow¡. Bierze si¦ to z faktu, »e g¦sto±¢ anomalna to �g¦sto±¢� par.

Pomiar widzialno±ci jest wyzwaniem samym w sobie i dlatego dalej przeanalizujmy korelacje nat¦-
»eniowe. Korelacje takie mo»na zmierzy¢, np. w ukªadzie naszkicowanym na rysunku 3.1 (patrz te»
cz¦±¢ 3). Wynikiem pomiaru jest funkcja:

G(2)(k⊥, ω,k′⊥, ω′) =
〈
: Is(z,k⊥, ω)Is(z,k′⊥, ω′) :

〉− 〈
Is(z,k⊥, ω)Is(z,k′⊥, ω′)

〉

=
〈
â†(k⊥, ω)â†(k′⊥, ω′)â(z,k′⊥, ω′)â(z,k⊥, ω)

〉

−
〈
â†(k⊥, ω)â(z,k⊥, ω)

〉 〈
â†(k′⊥, ω′)â(z,k′⊥, ω′)

〉

=
∣∣∣
〈
â†s(z,k⊥, ω)âs(z,k′⊥, ω′)

〉∣∣∣
2
+

∣∣〈âs(z,k⊥, ω)âs(z,k′⊥, ω′)
〉∣∣2

=
∣∣∣G(1)(k⊥, ω,k′⊥, ω′)

∣∣∣
2
+

∣∣〈âs(z,k⊥, ω)âs(z,k′⊥, ω′)
〉∣∣2 (2.52)

Jak wida¢ z powy»szego wzoru wynik takiego pomiaru, w przypadku, kiedy jednocz¡stkowa korelacja
oraz g¦sto±¢ anomalna s¡ odseparowanie, mo»e posªu»y¢ do rekonstrukcji moduªu funkcji korelacji.
Przy zaªo»eniu, »e funkcja ta jest rzeczywista, co jak zobaczymy (2.67) ma w przypadku sªabego
wzmocnienia miejsce je±li tylko impulsy pompuj¡ce s¡ fourierowsko ograniczone i tworz¡ wi¡zk¦ o
przew¦»eniu w ±rodku krysztaªu, mo»emy równie» odtworzy¢ mody v rozkªadu spektralnego funkcji
korelacji, a zarazem mody wyj±ciowe wzmacniacza.

Jeszcze pro±ciej a zarazem dla caªego wychodz¡cego promieniowania, mo»emy zmierzy¢ korelacje
nat¦»eniowe skumulowane po cz¦sto±ciach � np. w ukªadzie przedstawionym na rys. 2.7.

Wynikiem pomiaru jest funkcja:

G
(2)
〈〉 (k⊥,k′⊥) =

∫
dωdω′G(2)(k⊥, ω,k′⊥, ω′) (2.53)
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Rysunek 2.6: Ukªad do±wiadczalny do pomiaru korelacji nate»eniowych G(2). Impuls pompuj¡cy P
pada na krysztaª X, z którego wydobywa si¦ sto»ek spontanicznego promieniowania. Ze sto»ka tego
wybieramy szczelin¡ spektrometru obrazuj¡cego Sp ±wiatªo wychodz¡ce w ustalony k¡t φ i rozdzielamy
je po cz¦sto±ciach. Rozkªad nat¦»enia w pªaszczy¹nie obrazowej spektrometu rejestrujemy kamer¡
CCD.

X

L

CCD

P

M

M

L

A

A

Rysunek 2.7: Prosty ukªad do±wiadczalny do pomiaru korelacji nate»eniowych G(2) skumulowanych po
cz¦sto±ciach. Impuls pompuj¡cy P pada na krysztaª X, z którego wydobywa si¦ sto»ek spontanicznego
promieniowania. Ze sto»ka tego wybieramy przysªonami A dwa przeciwlegªe obszary (tak aby sztucznie
rozdzieli¢ ±wiatªo na cz¦±¢ �sygnaªow¡� i � jaªow¡�, oczywi±cie kosztem strat nat¦»enia), które nast¦pnie
obrazowane s¡ za pomoc¡ soczewek L na kamer¦ CCD. Soczewki s¡ tak ustawione, aby na kamerze
obserwowa¢ rozkªad nat¦»enia w dalekim polu b¡d¹ w pªaszczy¹nie wyj±ciowej krysztaªu.

2.4 Przybli»enie jednej pary w¡skopasmowych fotonów
Poni»ej poka»¦ jak rozwi¡za¢ zagadnienie znalezienia funkcji przenoszenia K oraz oblicz¦ funkcje kore-
lacji. Zaªo»¦, »e w procesie �uorescencji parametrycznej powstaje w jednym modzie co najwy»ej jedna
para fotonów, a co wi¦cej ich widmo jest ograniczone. Dzi¦ki tym przybli»eniom b¦d¦ mógª poda¢
najistotniejsze i najprostsze charakterystyki funkcji korelacji, to znaczy ich szeroko±ci i eliptyczno±¢,
je±li przybli»y¢ te funkcje funkcjami gaussowskimi.

2.4.1 Pierwszy rz¡d rozwini¦cia w sile nieliniowo±ci
Je±li nat¦»enie wi¡zki pompuj¡cej jest niewielkie, takie mianowicie »e w ka»d¡ par¦ modów emitowana
jest co najwy»ej jedna para fotonów, to sensowne jest odcaªkowanie równa« propagacji (2.30b) i (2.30c).
Szczególnie wygodnie dokona¢ tego w obrazie oddziaªywania, ruguj¡c z równa« propagacj¦ liniow¡
poprzez podstawienie za obwiednie:

Ap(z) = exp
(
iL̂p z

)
Ap(z = 0) = Lp(z)Ap(z = 0) (2.54a)

As(z) = exp
(
iL̂s z

)
As,0(z) = Ls(z)As,0(z) (2.54b)

Ai(z) = exp
(
iL̂i z

)
Ai,0(z) = Li(z)Ai,0(z) (2.54c)

21



gdzie wprowadziªem operatory propagacji liniowej L.
Dokonuj¡c formalnego caªkowania równa« (2.30b) i (2.30c) oraz podstawiaj¡c (2.54b) i (2.54c)

dostajemy:

As,0(z) =As,0(0) + χ

∫
dzLs(−z)[Ap(z)(Li(z)Ai,0(z))∗] (2.55a)

Ai,0(z) =Ai,0(0) + χ

∫
dzLi(−z)[Ap(z)(Ls(z)As,0(z))∗] (2.55b)

Równania te mogliby±my iterowa¢ podstawiaj¡c zamiast Ai,0(z) oraz As,0(z) pod caªkami prawe strony
tych równa«, niemniej jednak »eby uzyska¢ wynik 1. rz¦du w χ wystarczy podstawi¢ Ai,0(z) = Ai,0(0)
i As,0(z) = As,0(0). Wzory (2.55) nabieraj¡ wówczas szczególnie prostej do interpretacji postaci �
okazuje si¦, »e obwiednia fali wychodz¡cej powstaje poprzez zsumowanie przyczynków powstaj¡cych
w drodze nieliniowego oddziaªywania fali wchodz¡cej z fal¡ pompuj¡c¡ a przyczynki trzeba zsumowa¢
z caªej grubo±ci krysztaªu.

W ten sposób mo»emy dosta¢ funkcje K, która szczególnie prosto wyra»a si¦ w przestrzeni fal
monochromatycznych pªaskich, jako »e w tej przestrzeni szczególnie prosto wyra»aj¡ si¦ operatory
propagacji L. Dokonuj¡c odpowiednich transformacji otrzymujemy, wybieraj¡c caªkowanie po z od
−L/2 do L/2 (por. rys. 2.8):

K
(2)
L (ks,⊥, ωs, ki,⊥, ωi) =χÃp(ks,⊥ + ki,⊥, ωs + ωi)

sin(∆kL/2)
L/2

(2.56a)

K
(3)
L (ki,⊥, ωi, ks,⊥, ωs) =χÃp(ks,⊥ + ki,⊥, ωs + ωi)

sin(∆kL/2)
L/2

(2.56b)

gdzie
∆k = ks,z(ks,⊥, ωs) + ki,z(ki,⊥, ωi)− kp,z(ks,⊥ + ki,⊥, ωs + ωi) (2.57)

jest niedopasowaniem fazowym, za± K(1) oraz K(4) s¡ operatorami jednostkowymi4.
4 Operatory K(2) i K(3) s¡ w przypadku generacji pojedynczych par po prostu funkcjami falowymi pary fotonów.

Bowiem w tym przybli»eniu funkcja falowa

Ψ(x, x′) = 〈1x, 1x′ |out〉 = 〈0| â(S)
x â

(S)

x′ Û |0〉 ' 〈0| Û†â(S)
x â

(S)

x′ Û |0〉 =
D
â(H)

x â
(H)

x′

E
= K(2)(x, x′) = K(3)(x′, x) (2.58)

gdzie x to symbolicznie wspóªrz¦dne (wektor falowy/poªo»enie i czas/cz¦sto±¢), górne indeksy (H) i (S) oznaczaj¡ obraz
Heisenberga i Schrödingera, Û jest operatorem ewolucji, za± równo±¢ przybli»ona jest dokªadnie speªniona w pierwszym
rz¦dzie rachunku zaburze«, o którym tu mówimy

Fakt ten oraz ich rozkªad singularny i jego znaczenie podano w pracy [53].

k , wkp, wp

ki , wik , w

ks, wsk , w

Rysunek 2.8: Elementarny proces zachodz¡cy we wzmacniaczu parametrycznym. Foton pompy roz-
pada si¦ na foton sygnaªowy i bierny, przy czym zachowana jest energia oraz poprzeczna skªadowa
wektora falowego. Okre±la to niedopasowanie fazowe ∆kz = kp,z − ks,z − ki,z i tym samym amplitud¦
takiego elementarego procesu która skaluje si¦ jak sin(∆kzL/2)/∆kz.
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Przypadek zdegenerowany
Tym razem K jest operatorem jednostkowym, za±5

K ′
L(ks,⊥, ωs, ki,⊥, ωi) = χÃp(ks,⊥ + ki,⊥, ωs + ωi)

sin(∆kL/2)
L/2

(2.59)

W tym przypadku operatory K i K ′ s¡ symetryczne, wobec tego rozkªad na warto±ci singularne jest
tym samym co rozkªad spektralny.

2.4.2 Gausowskie przybli»enie dopasowania fazowego
Rozwijaj¡c niedopasowanie fazowe (2.57) w szereg wokóª punktu (ω1 = ω2 = ω0, k

2
⊥,s = k2

⊥,i =
ω0/c sin(α0)) i poprzestaj¡c na drugim rz¦dzie rozwini¦cia dostajemy:

∆k ' ~b ·
[
κs

κi

]
+

[
κs κi

] ·A
[
κs

κi

]
(2.60)

Gdzie κi = [ωi − ω0, ki − ω0/c sinα0]. Wektor ~b zawiera w sobie liniowe wyrazy rozwini¦cia (ró»nice
pr¦dko±ci grupowych, k¡t propagacji wi¡zek sygnaªowej i biernej), za± macierz A � kwadratowe (dys-
persje pr¦dko±ci grupowych, dyfrakcje). W rozwini¦ciu tym nie uwzgl¦dniam zale»no±ci od kierunku
k⊥, która pojawia si¦ jedynie ze wzgl¦du na walk-o� wi¡zki pompuj¡cej. Jest to równowa»ne zaªo»eniu,
»e k¡t walk-o�'u jest du»o mniejszy od k¡ta propagacji wi¡zek sygnaªowej i biernej, dodatkowo b¦d¦
zakªadaª »e grubo±¢ krysztaªu jest du»o mniejsza od zasi¦gu Raileigha wi¡zki pompuj¡cej, co pozwoli
mi pomin¡¢ wyrazy odpowiedzialne za jej dyfrakcj¦.

Dopasowanie fazowe w tym przybli»eniu okazuje si¦ funkcja 4 zmiennych - dwóch cz¦sto±ci oraz dªu-
go±ci prostopadªych skªadowych wektorów falowych. Warunek, »eby wyrazy liniowe w tych zmiennych
(~b · ~κ) zsumowaªy si¦ do 0 daje nam jedno równanie i tym samym okre±la trójwymiarow¡ podprze-
strze« (prostopadª¡ do ~b) w której w pierwszym rz¦dzie dopasowanie jest idealne. Diagonalizuj¡c w
niej form¦ kwadratow¡ okre±lon¡ przez macierz A znajdziemy trzy kierunki wzdªu» których niedo-
pasowanie narasta powoli oraz mo»emy wprowadzi¢ czwarty, prostopadªy (równolegªy do ~b), wzdªu»
którego niedopasowanie zmienia si¦ najszybciej. Dalej budujemy macierz M , której wektory wªasne
odpowiadaj¡ tym kierunkom, za± warto±ci wªasne s¡ tak dobrane, »eby w tych kierunkach sªuszne byªo
przybli»enie (patrz rys. 2.9)

sin(∆kL/2)
∆kL/2

' exp
(〈

κs

κi

∣∣∣∣ M
∣∣∣∣
κs

κi

〉)
(2.61)

Porównanie prawej i lewej strony powy»szego wzoru przedstawia rys. 2.10. Okazuje si¦, »e w caªej

0
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0
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x

Rysunek 2.9: Porównanie funkcji (sin(x)/x)2 (linia ci¡gªa) oraz exp(−x2/5)2 (linia przerywana) i
funkcji (sin(x2)/x2)2 (linia ci¡gªa) oraz exp(−x2/3)2 (linia przerywana)

5indeksy s i i zachowaªem jedynie aby nie zmienia¢ notacji. W rzeczywisto±ci nie s¡ to fale sygnaªowe i bierne, a
jedynie 1. i 2. skªadowa jedynej fali wzmacnianej.
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Rysunek 2.10: Porównanie rzeczywistej powierzchni dopasowania fazowego (siodªo i sto»ki) z przy-
bili»eniem gaussowskim (kula). Na wykresach narysowania jest powierzchnia, która po pogrubieniu
okre±liªaby obszar dopasowania fazowego. Przybli»amy ten obszar kul¡. Na rysunku po lewej stronie
osiami s¡: kierunek w którym dopsawanie fazowe jest ªamane ju» w pierwszym rz¦dzie (a[4]) oraz dwa
kierunki diagonalizuj¡ce form¦ kwadratow¡ zbudowan¡ z drugiego rz¦du rozwini¦cia ∆kz, a po prawej
stronie trzy kierunki gªówne formy kwadratowej.

przestrzeni przybli»enie to jest umiarkowane, poniewa» macierz A nie jest ani dodatnio, ani ujemnie
okre±lona. Wyniki otrzymane przy u»yciu tego przybli»enia nale»y traktowa¢ ostro»nie; tak dªugo
jednak jak zakres cz¦sto±ci mierzonego promieniowania nie jest zbyt du»y, przybli»enie gaussowskie
jest speªnione.

Ostatecznym celem tych przybli»e« jest przedstawienie funkcji K ′ w postaci:

K ′
L(κs, κo) = χÃp(κs + κo) exp

(〈
κs

κi

∣∣∣∣M
∣∣∣∣
κs

κi

〉)
(2.62)

które wykorzystam dalej do analitycznego znalezienia funkcji korelacji i modów wªasnych wzmacniacza
parametrycznego w wyidealizowanym przypadku. Przykªad caªej procedury w przypadku krysztaªu
BBO I typu podaªem w dodatku B.

2.4.3 Przypadek pompowania koherentnym, ultrakrótkim impulsem
Wykorzystuj¡c gausowskie przybli»enie dopasowania fazowego oraz zakªadaj¡c, »e impuls pompuj¡cy
ma posta¢ gausowsk¡:

Ap(x, y, z = 0, t) =
2
w

√
2
τ

(
ln 2
π

)3/4

exp
(
−2 ln 2

(
t2

τ2
+

x2 + y2

w2

))
(2.63)

Ãp(k⊥, z = 0, ω) =w2τ
( π

2 ln 2

)3/2
exp

(
− 1

8 ln 2
(
ω2τ2 + k2

⊥w2
))

(2.64)

oraz rozwijaj¡c k2
⊥ = k2

1 + k2
2 − 2k1k2 cos∆φ gdzie ∆φ = φ1 − φ2 − π w szereg:

k2
⊥ ' ∆−k2 + k2

z,o,0∆φ2 (2.65)

dostajemy, »e funkcja K ′ ma posta¢ gausowsk¡ (por. (2.62)).

2.4.4 Korelacje przy sªabym pompowaniu
Korzystaj¡c z powy»szego mo»emy obliczy¢ funkcje korelacji. Pro±ciej wyrazi si¦ anomalna funkcja
g¦sto±ci (por. (2.58)), w przypadku zdegenerowanym:

〈
âs(z,k⊥, ω)âs(z,k′⊥, ω′)

〉
= K ′

L(k′⊥, ω′,k⊥, ω) (2.66)
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Rysunek 2.11: Dwuwymiarowa funkcja gausowska jest w peªni scharakteryzowana przez podanie sze-
roko±ci rozkªadów

√
〈∆k2〉 i

√
〈∆ω2〉 oraz stopnia korelacji pomi¦dzy zmiennymi (kowariancji), który

dla wygody we¹miemy równy sinψ.

Za± G(1) okazuje si¦ by¢ postaci:

G(1)(k, ω, φ, k′, ω′, φ′) = χ2A2
0w

4τ2
( π

2 ln 2

)3
G

(1)
φ (φ−φ′)G

(1)
+

(
k + k′

2
,
ω + ω′

2

)
G

(1)
−

(
k − k′

2
,
ω − ω′

2

)

(2.67)
gdzie

G
(1)
φ (φ− φ′) =

2
√

π ln 2 kz,o,0

w
· exp

(
− w2

16 ln 2
k2

z,o,0(φ− φ′)2
)

(2.68)

za± G
(1)
+ i G

(1)
− to dwuwymiarowe funkcjie gausowskie od swoich argumentów (patrz rys. 2.11). Taka

posta¢ funkcji korelacji pola daje nam bardzo proste wyra»enie na nat¦»enie �uorescencji:

I(k, ω, φ) = I0G
(1)
+ (k, ω) (2.69)

gdzie I0 jest staª¡. Wyra»enie to pokazuje gdzie zaªamuje si¦ przybli»enie w¡skopasmowe. Zgodnie z
nim �uorescencja parametryczna ma niezerowe nat¦»enie jedynie w w¡skim obszarze spektralnym wokóª
(dowolnie wybranej) cz¦sto±ci centralnej rozwini¦cia dopasowania fazowego (2.60). W rzeczywisto±ci
(por. rys. 3.8 na str. 41) �uorescencja rozci¡ga si¦ na obszar spektralny o szeroko±ci rz¦du 200nm.
Niew¡tpliwie zastosowane przybli»enie w¡skopasmowe nie mo»e dobrze przewidywa¢ �uorescencji w tak
szerokim pa±mie. Niemniej jednak spodziewamy si¦, »e dla cz¦sto±ci wokóª której dokonano rozwini¦cia
dopasowania fazowego, wzór (2.69) mo»e odtwarza¢ rzeczywist¡ szeroko±¢ k¡tow¡ �uorescencji, któr¡
zde�niujemy jako wariancj¦ rozkªadu dla cz¦sto±ci rozwini¦cia:

∆αI =
c

ω0

√√√√
∫

dkG
(1)
+ (k, ω0)k2

∫
dkG

(1)
+ (k, ω0)

(2.70)

Z równania (2.67) chc¦ obliczy¢ jeszcze rozmiar korelacji nat¦»eniowych, celem porównania z eks-
perymentem. Wielko±ci¡ mierzon¡ b¦dzie kowariancja nat¦»e« pomi¦dzy ustalonym punktem, a jego
s¡siedztwem (poniewa» w wykorzystanym ukªadzie eksperymentalnym dost¦pny jest jedynie jeden k¡t
φ to dla uproszczenia pomijam zale»no±¢ od tego k¡ta):

g2(∆k, ∆ω; k, ω) =
〈I(k, ω)I(k + ∆k, ω + ∆ω)〉 − 〈I(k, ω)〉 〈I(k + ∆k, ω + ∆ω)〉√

〈I(k, ω)2)〉 − 〈I(k, ω)〉2
√
〈I2(k + ∆k, ω + ∆ω)〉 − 〈I(k + ∆k, ω + ∆ω)〉2

=
|G(1)(k, ω, k + ∆k, ω + ∆ω)|2

|G(1)(k, ω, k, ω)G(1)(k + ∆k, ω + ∆ω, k + ∆k, ω + ∆ω)| (2.71)
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gdzie ostatnia równo±¢ zachodzi pod warunkiem, »e ∆k i ∆ω s¡ maªe, tak »eby nie bada¢ korelacji
pomi¦dzy wi¡zkami sprz¦»onymi, która pochodzi od zaniedbanego powy»ej czªonu g¦sto±ci anomalnej
z równania (2.52). Dalej przechodzimy do zmiennych �eksperymentalnych� t.j. dªugo±ci fali i k¡ta
obserwacji, podstawiaj¡c:

∆k 'ω

c
∆α +

α

c
∆ω (2.72)

∆ω 'ω

λ
∆λ (2.73)

Interpretuj¡c kowariancj¦ nat¦»e« jako ª¡czny rozkªad prawdopodobie«stwa zmiennych ∆α i ∆λ i
traktuj¡c k (lub α) i ω (lub λ) jako parametry sprowadzamy g2 do postaci (por. rys. 2.11):

g2(∆λ,∆α) = exp

(
− 1

2(1− C2)

(
∆λ2

〈∆λ2〉 +
∆α2

〈∆α2〉
)

+
C

1− C2

∆λ√
〈∆λ2〉

∆α√
〈∆α2〉

)
(2.74)

gdzie C (kowariancja zmiennych x i y które miaªyby rozkªad g2(x, y)) oraz
√
〈∆λ2〉 oraz

√
〈∆α2〉 (sze-

roko±ci rozkªadu) zale»¡ od punktu wokóª którego obliczamy kowariancj¦ nat¦»e«. Technicznie rzecz
bior¡c, chc¡c pozna¢ g2 pomi¦dzy pewnym punktem (wybranym na krzywej idealnego dopasowania
fazowego) a jego otoczeniem, dokonam rozwini¦cia (2.60) wokóª tego punktu i po opisanych prze-
ksztaªceniach wyznacz¦ g2. Poniewa» g2 skupiona jest na obszarze k¡towym rz¦du kilku miliradianów
i spektralnym rz¦du kilku nm, to uwa»am, »e korzystanie z rozwini¦cia (2.60) jest uzasadnione.

Parametry ∆αI , C,
√
〈∆λ2〉 i

√
〈∆α2〉 obliczyªem za pomoc¡ skryptu w programie Maple dla

przypadku oddziaªywania typu I w krysztale BBO dªugo±ci 2mm umieszczonego w ognisku wi¡zki
pompuj¡cej która skªada si¦ z fourierowsko ograniczonych impulsów. Wyniki dla dwóch dªugo±ci fali
sygnaªowej, k¡tów obserwacji takich, by zachodziªo idealne dopasowanie fazowe i dwóch ustawie« krysz-
taªu od czasu trwania impulsów τ oraz ich ±rednicy w przedstawiaj¡ rysunki 2.12-2.14.

Szeroko±¢ rozkªadu k¡towego �uorescencji dla ustalonej dªugo±ci fali �uorescencji jest odwrotnie
proporcjonalna do w dla du»ych τ oraz odrotnie proporcjonalna do τ dla du»ych w. Granica du»ych
±rednic i granica du»ych czasów trwania (górny prawy róg wokóª którego zagi¦te s¡ poziomice na rys.
2.12) zale»y od ustawienia krysztaªu oraz dªugo±ci fali obserwacji, przy czym zale»no±¢ od ustawienia
krysztaªu jest du»o silniejsza dla dªugich fal, poniewa» dla nich kat dopasowania fazowego i tym samym
obserwacji du»o silniej zale»y od k¡ta ustawienia krysztaªu θ.

Szeroko±¢ rozkªadu k¡towego korelacji
√
〈∆α〉 ma w zastosowanym przybli»eniu osobliwo±¢, tj.

szeroko±¢ normalizacji (mianownika (2.71)) zrównuje si¦ z szeroko±ci¡ korelacji nieznormalizowanej
G(2) (licznika (2.71)). W takim przypadku wszelkie odchylenia ksztaªtu korelacji od gaussowskiego
bardzo istotnie wpªywaj¡ na g2 i ju» na tym etapie wida¢, »e dla pewnych kombinacji parametrów
przewidzenie rozmiaru g2 b¦dzie nieudane.

Zgodnie z intuicj¡, dla pompowania bliskiego monochromatycznemu (du»e τ) szeroko±¢ rozkªadu
k¡towego zale»y tylko od w.

Szeroko±¢ rozkªadu spektralnego korelacji
√
〈∆λ〉 równie» ma w zastosowanym przybli»eniu oso-

bliwo±¢ (rys. 2.14). Wida¢, »e w du»ej odlegªo±ci od linii osobliwo±ci szeroko±¢ rozkªadu spektralnego
zale»y tylko od τ .

Kowariancja pomi¦dzy cz¦sto±ciami a k¡tami silnie zale»y od τ i w, mo»e by¢ zarówno dodatnia,
ujemna jak i zerowa (rys. 2.15).

2.5 Rozprzestrzenianie si¦ i ewolucja korelacji w trakcie oddziaªywa-
nia

Dalszy wgl¡d w natur¦ i pochodzenie korelacji czasoprzestrzennych we �uorescencji parametrycznej
mo»emy uzyska¢ pisz¡c i rozwi¡zuj¡c równania wedªug których ewoluuj¡ one wzdªu» krysztaªu. Pod-
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Rysunek 2.12: Szeroko±¢ k¡towa �uorescencji dla ustalej dªugo±ci fali 10 log(∆αI/1mrad)

stawiaj¡c (2.31) do (2.15) mo»emy uzyska¢ równania ewolucji funkcji greena K. W przypadku niezde-
generowanym przyjmuje ono posta¢:

∂K(1)(x, x′)
∂z

= L̂s(x)K(1)(x, x′) + χAp(x)K(3)∗(x, x′) (2.75a)

∂K(3)(x, x′)
∂z

= L̂i(x)K(3)(x, x′) + χAp(x)K(1)∗(x, x′) (2.75b)

∂K(2)(x, x′)
∂z

= L̂s(x)K(2)(x, x′) + χAp(x)K(4)∗(x, x′) (2.75c)

∂K(4)(x, x′)
∂z

= L̂i(x)K(4)(x, x′) + χAp(x)K(2)∗(x, x′) (2.75d)
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Rysunek 2.13: Szeroko±¢ rozkªadu k¡towego korelacji 10 log(
√
〈∆α2〉/1mrad)

za± w przypadku zdegenerowanym:

∂K(x, x′)
∂z

= L̂(x)K(x, x′) + χAp(x)K ′∗(x, x′) (2.76a)
∂K ′(x, x′)

∂z
= L̂(x)K ′(x, x′) + χAp(x)K∗(x, x′) (2.76b)

Rozwi¡zywanie tych równa« mo»na przeprowadzi¢ niezale»nie dla ka»dego x′. Warunek pocz¡tkowy
ma posta¢:

K(x, x′; z = 0) = δ(x− x′) (2.77a)
K ′(x, x′; z = 0) = 0 (2.77b)

Jest to w istocie badanie propagacji impulsów typu delta.
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Rysunek 2.14: Szeroko±¢ rozkªadu spektralnego korelacji 10 log(
√
〈∆λ2〉/1nm)

Od tych równa« przechodzimy do równa« ewolucji funkcji korelacji (patrz punkt 2.3, str. 19),
ró»niczkuj¡c po z ich de�nicje (2.49a) i (2.51a). Korzystaj¡c ze zwi¡zku komutacyjnego [a, a†] = 1 w
przypadku zdegenerowanym dostaniemy:

∂G(1)(x, x′)
∂z

=
(
L̂∗(x) + L̂(x′)

)
G(1)(x, x′) + χA∗p(x)

〈
a(x)a(x′)

〉
+ χAp(x′)

〈
a(x′)a(x)

〉∗ (2.78a)
∂ 〈a(x)a(x′)〉

∂z
=

(
L̂(x) + L̂(x′)

) 〈
a(x)a(x′)

〉
+ χ

(
Ap(x) + Ap(x′)

) (
G(1)(x, x′) +

1
2
δ(x− x′)

)

(2.78b)

gdzie Ap jest zale»n¡ od z obwiedni¡ fali pompuj¡cej, za± L̂ operatorem liniowej propagacji fali sygna-
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Rysunek 2.15: Kowariancja C

ªowej (2.16) (str. 13). W przypadku niezdegenerowanym:

∂G
(1)
ss (x, x′)
∂z

=
(
L̂∗s(x) + L̂s(x′)

)
G(1)

ss (x, x′) + χA∗p(x)
〈
as(x′)ai(x)

〉
+ χAp(x′)

〈
as(x)ai(x′)

〉∗

(2.79a)
∂G

(1)
ii (x, x′)
∂z

=
(
L̂∗i (x) + L̂i(x′)

)
G

(1)
ii (x, x′) + χA∗p(x)

〈
as(x)ai(x′)

〉
+ χAp(x′)

〈
as(x′)ai(x)

〉∗

(2.79b)
∂ 〈as(x)ai(x′)〉

∂z
=

(
L̂s(x) + L̂i(x′)

) 〈
as(x)ai(x′)

〉
+ χAp(x)G(1)

ii (x, x′) + Ap(x′)G(1)
ss (x, x′)

+ Ap(x)δ(x− x′) (2.79c)

gdzie L̂s i L̂i to operatory liniowej propagacji zde�niowane zwi¡zkiem (2.16). Zarówno G(1) jak i
〈a(x)a(x′)〉 s¡ równe zeru na pocz¡tku krysztaªu, ale sytuacja ta szybko ulega zmianie na skutek ist-
nienia niejednorodnego czªonu z delt¡. Równania powy»sze najªatwiej rozwi¡za¢ metod¡ split step.
Ich pierwsze czªony odpowiadaja propagacji liniowej, która na sko«czonym odcinku sprowadza si¦ do
przepropagowania dla ka»dego x′ zgodnie z zasadami propagacji zawartymi w L(x) a nast¦pnie dla
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Rysunek 2.16: Schemat ewolucji funkcji korelacji w modelowym przypadku niezdegenerowanym je±li
istotne s¡ jedynie ró»nice pr¦dko±ci grupowych.

ka»dego x zgodnie z tre±ci¡ L(x′). Szczególnie prosto tego dokona¢, je±li problem zdominowany jest
przez ró»nice pr¦dko±ci grupowych i walko� poª¡czony z du»ym k¡tem propagacji wi¡zek sygnaªowej i
biernej w stosunku do pompy. Wówczas dziaªanie operatorów L sprowadza si¦ do przesuwania (sprz¦-
»one operatory przesuwaj¡ w t¡ sam¡ stron¦). Jednocze±nie na osi x = x′ powstaje za spraw¡ czªonu
z delt¡ g¦sto±¢ anomalna, która dalej stanowi ¹ródªo dla funkcji G(1). Sytuacj¦ w jednym wymiarze
pogl¡dowo przestawia rysunek 2.16, na którym zaznaczyªem obszary gdzie funkcje korelacji s¡ nieze-
rowe oraz kierunki ich rozsuwania. Je±li dodatkowo narysowa¢ g¦sto±¢ anomaln¡ odbit¡ wzgl¦dem osi
x = x′ oraz χAp(x) i χAp(x′) to ªatwo przeanalizowa¢ wszystkie czªony ¹ródªowe odpowiednich funkcji
korelacji. Ewolucja, obrazowo mówi¡c, polega na �wylewaniu si¦� funkcji korelacji z tych ¹ródeª w
kierunku zadanym przez propagacj¦.

Na rysunku 2.17 zebraªem wyniki numerycznego rozwi¡zywania równa« (2.79) w modelowym jed-
nowymiarowym przypadku niezdegenerowanym je±li istotne s¡ jedynie ró»nice pr¦dko±ci grupowych
(np. generacja �uorescencji w ±wiatªowodzie wytworzonym w periodycznie spolaryzowanym krysztale
[54]). Tzn. przyj¡ªem L̂s = L∆β1,s/τp ∂t, L̂i = L∆β1,i/τp ∂t, za jednostk¦ czasu obraªem dªugo±¢
trwania impulsu pompuj¡cego τp a za jednostk¦ dªugo±ci grubo±¢ krysztaªu L. Impuls pompuj¡cy za-
ªo»yªem gaussowski o amplitudzie jednej jednostki nat¦»enia pola. Dzi¦ki temu moja symulacja jawnie
miaªa 3 parametry � dwie ró»nice pr¦dko±ci grupowych ∆β1,s, ∆β1,i oraz nieliniowo±¢ χ.

Dzi¦ki temu modelowi mo»emy przewidzie¢

2.6 Nat¦»enie �uorescencji
Okazuje si¦, »e na proces generacji �uorescencji parametrycznej w re»imie du»ego wzmocnienia, poza
dopasowaniem fazowym, w istotny sposób wpªywa dopasowanie pr¦dko±ci grupowych. Aby wyja±ni¢
ten efekt wyobra¹my sobie przez chwil¦, »e �uktuuj¡ce pole elekryczne pró»ni które daje pocz¡tek �u-
orescencji skªada si¦ z impulsów. Dªugo±¢ tych impulsów jest ograniczona poprzez pasmo wzmocnienia.
Z kolei pasmo wzmocnienia (w przypadku zdegenerowanym) ograniczone jest poprzez pochodz¡ce od
dyspersji kwaratowe wyrazy rozwini¦cia dopasowania fazowego (2.60). W efekcie okazuje si¦, »e charak-
terystyczna dªugo±¢ impulsów �uorescencji τf speªnia L = 2zDS = 2πτ2

f /β2,s, tj. jest taka, »eby droga
dyspersyjna (odpowiednik zasi¦gu Railegha) byªa równa poªowie grubo±ci krysztaªu. Jeszcze innymi
sªowy, τf jest takie, »e impulsy pocz¡tkowo fourierowsko ograniczone po propagacji przez krysztaª s¡
najkrótsze (impulsy krótsze szybciej si¦ wydªu»aj¡, dªu»sze ju» s¡ dªugie). Impulsy takie o losowym
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Rysunek 2.17: Funkcja korelacji na z wyj±ciu o±rodka w modelowym przypadku niezdegenerowanym
je±li istotne s¡ jedynie ró»nice pr¦dko±ci grupowych.
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Rysunek 2.18: Wzmacnianie impulsu na skutek oddziaªywania z ultrakrótkim impulsem pompuj¡cym
zachodzi na drodze Li na której przekrywaja si¦ one w czasie. Cz¦sto jest to droga du»o krótsza ni»
grubo±¢ krysztaªu.

poªo»eniu w czasie wpadaj¡ do krysztaªu w którym zachodzi ich wzmacnianie na skutek oddziaªywa-
nia z impulsem pompuj¡cym. Jednak zazwyczaj ich pr¦dko±¢ grupowa istotnie ró»ni si¦ od pr¦dko±ci
grupowej impulsu pompuj¡cego i dlatego te» efektywna droga na której oddziaªuj¡ one z pomp¡ Li i
ulegaj¡ wzmocnieniu jest du»o krótsza ni» grubo±¢ krysztaªu (rys. 2.18). Mo»emy oszacowa¢:

Li ' τp

β1,p − β1,s
(2.80)

gdzie zaªo»yªem, »e czas trwania impulsu pompuj¡cego τp jest du»y, za± β1 to rzuty odwrotno±ci
odpowiednich pr¦dko±ci grupowych (równe pochodnym po cz¦sto±ci wektorów falowych β1 = ∂ωkz).
W rzeczywistym procesie musimy wzia¢ pod uwag¦ efekt niedopasowania pr¦dko±ci grupowych zarówno
dla wiazki sygnaªowej jak i biernej. W jednym wymiarze mo»na stosunkowo ªatwo przeprowadzi¢ szereg
symulacji modelowych celem zbadania wpªywu ró»nicy pr¦dko±ci grupowych na caªkowite nat¦»enie
�uorescencji. Wyniki dla mniejszego i wi¦kszego sprz¦»enia nieliniowego przedstawia rys. 2.19. Okazuje
si¦, »e korzystniej ze wzgl¦du na caªkowite nat¦»enie �uorescencji spontanicznej jest je±li nast¦puje
zrównanie pr¦dko±ci grupowej sygnaªu i wi¡zki biernej β1,s = β1,i ni» gdy zachodzi β1,p = β1,s. Fakt ten
mo»na zrozumie¢, je±li wzi¡c pod uwag¦, »e wykªadnicze narastanie nat¦»enia impulsu wzmacnianego
uwarunkowane jest oddziaªywaniem wszystkich 3. fal, a impuls pompuj¡cy jest typowo du»o dªu»szy
ni» charakterystyczny impuls sygnaªowy (τp À τf ).

Dla du»ych nate»e« wi¡zki pompuj¡cej (rys. 2.19b) wzmocnienie ma charakter wybitnie wykªad-
niczy i dlatego szybko maleje nawet na linii β1,s = β1,i wzdªu» której maleje droga oddziaªywanai
pary impulsów wzmacnianych z pompuj¡cym. Z podobnych wzgl¦dów dla maªych ró»nic pr¦dko±ci
grupowych warunek β1,s = β1,i jest mniej krytyczny ni» dla du»ych.

W eksperymencie zale»no±¢ nat¦»enia �uorescencji od ró»nicy rzutów pr¦dko±ci grupowej na kieru-
nek wi¡zki pompuj¡cej jest wyra¹nie widoczna (patrz rys. 3.8). Bior¡c pod uwag¦ wyniki pierwszego
rz¦du rachunku zaburze« (rozdziaª 2.4) spodziewaliby±my si¦, »e gªówny wpªyw na nat¦»enie �uore-
scencji w funkcji k¡ta i cz¦sto±ci b¦dzie miaªo dopasowanie fazowe, czyli »e nat¦»enie to b¦dzie istotne
wokóª krzywej idealnego dopasowania, jednej z przedstawionych na rys. 3.3. Okazuje si¦ jednak, »e
dodatkowo wzdªu» takiej krzywej istotnie zmienia si¦ ró»nica pr¦dko±ci grupowych (rys. 2.20). W
±wietle wyników modelu ±wiatªowodowego spodziewamy si¦, »e w krysztale BBO ustawionym pod k¡-
tem θ = 30o �uorescencja powstanie gªównie w okolicy 490nm gdzie zachodzi zrównanie wszystkich
pr¦dko±ci grupowych, za± dla k¡ta θ = 40o spodziewamy si¦, »e powstanie intensywna �uorescencja
w szerokim obszarze widmowym od 650 poprzez 800 do 1040nm bowiem tam zrównuje si¦ pr¦dko±¢
grupowa fali sygnaªowej i jaªowej. Fakt i» wyniki te zostaªy otrzymane w modelu jednowymiarowym
oznacza, »e stosuj¡ si¦ dla fal pªaskich oraz wtedy, gdy oddziaªywanie nie jest ograniczone przez po-
przeczne rozmiary wi¡zek. Na przykªad, je±li ±wiatªo �uorescencji parametrycznej rozchodzi si¦ pod
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Rysunek 2.19: Caªkowite nat¦»enie �uorescencji spontanicznej (wyra»one ±redni¡ ilo±ci¡ fotonów) w
funkcji ró»nicy pr¦dko±ci grupowych ∆s = L(β1,p−β1,s)/τp oraz ∆i = L(β1,p−β1,i)/τp. Po lewej stronie
maªe nat¦»enie pompy (χ = 1) po prawej du»e (χ = 5). Wyniki uzyskaªem z modelu oddziaªywania w
bezdyspersyjnym ±wiatªowodzie.
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Rysunek 2.20: Rzuty odwrotno±ci pr¦dko±ci grupowych [fs/µm] na kierunek pompy w BBO w od-
dziaªywaniu I typu w kierunkach idealnego dopasowania fazowego w funkcji dªugo±ci fali sygnaªowej
przy pompowaniu na 400nm. Linia ci¡gªa pozioma przedstawia β1,p(ωp), przerywana β1,s(ωs) a ci¡gªa
β1,i(ωp−ωs). Po lewej stronie wyniki dla krysztaªu wyci¦tego pod katem θ = 30o a po prawej θ = 40o.
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Rysunek 2.21: Wzmacnianie ±wiatªa rozchodz¡cego sie pod k¡tem na skutek oddziaªywania z wi¡zk¡
pompuj¡c¡ zachodzi na drodze Li na której przekrywaj¡ si¦ one w przestrzeni. Zale»nie od np. ±rednicy
wi¡zki pompuj¡cej droga ta mo»e by¢ krótsza ni» grubo±¢ krysztaªu.

du»ym k¡tem do wi¡zki pompuj¡cej, to droga oddziaªywania b¦dzie ograniczona, jak to schematycznie
przedstawiªem na rysunku 2.21. Oznacza to z kolei, »e dla maªych ±rednic wi¡zki pompuj¡cej ró»nice
pr¦dko±ci grupowych b¦d¡ miaªy mniejsze znaczenie (bo droga oddziaªywania i tak jest ograniczona)
i powstanie �uorescencja rozci¡gaj¡ca si¦ na szerszy obszar spektralny.
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Rozdziaª 3

Do±wiadczalne badanie korelacji

W ramach niniejszej pracy przeprowadziªem pomiary umo»liwiaj¡ce wyznaczenie rozmiaru k¡towego i
szeroko±ci spektralnej korelacji w ±wietle �uorescencji parametrycznej. Posªu»yª mi do tego wzmacniacz
impulsów femtosekundowych typu CPA (Chirped Pulse Ampli�er) α-1000 US dost¦pny w Laborato-
rium Procesów Ultraszybkich Uniwersytetu Warszawskiego oraz ukªad do±wiadczalny przedstawiony
na rys. 3.1.

Wybór pola pompuj¡cego w postaci impulsów femtosekundowych podyktowany jest dwoma pod-
stawowymi wzgl¦dami. Po pierwsze przy tak krótkich impulsach stosunkowo ªatwo jest osi¡gn¡¢ moc
wystarczaj¡c¡ do uzyskania znacznego wzmocnienia (rz¦du setek tysiecy) dzi¦ki czemu �uorescencja
spontaniczna staje si¦ widoczna goªy okiem oraz ªatwa do rejestracji. Po drugie za± �uorescencja pa-
rametryczna ma pewien typowy czas spójno±ci, który w stosowanym przez mnie krysztale BBO jest
wªa±nie rz¦du femtosekund. Zastosowanie impulsów pompuj¡cych porównywalnej dªugo±ci umo»liwa
wytworzenie ±wiatªa spójnego. Z drugiej strony dobrze jest, je±li zarówno spójno±¢ czasowa pompy
jak i charakterystyczna spójno±¢ czasowa �uorescencji jest na tyle krótka »e pasmo z ni¡ zwi¡zane jest
wieksze niz rozdzielczo±¢ spektrometru, dzi¦ki temu bowiem mamy mo»liwo±¢ caªkowitego rozdzielenia
modów1 �uorescencji. W moich eksperymentach ten warunek byª dobrze speªniony.

Wa»n¡ cech¡ moich eksperymentów jest zbieranie ±wiatªa �uorescencji po ka»dym impulsie pom-
puj¡cym z osobna. Ukªad steruj¡cy komórk¡ Pockelsa we wzmacniaczu impulsów jest odpowiednio
bramkowany, tak, »e po ka»dym impulsie nast¦puje najpierw peªny odczyt zawarto±ci kamery CCD i
dopiero wówczas ukªad laserowy wysyªa nast¦pny impuls pompuj¡cy. Dzi¦ki takiemu post¦powaniu
ka»dorazowo rejestruj¦ na kamerze CCD warto±ci operatorów liczby fotonów w bazie fal monochroma-
tycznych pªaskich2 i mog¦ obliczy¢ dowoln¡ (normalnie uporz¡dkowan¡) ±redni¡ wyra»aj¡c¡ si¦ przez
takie operatory jako ±redni¡ po zespole zarejestrowanych rozkªadów nat¦»enia.

3.1 Krysztaªy. Typy dopasowania fazowego.
W moich eksperymentach u»ywaªem krysztaªu β-boranu baru (BBO), popularnego o±rodka jednoosio-
wego o du»ym wpóªczynniku nieliniowo±ci i transmisji si¦gajacej do ok. 300nm. W takim krysztale
uzyskanie idealnego dopasowania fazowego w procesie mieszania trzech fal, czyli dokªadnego zachowa-
nia p¦du, mo»liwe jest w dwóch tzw. typach, czyli dla dwóch istotnie ró»nych kierunków polaryzacji
oddziaªuj¡cych fal.

Typ I. Wi¡zka pompuj¡ca propaguje sie jako fala nazdwyczajna, a wi¡zki sygnaªowe i bierne jako
fale zwyczajne (dlatego czasem okre±la sie ten typ oddziaªywania jako eoo). Dopasowanie fazowe
naszkicowane jest na rysunku 3.2 dla ustalonych cz¦sto±ci pompy, sygnaªu i fali jaªowej. Wektor
falowy pompy kp wraz ze zmian¡ jej kierunku porusza si¦ po elipsoidzie obrotowej której osi¡ jest os

1w tym rodziale mody mo»na rozumie¢ jako czasowo-przestrzenne obszary spójno±ci promieniowania
2jest to przybli»enienie, dobrze speªnione ze wzgl¦du na ograniczenie minimalnego rozmiaru struktur k¡towych i

spektralnych poprzez impulsy pompuj¡ce
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Rysunek 3.1: Ukªad do±wiadczalny stosowany do pomiaru korelacji nat¦»eniowych. Wi¡zka impul-
sów femtosekundowych ze wzmacniacza (ok. 1mJ, 50fs@800nm) jest najpierw przetwarzana na drug¡
harmoniczn¡ w krysztale BBO grubo±ci 1mm (SHX) nast¦pnie ulega wielokrotnemu odbiciu od luster
dichroicznych DM dzi¦ki czemu od�ltrowaniu ulega skªadowa fundamentalna. Tak przygotowane nie-
bieskie impulsy (ok. 100µJ, 90fs@400nm) s¡ ogniskowane za pomoc¡ soczewki L (ró»ne ogniskowe)
w krysztale FX w którym zachodzi proces �uorescencji parametrycznej. Promieniowy wycinek sto»ka
�uorescencji przechodzi przez poziomo ustawion¡ szczelin¦ spektrometru Sp tworz¡c na kamerze CCD
obraz nat¦»enia w funkcji k¡ta i dªugo±ci fali.

z
kp

ks ki

Rysunek 3.2: Dopasowanie fazowe pierwszego typu, przeci¦cie w pª¡szczy¹nie zawieraj¡cej o± optyczn¡
i wektor falowy pompy. Kierunek z wybieramy wzdªu» kierunku wektora falowego pompy, zazwyczaj
krysztaª ma ±ciany wyci¦te prostopadle do z.

optyczna krysztaªu. Je±li z pocz¡tku wektora kp zatoczymy sfer¦ promieniem odpowiadaj¡cym dªugo±ci
wektora falowego wi¡zki sygnaªowej ks a z ko«ca wektora kp sfer¦ promieniem odpowiadaj¡cym dªugo±ci
wektora falowego wi¡zki jaªowej ki, to sfery te przetn¡ si¦ na okr¦gu wyznaczaj¡c kierunki idealnego
dopasowania par fal sygnaªowych i biernych (na rysunku widocznym jako dwa punkty, poni»ej i powy»ej
osi z). Okr¡g ten ma ±rodek na osi z i jest do niej prostopadªy. Przekªada si¦ on na dwa sto»ki
koncentryczne z kp na powierzchni których le»¡ dopasowane wektory falowe sygnaªowe i jaªowe. Wraz
ze zmian¡ k¡ta propagacji fali pompuj¡cej zmienia si¦ odlegªo±¢ mi¦dzy kulami po których poruszaj¡ si¦
ks i ki, a zatem zmienia si¦ k¡t rozwarcia sto»ka na którym le»¡ wektory falowe idealnie dopasowanych
fal sygnaªowych.

Podziaª na fale sygnaªow¡ i jaªow¡ jest w typie I spraw¡ czysto umown¡. W szczególno±ci tylko w
tym typie mo»emy mówi¢ o peªnej degeneracji, kiedy to wszystkie fale rozchodz¡ si¦ wspóªosiowo3 a
dodatkowo fala sygnaªowa ma cz¦stos¢ tak¡ sam¡ jak bierna. Ustawienie krysztaªu jest wówczas iden-
tyczne jak potrzebne dla idealnego dopasowania fazowego w procesie generacji drugiej harmonicznej.

W konkretnym przypadku krysztaªu BBO pompowanego fal¡ 400nm ªatwo jest obliczy¢ k¡t pod
którym wychodziªoby ze« idealnie dopasowana �uorescencja parametryczna w funkcji jej dªugo±ci fali
oraz ustawienia krysztaªu. Wyniki przedstawia rysunek 3.3.

Okre±liwszy punkt idealnego dopasowania fazowego we wspóªrz¦dnych prostopadªe skªadowe wek-
3tj. wspóªosiowe s¡ ich wektory falowe
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Rysunek 3.3: Krzywe dopasowania fazowego w procesie downconversji typu I pobudzanym ±wiatªem
o dªugo±ci fali 400nm. Na osi poziomej odªo»ona jest dªugo±¢ fali wtworzonego promieniowania, a na
pionowej tangens k¡ta po którym opuszcza ono krysztaª. Ka»da krzywa jest narysowana dla innego
k¡ta wyci¦cia krysztaªu θ od 25 co 1 do 45 stopni, przy zaªo»eniu »e wi¡zka pompuj¡ca pada na krzystaª
normalnie.

torów falowych - cz¦sto±ci mo»emy wokóª niego rozwin¡¢ warto±¢ niedopasowania ∆kz, jako »e wielko±¢
ta jest kluczowa w procesach mieszania fal (patrz równanie 2.60). Najwi¦ksze znacznie maj¡ liniowe
wyrazy rozwini¦cia, których staªymi s¡ ró»nica odwrotno±ci pr¦dko±ci grupowych zrzutowanych na
kierunek wektora falowego pompy oraz walko� pompy (patrz równanie B.6). Najbardziej widoczne
s¡ efekty zwi¡zne pierwszym z tych wyrazów, który dla ró»nych par cz¦sto±ci przy tym samym nawet
ustawieniu krysztaªu zmienia sie w szerokich granicach.

Typ II. Wi¡zka pompuj¡ca i sygnaªowa propaguj¡ sie jako fala nazdwyczajna, a wi¡zka bierna
jako zwyczajna (typ oddziaªywania eoe). Dopasowanie fazowe naszkicowane jest na rysunku 3.4 dla
ustalonych cz¦sto±ci pompy, sygnaªu i fali jaªowej. Wektor falowy pompy kp wraz ze zmian¡ jej kierunku
porusza si¦ po elipsoidzie obrotowej której osi¡ jest os optyczna krysztaªu. Je±li z pocz¡tku wektora kp

zatoczymy elipsoid¦ po której porusza si¦ wektor falowy wi¡zki sygnaªowej ks a z ko«ca wektora kp kul¦
promieniem odpowiadaj¡cym dªugo±ci wektora falowego wi¡zki jaªowej ki, to powierzchnie tych bryª
te przetn¡ si¦ na okr¦gu wyznaczaj¡c kierunki idealnego dopasowania par fal sygnaªowych i biernych
(na rysunku widocznym jak dwa punkty). Okr¡g ten przekªada si¦ on na dwa sto»ki na powierzchni
których le»¡ dopasowane wektory falowe (zaznaczone po prawej stronie rysunku w prerspektywie).
Wraz ze zmian¡ k¡ta propagacji fali pompuj¡cej zmienia si¦ odlegªo±¢ mi¦dzy kul¡ i elpsoid¡ po których
poruszaj¡ si¦ ks i ki, a zatem zmienia si¦ k¡t rozwarcia sto»ka na którym le»¡ wektory falowe idealnie
dopasowanych fal sygnaªowych i biernych.

W konkretnym przypadku krysztaªu BBO pompowanego fal¡ 400nm z pewnym wysiªkiem mo»na
obliczy¢ k¡t pod którym wychodziªoby ze« idealnie dopasowana �uorescencja parametryczna w funkcji
jej dªugo±ci fali oraz ustawienia krysztaªu. Wyniki przedstawia rysunek 3.5.
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Rysunek 3.4: Dopasowanie fazowe w drugim typie, przeci¦cie w pª¡szczy¹nie zawieraj¡cej o± optyczn¡
i wektor falowy pompy.

3.2 Wyniki
Przykªadowy rozkªad nat¦»enia z pojedy«czego strzaªu �uorescencji parametrycznej (tj. po jednym
impulsie pompuj¡cych) zmierzony w ukªadzie z rys. 3.1 przedstawia rys. 3.7. W kazdym pojedy«czym
strzale widoczna jest plamkowa struktura �uorescencji, która jednak za ka»dym razem powstaje inaczej
przesuni¦ta i dlatego przy u±rednieniu znika. �redni rozkªad nat¦»enia 〈I(α, λ)〉 obliczony z wyników
eksperymentalnych przedstawia rys. 3.8. Jest on swego rodzaju obwiedni¡ pod któr¡ powstaje struk-
tura plamkowa, widoczna w pojedy«czych strzaªach. Plamki maja pewnien charakterystyczny rozmiar
i ksztaªt, który mo»na wyznaczy¢ wokóª dowolnego punktu (α, λ) obliczaj¡c funkcj¦ kowariancji nat¦-
»eniowej (2.71) (zmienia si¦ w granicach od -1 do 1): Przykªadowe wyniki dla tej samej serii pomiarów
przedstawione s¡ na rysunku 3.10. Korelacje wokóª punktów o ró»nych dªugo±ciach fali maj¡ ró»ny
rozmiar, zwªaszcza w okolicach dªugo±ci fali dla których nast¦puje zmiana charakteru zale»no±ci k¡ta
emisji �uorescencji od dªugo±ci fali, jak to ma miejsce przy 520nm dla θ = 30.1o.

Nat¦»enie �uorescencji Wyniki eksperymentalna przedstawione na rys. 3.8 s¡ zgodne z przewi-
dywaniami pragrafu 2.6. Dla du»ej ±rednicy wi¡zki pompuj¡cej �uorescencja powstaje w obszarze
dªugo±ci fal, gdzie zachodzi zrównanie pr¦dko±ci grupowych fali sygnaªowej i biernej, w w¡skim obsza-
rze spektralnym dla k¡ta θ = 30.1o i szerokim dla θ = 40.6o (por. rys. 2.20). Z kolei dla maªej ±rednicy
wiazki pompuj¡cej zrównanie pr¦dko±ci grupowych nie jest juz tak krytyczne i widmo promieniowania
generowanego przy ustawieniu θ = 30.1o znacz¡co sie poszerza.

Szeroko±¢ k¡towa �uorescencji Model teoretyczny dla niektórych warto±ci parametrów (k¡t usta-
wienia krysztaªu, ±rednica wi¡zki) przewiduje z niewielk¡ dokªadno±ci¡ szeroko±¢ rozkªadu k¡towego
�uorescencji, chocia» nigdy nie jest w stanie przewidzie¢ szybkich waha« szeroko±ci tego rozkªadu w
obszarach, gdzie nat¦»enie �uorescencji zmienia si¦ bardzo szybko z przyczyn o których byª¡ mowa
w poprzednim paragra�e. Cz¦sto te» otrzymywaªem z modelu teoretycznego zdecydowanie zawy»on¡
warto±¢ ∆αI . Wysnuwam st¡d wniosek, »e efekty zwi¡zane z wysokim nat¦»eniem �uorescencji mog¡
caªkowicie zdominowa¢ te które jestem z stanie uwzgl¦dni¢ w ramach modelu w¡skopasmowej emisji
par fotonów.

Korelacje Przykªadowe znormalizowne funkcje korelacji przedstawiaj¡ rysunki 3.10. Korelacje roz-
ci¡gaja si¦ na obszar spektralny o szeroko±ci okoªo 10nm i k¡towy o rozmiarze pojedynczych mili-
radianów. Korelacje maj¡ ksztaªt w przyblizeniu gaussowski, poza nielicznymi wyj¡tkami kiedy to
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Rysunek 3.5: Krzywa dopasowania fazowego w procesie downconversji II typu pobudzanym ±wiatªem
o dªugo±ci fali 400nm padajacym normalnie na powierzchni¦ wej±ciow¡ krystaªu. K¡t pomi¦dzy osi¡
optyczn¡ a normaln¡ do powierzchni wej±ciow¡ θ = 41.44◦. Na osi poziomej odªo»ona jest dªugo±¢ fali
wtworzonego promieniowania, a na pionowej k¡t po którym opuszcza krysztaª. Rysunek ograniczony
jest do pªaszczyzny zawierajacej o± optyczn¡. Gaª¡¹ krótkofalowa odpowiada wi¡zce zwyczajnej, a
dªugofalowa nadzwyczajnej.

g1(∆α, ∆λ) ma dwa maksima lub te» jest przyci¦ta z jednej stony, jak to miejsce kiedy �uorescencja
rozkªada si¦ na szeroki obszar k¡towy i badamy okolice zwrotu zale»no±ci kata emisji �uorescencji od
dªugo±ci fali (por. rys. 3.3).

W obszarze katów θ 29◦�40◦ dla impulsów pompuj¡cych o czasie trwania rz¦du 90fs i ±rednicy
40µm oraz 315µm wszystkie zmierzone przeze mnie funkcje korelacji g1(∆α, ∆λ) s¡ nachylone w stron¦
odpowiadajacej korelacji ∆α z ∆λ (nigdy nie zaobserwowaªem antykorelacji), co stoi w sprzeczno±ci z
wynikami teoretycznymi.

Porównanie zmierzonych funkcji korelacji g1(∆α,∆λ) z przewidywanimi teoretycznymi przedstawia
rysunek 3.11. Model zazwyczaj przewiduje korelacje o rozmiarze mniejszym ni» zmierzony. Nie jestem
w stanie przewidzie¢ eliptyczno±ci funkcji g1(∆α, ∆λ). Jak ju» wspomniaªem, w szczególno±ci nigdy
nie obserwuje ukªadania si¦ g1(∆α, ∆λ) wzdªu» prostej o ujemnym nachyleniu.
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Rysunek 3.6: Widmo drugiej harmonicznej impulsów laserowch. Punkty to wynik pomiaru, linia ci¡gªa
przedstawia dopasowanie funkcj¡ gaussowsk¡. Szeroko±¢ spektralna ∆λFWHM = 3.8 nm odpowiada
czasowi trwania impulsu τFWHM = 87 fs
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Rysunek 3.7: Przykªadowe rozkªady nat¦»enia z pojedy«czego strzaªu �uorescencji parametrycznej.
K¡t mi¦dzy wi¡zk¡ pompuj¡c¡ a osi¡ optyczn¡ θ = 30.1o. �rednica wi¡zki pompuj¡cej 40µm.
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Rysunek 3.8: U±redniony po wielu strzaªach rozkªad nat¦»enia. K¡t mi¦dzy wi¡zk¡ pompuj¡c¡ a osi¡
optyczn¡ � lewy i ±rodkowy rysunek θ = 30.1o, prawy θ = 40.6o. �rednica wi¡zki pompuj¡cej �
lewy rysunek 40µm, ±rodkowy i prawy 315µm. Widmo promieniowania na prawym rysunku zostaªo
przyci¦te od stony dªugofalowej i du»ych k¡tów z przyczyn eksperymentalnych, w rzeczywisto±ci nie
urywa si¦ tak jak sugeruje to rysunek.
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Rysunek 3.9: Szeroko±¢ k¡towa �uorescencji w funkcji dªugo±ci fali dla ró»nych ustawie« krysztaªu i
±rednicy wiazki pompuj¡cej. Kolejne rysunki θ = 30.1o, w = 315µm; θ = 30.1o, w = 40µm; θ = 31.3o,
w = 40µm; θ = 32.5o, w = 40µm; θ = 35o, w = 315µm. Linia ci¡gªa � przewidywania modelu
teoretycznego, punkty � wyniki eksperymentu.
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Rysunek 3.10: Przykªadowa znormalizowana funkcja kowariancji g1(∆α, ∆λ) (seria pomiarów z rys.
3.7).
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Rysunek 3.11: Porównanie zmierzonych funkcji korelacji g1(∆α, ∆λ) z przewidywanimi teoretycznymi.
Linia ciagªa � eksperyment, Linia przerywana � model.
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Rozdziaª 4

Podsumowanie

Podsumowaªem stan wiedzy na temat �uorescencji parametrycznej oraz perspektywy jej zastosowa«.
Rozpoczynaj¡c od podr¦cznikowych modeli jedno- i dwumodowego wzmacniacza parametrycznego w
którym zachodzi ±ciskanie wprowadziªem teori¦ opisuj¡c¡ przypadek wielomodowy. Korzystaj¡c z za-
ªo»enia o koherencji impulsów pompuj¡cych oraz o ich zaniedbywalnym osªabieniu w procesie wzmac-
niania byªem w stanie w przypadku braku tªumienia opisa¢ kwantowo wzmacniacz parametryczny.
Dzi¦ki liniowo±ci przeksztaªcenia jakiemu ulegaja w nim operatory kreacji i anihilacji udaªo mi si¦
pokaza¢, »e rzeczywisty wzmacniacz parametryczny ±ciska niezale»ne mody. Pokazaªem równie» w
jaki sposób znale¹¢ ksztaªt tych modów. Procedura ta moze by¢ bez trudu zastosowana w przypadku
jednowymiarowym [47], w przypadkach wi¦cej wymiarowych wymaga bardzo du»ej mocy obliczenio-
wej. Przypomniaªem poj¦cia korelacji pola i nat¦»eniowych i powiazaªem je z wprowadzonymi modami
charakterystycznymi wzmacniacza. Podaªem przybli»enie gaussowskie pierwszego rz¦du w staªej od-
dziaªywania umo»liwiaj¡ce obliczenie korelacji pola w przypadku emisji w¡skopasmowych par fotonów.
Wprowadziªem równania ewolucji korelacji pola, które pozwoliªy mi w przypadku jednowymiarowym
obliczy¢ nat¦»enie �uorescencji w funkcji róznicy pr¦dko±ci grupowych równie» w poza rozwini¦ciem
perturbacyjnym.

Przeprowadziªem pomiary korelacji nat¦»eniowych w re»imie du»ego wzmocnienia. Przypomnia-
ªem o warunkuj¡cym emisj¦ dopasowaniu fazowym, oraz pokazaªem jako±ciow¡ zgodno±¢ pomi¦dzy
wnioskami z jednowymiarowego modelu przewiduj¡cego nat¦»enie �uorescencji a wynikami pomiarów.
Pokazaªem, »e na korelacje oraz rozkªad k¡towy �uorescencji parametrycznej maj¡ wpªyw czynniki nie
uj¦te we wprowadzonym modelu, np. efekty zwi¡zane z du»ym wzmocnieniem.
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Dodatek A

Symplektyczno±¢ macierzy greena

Macierz
S =

(
A B
C D

)
(A.1)

jest symplektyczna, je±li zachodzi:
SJST = J (A.2)

gdzie
J =

(
0 1
−1 0

)
(A.3)

Rozkªad singularny rzeczywistej macierzy symplektycznej, a tylko z takimi b¦dziemy mieli doczy-
nienia, ma szczególn¡ symetri¦. Z de�nicji, σ jest warto±ci¡ singularn¡ macierzy S je±li istniej¡ dwa
niezerowe wektory u i v, takie »e:

Sv = σu (A.4a)
S†u = σv (A.4b)

Ale dla macierzy rzeczywistej S† = ST . Mno»¡c równo±ci stronami przez odpowiednio STJ i SJ i
korzystaj¡c ze zwi¡zku (A.2) dostaniemy analogiczne zwi¡zki z σ′ = 1/σ, u′ = Ju oraz v′ = Jv.

A.1 przypadek zdegenerowany
Rozwa»amy macierz S (tj. funkcj¦ Greena) równania wzmacniacza zdegenerowanego

[
q
p

]
(z) = S(z)

[
q
p

]
(0) (A.5)

gdzie rzeczywiste funkcje q i p speªniaj¡ równanie ró»niczkowe (2.15b)
∂

∂z
(q + ip) = L̂(q + ip) + P (q − ip) (A.6)

gdzie L̂ = L̂s jest operatorem antyhermitowskim propagacji liniowej zde�niowanym równaniem (2.16)
a P = χAp funkcj¡ zespolon¡. St¡d

∂S(z)
∂z

=
(<(L̂ + P ) =(−L̂ + P )
=(L̂ + P ) <(L̂− P )

)

︸ ︷︷ ︸
H

S(z) (A.7)

S(0) = 1 i jest macierz¡ symplektyczn¡. Dowód symplektyczno±ci S dla z + dz przeprowadzimy
przez ró»niczkowanie (A.2).

∂

∂z
(SJST ) = HSJST + SJSTHT = HJ + JHT (A.8)
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gdzie w ostatnim przej±ciu zaªo»yªem, »e S(z) jest symplektyczna. Korzystaj¡c z P T = P , =(L)T =
=(L) oraz <(L)T = −<(L) ªatwo sprawdzi¢, »e pochodna ta wynosi zero, czyli rzeczywi±cie S(z + dz)
te» jest symplektyczna.

A.2 przypadek niezdegenerowany
Rozwa»amy macierz S (tj. funkcj¦ Greena) równania wzmacniacza niezdegenerowanego




qs

qi

ps

pi


 (z) = S(z)




qs

qi

ps

pi


 (0) (A.9)

gdzie rzeczywiste funkcje q i p speªniaj¡ równania ró»niczkowe (2.15b) i (2.30c)

∂

∂z
(qs + ips) =L̂s(qs + ips) + P (qi − ipi) (A.10a)

∂

∂z
(qi + ipi) =L̂i(qi + ipi) + P (qs − ips) (A.10b)

gdzie L̂ s¡ operatorami antyhermitowskimi propagacji liniowej zde�niowanymi równaniem (2.16) a
P = χAp funkcj¡ zespolon¡. St¡d

∂S(z)
∂z

=




<L̂s <P −=L̂s =P

<P <L̂i =P −=L̂i

=L̂s =P <L̂s −<P

=P =L̂s −<P <L̂i




︸ ︷︷ ︸
H

S(z) (A.11)

Analogicznie jak w przypadku zdegenerowanym sprawdzamy symplektyczno±¢ macierzy S przez bez-
po±rednie obliczenie HJ + JHT które znowu okazuje si¦ by¢ równe 0.

Dodatkowo w przypadku niezdegenerowanym macierz S ma podwójne warto±ci osobliwe. Aby si¦
o tym przekona¢ zbadajmy czy macierz o dziaªaniu odpowiadaj¡cym mno»eniu qs + ips przez i oraz
qi + ipi przez −i (które �zycznie nie powinno nic zmienia¢, bo suma faz, która si¦ liczy, nie ulega
zmianie):

O =




0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0


 (A.12)

jest transformacj¡ podobie«stwa dla macierzy S � czy:

OTSO = S . (A.13)

Niew¡tpliwie jest tak dla z = 0. Zbadajmy pochodn¡ zwi¡zku podobie«stwa dla dowolnego z:

∂

∂z
(OTSO− S) = OTHSO−HS = OTHOOTSO−HS =

(
OTHO−H

)
S (A.14)

gdzie skorzystaªem z OT = O−1 oraz zaªo»yªem, »e S(z) speªnia zwi¡zek (A.13). �atwo si¦ przekona¢
bezpo±rednim rachunkiem, »e OTHO = H czyli zwi¡zek (A.13) jest speªniony dla dowolnego z. Sko-
rzystanie z wªasno±ci (A.13) w zwi¡zkach (A.4) prowadzi do wniosku, »e je±li wektory u i v odpowiadaj¡
warto±ci singularnej σ, to tej samej warto±ci odpowiadaj¡ równie» wektory Ou i Ov, a co wi¦cej caªa
przestrze« wektorów w których obrócili±my cz¦±¢ sygnaªow¡ o dowolny kat φ i cz¦±¢ jaªow¡ o k¡t −φ
w ka»dej pªaszczy¹nie q, p.
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Dodatek B

Gausowskie przybli»enie dopasowania
fazowego w BBO typu I

Zaczynamy od wyzerowania czªonu kwadratowego rozwini¦cia (2.60) wzdªó» kierunku wektora ~b (bo i
tak czªon ten jest w tym kierunku bardzo maªy):

∆k(~∆) '~bT ~∆ +

(
~∆−~b

~bT

|b|2
~∆

)T

A

(
~∆−~b

~bT

|b|2
~∆

)

=~bT ~∆ + ~∆T

(
1−~b

~bT

|b|2
)T

A

(
1−~b

~bT

|b|2
)

︸ ︷︷ ︸
Ã

~∆ (B.1)

gdzie przez ~∆ oznaczyªem wektor odlegªo±ci od centrum rozwini¦cia. Diagonalizuj¡c macierz syme-
tryczn¡ i rzeczywist¡ Ã

Ã =
∑

i

δi~ai~a
T
i (B.2)

sprowadzamy rozwini¦cie do postaci:

∆k ' ~b · ~∆ +
∑

i

δi(~ai ·∆)2 (B.3)

dzi¦ki wyzerowaniu formy kwadratowej zadanej przez A wzdªó» ~b zachodzi ~ai ·~b dla ka»dego i. Teraz
mo»emy przybli»y¢:

sin(∆k L/2)
∆k L/2

' exp

(
−L2

5
(~b · ~∆)2 − L

3

∑

i

|δi|(~ai · ~∆)2
)

(B.4)

Do czego d¡»yli±my.
W kokretnym przypadku rozwijaj¡c funkcj¦ 2.57 w szereg wokóª punktu (ω1 = ω2 = ω0, k

2
⊥,1 =

k2
⊥,2 = ω0/c sin(α0)) w przypadku zdegenerowanego w cz¦sto±ciach oddziaªywania I typu dostajemy:

∆k =kz,o(ω1, k
2
⊥,1) + kz,o(ω2, k

2
⊥,2)− kz,e(ω, kx, k2

y) (B.5)
=2kz,o(ω0)− kz,e(2ω0)

+ (β1,o − β1,e)(∆ω1 + ∆ω2) +
∂kz,o

∂k⊥
(∆k⊥,1 + ∆k⊥,2)

+
1
2
β2,o(∆ω2

1 + ∆ω2
2)−

1
2
β2,e∆ω2 +

1
2

∂2kz,o

∂k2
⊥

(
(∆k⊥,1)2 + (∆k⊥,2)2

)

+
∂2kz,o

∂k⊥∂ω
(∆k1∆ω1 + ∆k2∆ω2) (B.6)
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gdzie pomin¡ªem dyfrakcj¦ oraz walko� wi¡zki pompuj¡cej, zakªadaj¡c, »e wiazka pompuj¡ca jest
skolimowana a k¡t walko�'u maªy w porównaniu z k¡tem obserwacji (emisji �uorescencji). Dzi¦ki
temu wyra»enie nabiera symetrii cylindrycznej i zale»y jedynie od dªugo±ci wektorów k⊥. W ten
sposób okre±lamy wektor ~b oraz macierz A ze wzoru (2.60)

~b =




(β1,o − β1,e)
k
−1/2
z,o,0

(β1,o − β1,e)
k
−1/2
z,o,0


 A =




β2,o/2− β2,e/2 1
2

∂2kz,o

∂k⊥∂ω −β2,e/2 0
1
2

∂2kz,o

∂k⊥∂ω −ko,0/4k
3/2
z,o,0 0 0

−β2,e/2 0 β2,o/2− β2,e/2 1
2

∂2kz,o

∂k⊥∂ω

0 0 1
2

∂2kz,o

∂k⊥∂ω −ko,0/4k
3/2
z,o,0




(B.7)

na których przeprowadzamy przeksztaªcenia powy»ej podanym sposobem.
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