Oscylator harmoniczny ttumiony — drgania
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Czy badajgc drgania wymuszone oscylatora mozna uzyskac informacje
0 czasie zycia oscylatora? Tak! Zbadajmy drgania stacjonarne pod
wptywem harmonicznej sity wymuszajace...



Drgania stacjonarne oscylatora ttumionego — harmoniczna

sita wymuszajaca

Szeroka klase funkciji F(t)

d’x
dt’
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+ml —~ + ma;x = F, cos(@r)
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*

mozemy przedstawic jako:
F(t)=) F(w)cos(ax + p(m))

Drgania stacjonarne (zatozenia):
- drgania niestacjonarne wyttumione po czasie kilku 7
- amplituda oscylacji proporcjonalna do amplitudy sity wymuszajacej F,
- przesuniecie fazowe wyznaczone przez przesuniecie fazowe sity
wymuszajgcej
x,(t) = Ccos(awt + @) =—Csin(@)sin(awr) + C cos(@) cos(awr)

a potem skorzystac
z zasady superpozyciji...

x, () = Asin(at) + Bcos(axt)

Bezposrednie podstawienie do réwnania * daje warunkina A 1 B:
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A, — amplituda absorpcyjna,

A, — amplituda elastyczna:



Jak absorbowana jest energia?

Rozwazmy usredniong w czasie (jednego okresu) moc pobierang
przez oscylator:
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F(t) = F,cos(at) dx (1)

x,(t)=A,sin(wt)+ A, cos(wr) dt

= WA, cos(ax) — A, sin(ax)

t,+T

<PS> = ]{ j F,cos(ax)[aA,, cos(ax) — A, sin(ax)]dt

P = Focio)Aab <cosz(a)t)> — Fy@A,, cos(ax)sin(ax) ]
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Gdyz j cos(2ax)dt =0 Podobnie: <cos(a)t)sin(a)t)>:;<sin(2a)t)>:O
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Jak absorbowana jest energia?

Za absorpcje energii odpowiedzialna jest czes¢

1 peje energil odp
— przesunieta w fazie o 90° ( lub w/2)!
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zycia ttumionych drgan swobodnych! Wazne dla
spektroskopii (rozktad Lorentzowski...)
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Amplituda i przesuniecie fazowe
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Sprawdzmy to w doswiadczeniu...



Drgania swobodne uktadu o dwdch
stopniach swobody

O O
Wahadto podwdjne

taski
(ptaskie) Magnesy Wahadta sprzezone
(odpychajace sie)

na pretach



LiniowoscC | zasada superpozyciji

d’y(t
ZZ( ) =ay+ Ly’ +yw +..

Liniowe, tylko wtedygdy =0,y =0,...itd. Dlaczego?

Czyli réwnanie de(f)_a lub réwnanie  d"Y(t)
(jednorodne) at niejednorodne 7

=y + F(t)

Przypomnienie:
« suma dwu dowolnych rozwigzan rownania liniowego i jednorodnego

jest rowniez rozwigzaniem tego rownania.
 dla sumy rozwigzan rodwnania liniowego, warunki poczatkowe sg suma
warunkow poczatkowych
- suma sit wymuszajacych dla dwoch rozwiagzan, jest sita wymuszajaca
dla rozwigzania bedacego suma rozwigzan...

Najbardziej ogolny ruch uktadu o dwu stopniach swobody,
opisanego rownaniami liniowymi stanowi superpozycje
dwu niezaleznych, jednoczesnych ruchéw harmonicznych —
drgan wiasnych lub inaczej drgan normalnych uktadu.

Jak je znalez¢?



Dygresja — uktady nieliniowe
Niech reakcja pewnego fizycznego uktadu bedzie nieliniowg funkcjg zaburzenia...

W (t) = ap(t)+ B’ (t) + yp’ (1)
Zatbzmy, ze zaburzenie jest sumg dwoch oscylacji harmonicznych:
@(t) = cos(wt) + cos(w,t)

W (t) = a(cosmt + cosmyt) + f(cosmt +cosmyt)’ + y(cos @t + cos m,t)’

Jesli f=9=0 to odpowiedz uktadu bedzie superpozycjg dwdch fal
harmonicznych o czestosciach w, | ..

Jesli 4#0 oraz 30 to odpowiedz uktadu bedzie bardziej skomplikowana...

Przedstawmy teraz y(f) jako superpozycje oscylacji harmonicznych.



Skorzystajmy z tozsamosci dla funkciji f{x)=cos(x)

1 1
Poniewaz cos(x)cos(y) = 2COS()C +y)+ 2COS(x - y)

1 1
= S () =2f(X+ y)+2f(x— y)
Jesli mamy iloczyn trzech funkciji:

FOFOF ) =;[f(x+ W+ = ]f )=

1

= TGN+ = 0f )=

= SO fady= 0+ famy 4D+ f-y-2)



Nieliniowos¢ kwadratowa:
2 2
(coswt+cosmt)” =(f(wr)+ f(wt)) =

J(an) f(ap) +2f (@) f (@) + f(at) f (o) =

:;f(2@t)+;f(0)+f(a)1t+a)2t)+f(a)1t—a)2t)+;f(Za)th;f(O)

Czton kwadratowy odpowiedzi uktadu jest superpozycjg oscylacji o

czestosciach: 2wy 0, 2w, @+, ay-a,.
Nazywamy je czestosciami kombinacyjnymi.

Dla 40 nawet w sytuacji gdy w,=a= o, odpowiedz uktadu bedzie zawierac
oscylacje o czestosci 2w (generacja drugiej harmonicznej).

Zjawisko to wykorzystuje sie w optyce do generacji swiatta o dwukrotnie
wiekszej czestosci — tak dziata np. wskaznik laserowy emitujacy zielone
Promieniowanie o dtugosci fali 532nm (1064/2 nm)...

Mamy tu do czynienia z procesem dwufotonowym — dwa fotony zamieniaja sie
w osrodku nieliniowym w jeden foton o dwukrotnie wiekszej energii...



Przyczynek z nieliniowoscia trzeciego stopnia:
(cos@t +cosm,t)’ = (f(w)+ f(wr)) =
f@t) +3f7 (@ f (@) +3f (@) f (@) + £ (@)

Zbadajmy poszczegolne cztony w sumie:

f(@r) = f(on) f(aop) f (o) = 2(f Car)+ f(0) f(ar) =
— i f(3a)1 1)+ j f(a)1 t) Zawiera oscylacje o czestosci 3w, oraz o,

fi(wt)f(mt)  Zawieraoscylacje o czestosci 20+ w,, 2,- i, Oraz o,
o) f*(wt) Zawieraoscylacje o czestosci 2w+ 0, 20, ®, Oraz o,
1 2
flat) Zawiera oscylacje oczestosci 3w, oraz w,

Przyczynek z nieliniowoscia trzeciego stopnia jest superpozycja oscylaciji
harmonicznych o czestosciach:

3w,0,20 w20, * 0,30, 0,,

Gdy w,=m,= @ mamy tylko nieparzyste harmoniczne: 3@, @
Na doktadniejsze badania zjawisk nieliniowych przyjdzie czas na optyce...
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Wracamy do uktadow liniowych o
dwoch stopniach swobody...



Dwuwymiarowy oscylator harmoniczny
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m d”y — 2K,y Drganianormaine! o =
dr’ > Niezalezne ruchy w dwoéch kierunkach, m

charakterystyczne czestosci...




Rownania ruchu
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{_ oy,=—a\y,—a,y, v, (()2 —a,
2
@Y, =—a, W, —a,¥
b 21 2V : g a,,

<
{(all . wZ)% . v, s
aZl')”a + (a22 _ wz)Wb = O Wa - a)2 - a22
lub inaczej ﬂ
|:(6111 - (02 ), a,, :||:l)”a:| _ |:O:| :> (all . wz )(azz _ (02)- a,a, = 0
Ay (azz - wz) v, 0
(au -’ ) a,, 0 pamietamy, ze W, =Acos(ax + @)
a, (azz —w y, = Bcos(ax + @)
) v, = Acos(at + @) + A, cos(af + @)
(%J — B, — o —a,
Stad: YV, postacl A Ay

W, = ilAl cos(wt + @) + ZAQ cos(,t + @,) =

(%J _B, _w-a, 1
v, postac? A, a, ¥, = B, cos(wt + @)+ B, cos(w,t + @,)

A, A,, 0, 9, — z warunkow poczatkowych



Czestosci wtasne

Pamietamy, ze:
2K K

ﬂ a, = s Ay =—
m m

2 2 _
(an —w )(azz —w )' a,dy = 0

4 2 —_ <::| = — =
w —o (az11 +a22)+ a, a,, - a,,d, =0 a5 m’ Ay "

2
a)“—4Ka)2+3K =0 ﬂ

K 3K [%J _B_dan
0)12 - a)z - |:> Wa postacl Al a

[%J :Bz — wzz_all -1
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Postad2 =—> ¥, =-V, Popatrzmy jeszcze raz na rownania...
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Dodajmy je i odejmijmy stronami...

d’w i
m “ =—Kyw +K(y, — 2
dt2 Wa (Wb l)ya) m d (l)ya j_ l)yb) — _K(Wa + l)yb)
dt
md%:—KW +KW,-v,) 9 - d*( )
L dt’ ’ ‘ ’ m wc;tz Vs = _3K(Wa - Wb)
_ _ Latwo wyznaczyé
Vot ¥, =¥i(0) = 4 cos(ait + ¢) czestosci drgan normalnych
W, -V, =W,()=A,cos(@t+¢)  uktadu, a potem znalezé drgania
poszczegdlnych elementow...
Stad: Czyli znowu widzimy, ze

1
v, = 2(A1 cos(wt+ @)+ A, cos(at + @,))

1
W, = 2(A1 cos(wt+ @, )— A, cos(w,t +¢,))

To mozna zgadnac¢!

dla drgain normainych z
czestoscia o,

Wb ZWa

dla drgain normainych z
czestoscia ,

’)”b — _I)”a



Drgania wtasne
K K
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Postaé 1: Sprezynka srodkowa scisnieta podwojnie w, ="
(ruch wewnetrzny uktadu) m




Dudnienia

dwa kamertony o bliskiej czestosci,
brzeszczoty w imadie,

struny gitary (np.. gdy ja stroimy)
dzwiek dzwonu...

Ruch btony bebenkowej jest superpozycja dwu drgan harmonicznych....
Przyjmijmy, ze A;=A,=A, ¢,=0,=0
y, (t)=Acos(wt), Yy, (t)=Acos(a,t)
Ichsuma: Y () =y, 1)+, (1) = A(cos(@t) + cos(w,t))
Korzystajac z tego, ze  cos(ar) + cos(f) = 2cos(* ) Py cos(® ; P

dostajemy: |y (1) = 2Acos(@,, t)cos(@,t)
gdzie: o =9~ 4T
mod 2

@ <<, = Y 2Acos(wm0dt)
amplituda wolno CZQSC

zmienna szybkozmlenna




Dudnienia tatwo zasymulowac...
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y(t)=2Acos(w, t)cos(@,t)

>
!




Wahadta stabo sprzezone

MODY WLASNE

Ly

1
1
TR
(aninnn Yy ‘
1
1

- = = -
Sprezynka luzna Sprezynka napieta ,,podwojnie”
> _ 8
W =< 2K
LT 0 =4+
[ m

Réznice czestosci mozemy regulowacé zmieniajac K lub m!



Rozwigzanie ogolne
y, = Acos(af+ @)+ A cos(at+@,)
y, = Acos(wt+@)— A, cos(a,t+ @,)
Przyjmijmy, ze A,=A,=A, ¢,=¢,=0, wtedy wychylenia ciezarkow:
Wy (1) = Acos(at) + Acos(wyt)
W, (t) = Acos(ait) — Acos(a,t)

Jak takie drgania wzbudzi¢?

Trzeba odpowiednio dobra¢ warunki poczatkowe — dobieramy
wychylenia i predkosci dla =0

Predkosci ciezarkéw . (0)=2A
W, = 0
dy (1) . .
— 4 =—Aw wt)—w,A w,t
o  sin(@yt) — @, Asin(@,t) dZa(O):O
AU —w Asin(@t) + @,Asin(w,t) dV, oy -0
dt 5 0)=



y ()= A cos(wt)+ Acos(a,t) =2Acos(a@,_ f)cos(a,.t)
y (t)=A_,()cos(w,t)

W, (t) = Acos(wt)— Acos(a,t) = 2Asin(@, 1) sin(@, t)

y, (t)=B_ (t)sin(a@,1)

Wciagu jednego szybkiego cyklu ,,szybkich drgan” traktujemy wahadta jak
oscylatory harmoniczne o statej amplitudzie (A,,,,Oraz B,,,,) i czestosci o,

1
E = mwA  =2mA’®;, cos’ (@, 1)
1 2 p2 2,2 . 2
E, = 2ma)s,erod =2mA @, sin“ (@_ 1)

E —E =E(cos’ (@, t)—sin* (@, 1)) =

E +E =2mA’w,. =E
=Ecos(2w,_ )= Ecos[(w, — w,)t]

Energia przeplywa E, =" E[l+cos(@ - @,)0)]
z jednego do drugiego 2
wahadta z czestoscia 1
dudnien E = 2E[l —cos((w —w,)t)]




Zagadnienie energii w ukladzie drgan sprzezonych

Przeptyw energii pomiedzy wahadtami

W mechanice kwantowej energia jest E = 1E[l +cos((w, — w,)t)]
,Skwantowana” - pomiedzy réznymi
stopniami swobody przeptywa 1

prawdopodobienstwo posiadania energii k, = 2E[1 —cos((@ — @,)1)]
wzbudzenia...(F.C. Crawford)




Czasteczka amoniaku jako przyktad stabo
sprzezonych oscylatorow

A (stan podstawowy) B (stan wzbudzony)

i

‘N—
I
H

H

Dwa potozenia azotu wzgledem ptaszczyzny wyznaczonej wodory.

1
v, = 2[1 +cos((w, — w,)t)]
v, =, 2x=(0,-®)/27r~2-10"Hz

1

W, = 2[1 —cos((@) — w,)1)]
Maser amoniakalny (emitujacy mikrofale) — prekursor lasera...

Inny przykiad oscylacji — uktad mezonéw KO...



The first maser Charles H. Townes (left), winner of the 1964 Nobel Prize for Physics,
and associate James P. Gordon in 1955 with the first maser.
Bettmann/Corbis

http://www.britannica.com/EBchecked/topic-art/601072/92025/The-first-maser-Charles-H-Townes-winner-of-the-1964



