Predkosc¢ grupowa



Superpozycja dwu fal biegnhacych
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Zatdozmy, ze w punkcie z=0 _
struna wykonuje drgania (0,1) = Acos(ajt) + Acos(wyt)

W strunie wytworzone @i = af—kz
zostana dwie fale w,t = Wt —k,z

biegnace...
W(z,t) = Acos(wt —k,z) + Acos(w,t — k,z)

-
W(z,t)=2Acos(w_t—k_z)cos(@, t—k, z7)

1 1
D04 :2((01_602) @, :2(601_"602)

o W(Zat) — Amod COS(G)S,FZL o ks'rz)
1 1

kmod = 2(k1 _ kZ) kér - 2(kl " kZ) Amod(z?t) — 214('\‘Os(a)modlL _ kmOdZ)




Predkosc rozchodzenia sie modulacji

Za’r(')zmy, ze wmod << a)S'r

!

Z jakg predkoscig porusza sie grzbiet modulowanej fali?

A (z,t)=2Acos(w_ ,t—k,_.2)

t—k_.,2=const

mod
_ys
ddt k ddZ O |:> dZ — wmod — a)l — w2
mO mo mod
dt kmod kl — kz
Obowigzuje zwigzek _ .
dyspersyjny @, = (()(kl), W, = (()(kz)
- dw
Vnoa = wl(k;c) Z)Z (k) > |Unua = Jk =0,
b k —k,

v, - predkosc¢ grupowa



Symulacja:

ws’r — 1Oa)mod
do _1 o,
dk 2k

Takie zachowanie mozna obserwowac¢ np. wodzie - wystarczy wrzuci¢ kamien...




Zwigzek dyspersyjny dla fal na wodzie

Fale na wodzie
* sita cigzenia (decydujace dla fal o dtugosci powyzej kilku cm)
* napiecie powierzchniowe

Dyspersja fal na gtebokie;
wodzie (dtugosc fali 0]
mata w poréwnaniu z o,
gtebokoscia)

2 gk 4+ Tk3 p - gestosc (wody)
T — napiecie powierzchniowe
g — przyspieszenie ziemskie

Dla fal krétszych niz ok. 1.7cm v> v, ,
dla dtugich fal vg< v, .
Warto to sprawdzi¢ samodzielnie...

k—o Vg — 3/2%
k—0 vy — 1/2‘)@



Fale radiowe o modulowane] amplitudzie

Napiecie wymuszajace przytozone do anteny
moduluje amplitude fali nosnej. Wptyw tego napiecia mozemy wyrazic
za pomocg szeregu Fouriera:

A ()=A + ZA(a)mod)cos(a)modt +o(m_))

Roéznica A_ (1) — A, tak dobrana, aby byta .proporcjonalna .dO sygna+u
elektrycznego np. z mikrofonu w studio radiowym

Stata A, jest obecna bez wzgledu na to, czy do mikrofonu docierajg dzwieki,

czy tez nie...
Reszta wyrazéw pochodzi od fal akustycznych docierajacych do mikrofonu.
Ich czestotliwosci (20Hz-20KHz), sg znacznie mniejsze od czestotliwosci fali

nosnej (np. Warszawa | — 225kHz)
U(t)=A,cos(m, 1)+ Z Alw, )coslo .+ @@ . )]cos(w, 1)
a)mod

1 1
Pamietamy: cos(x)cos(y) = ECOS(X +y)+ ECOS(X —-y)



U(t)=A,cos(@, )+ <——3 drganie nosne
+ 21/2 Alo,_,)cosl(@, +o )t +@(@, )]+ gorne pasmo nosne

+ 21/2 Alw, ,)cosl(w, —w_)it—@(@ )] dolne pasmo nosne

@, —a_ ,(max) @, +a_ ,(max)

v

a,

| Sr i
@, — @, (Min) @, + @__,(min)

Aw=2a_ ,(max)

szerokos¢ pasma Av =2v__ (max)

mod

Modulacje (a zatem i muzyka) rozchodza sie w osrodku z predkoscia grupowa
fal elektromagnetycznych! (Dla prozni predkosé¢ fazowa i grupowa sa rowne c.)



Uktad mas potaczonych sprezynkami (drgania podtuzne)

Poznalismy juz K . ka
zwiazek dyspersyjny w=2 —sin(—)
m 2
sin(*_+) do K  ka
. :wzz/K 2 v, = =a - cos(_)
» " 1 - k dk m 2
Wida¢, ze k—0 K K a
v¢(k 90):vg(k aO)zfa:\/*a:\F
m mla Jo,

Czyli tak jak dla struny!

Natomiast, gdy k—m/a

T K a @w 2a K
V( )=2a  cos()=0 D = = |
g(a) m (2a) * ko \m

Fala biegnhaca staje sie falg stojaca!




Zwigzek dyspersyjny dla fal de Broglie’a
W(z,1) = Af (2)e™

Prawdopodobienstwo znalezienia czastki w przedziale dz wokot potozenia z

',V(Z, l‘)‘2 dz nie zalezy od czasu...

Jesli energia potencjalna czastki jest stata i czgstka porusza sie w jednorodnym
osrodku to f(z) jest sinusoidalng funkcjg kz

w(z,t) =[Asin(kz) + Beos(kz)le ™
lub Y (z,t) =[Ae™ + Be " le™

Dla czastki nierelatywistycznej w obszarze o statej energii potencjalnej V
mozemy napisac:

Zwiazek pedu z liczba falowag

h h
E=hw =— = k = hk
P A 2r

Zwiazek energii z czestoscia




Dla czastek nierelatywistycznych

2 27712 2
P hk hk |4
E=_—+V ho="" +V o="_ +
2m = om = 2m  h
Predkosé fazowa ( v (k) = @ hk V
2m hk
Ped czastki @
| |4
=muv v(k)y=_v_+
p - , (k) et

W mechanice kwantowej predkos¢ czastki jest predkoscia ,,paczki” fal
ztozonej z szeregu sasiadujacych wartosci k. Predkos¢ rozchodzenia
sie paczki fal rowna jest predkosci grupowej v;:

0, (k) = do) _d hk2+V _hkj _r_,
dk ), dk| 2m h)o \m) -




Dla swobodnej czastki relatywistycznej:

E’ = (mc2 )2 +(cp)’

E=hw p=/mv
— hk nw’ = (m02 )2 + (hck)®
p= E = ync’
Q) E E (patrz poczatkowe
1){0 = . = ale p=0_ iy wyktady)
p C" U -predkost czastki
2
Czyli ostatecznie v = ¢ dla swobodnej czastki VD >cC
oredkos¢ fazowa 2 0 relatywistycznej ¢
(674
2 2
Predkos¢ grupowa |7) = d — ¢k _CP_ ),
C
* dk o E ’
Zaleznos¢ pomiedzy predkoscia __ 2 Dlafotonu |9p =p =¢
fazowa i grupowg dla czastki relat. ¢vg =C W prozni: ¢ g




Whnikanie w obszar ,,zabroniony”

Zanim przejdziemy do fal de Broglie’a uwiezionych w pewnym obszarze
przestrzeni wroémy na chwile do wahadet sprzezonych...

Rownanie ruchu:

Najnizsza czestos¢ wlasna: Q)

Uy ’ (W)
'7”n+1

My, =-Mayy, +KWy,, -v,)-KWy,-v,.)

2 _ 8
b



Przyblizenie ciggtosci

v (1) =W (z,t) |:> Korzystamy z rozwiniecia w szereg Taylora

2
V.. =y(z+a)=y(z,0)+a W(z.0) |1 20 Wgz,t)
aZ 2 a z
2
V,.()=y(z—a)=y(z,1)~a IW(z.1) i Ly 0 ‘”EZ’” +...
o %z 9

(), 1 oy,

Wn+l(t) B Wn (t) =d aZ 2 aZZ

ow(z,t) 1 ,0w(zt
07 2 077
ugs
2 2 2 Réwnanie Kleina-Gordona-
J W(ZZ,I) — —w§W(Z,t) n Ka” 9 l/j(f’t) spetniaja je fale de Broglie’a
ot 0z relatywistycznych czastek
swobodnych

Skad takie przypuszczenie?



Rozwazmy monochromatyczne :
" . - fale F =% ,potencjal V=const
W(Z,t) — [Ael 4 _l_Be—l Z]e—z

igs
0w (z,t
a) Bwa(tz,t) =—iwy(z,t) b) l,gizz ) - ~0'Y(z,1)

2
C) awa(Z,f) — e—ia)t(ikAeikz . ikBe—ikz) d) a g(fat) — —kzl,V(Z,f)
< 4

Mnozymy zwiazek a) obustronnie przez i

ihdy(z,1)
ot

Korzystajac z tego, ze dla czastek nierelatywistycznych mamy:

hik?
ho = ) + V' oraz ze zwiazku d) dostajemy
m

" Wy (z,t) _ h dy(zt)
of 2m 07’

=hoy(z,1)

Uogodlnienie dla V=V(z)
+Vy(z,1)| _rownanie Schrédingera!




Dla czastek relatywistycznych mamy:

' = (mc2 )2 + (hck)’

1
Mnozac powyzsze rownanie przez — hzl//(z,t)
dostajemy
(me? )
2 272 mc
_a)W(Zat):_C k W(Zat)_ 2 W(Zat)
Korzystajac z ze zwigzkéw b) oraz d)
otrzymujemy
pe pe ( 2 )2
W(z,1) _ 2 W(z,1) _\nc w(z,1) Rownanie
atz azz h2 ? Kleina-Gordona

Dla czastek o masie m=0, rownanie Kleina-Gordona przechodzi w
klasyczne rownanie falowe dla fal nie ulegajacych dyspersji o predkosci c!

Foton ma zerowa mase...



Wahadta sprzezone (granica ciggtosci)

W (z,1) Ka® 0°w(z,1)
v —ay(z,1) + =
2
o g(f’t) =—w’A(z)cos(ax + @)
5
w(z,t) = A(z)cos(at + @) =) 82W(Z,t) - d*A(2) cos(@t + 0)
0> _ d-> 4
< 4
d’A(z) M
dzg ) - K (@, — ®*)A(2) @,
Fale sinusoidalne, gdy Fale wyktadnicze
@ >y W <@
M M
k> =\ay — o K=\ -
o) 1, (6i-a) ¥,
2
0)2:(()5+Ka k* (()Z:a)g—Ka K’

M
A(z) = Asin(kz) + Bcos(kz) A(z)=Ae ™ + Be*™



Fale zanikajace wykladniczo — osrodek reaktywny
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A(2) F(t) = F,cos(wt)
\ o <y

R 2 _ &8 .
@y = ; - czestosé progowa

T e



Fi=Feoste (Granica obszarow

Obszar dyspersyjny: Obszar reaktywny
fale sinusoidalne - fale wyktadnicze wnikaja

na pewna gtebokosc¢...



Elektron w studni (o nieskonczonych barierach)
v < ©  w(z,t) =[Asin(kz) + Bcos(kz)]e

2 prawdopodobienstwo znalezienia
E, |- W(Z ,1)  elektronu rowne zeru poza
przedziatem 0<z<L

E, | warunki brzegowe jak dla struny zamocowanej
Vv z dwoch koncow
1 .
B a
0 L W(z,t) = Asin(kz)e”™  sin(kL) =0

| ()

/\ 5 kL=rx..kL=nrx
>

Prawdopodobienstwo znalezienia elektronu

na jednostke diugosci ) o ) L
Powinno byé ono unormowane |W(Z’t)| :‘e ASln(kz)‘ :|A| sin” (kz)

L L
| o
1= Lw(z,t)zdz = Azzjosinz(kz)dz = ;AzL =) A=Ae" = ﬁe’“

o - stala faza




Stad funkcja falowa elektronu w w studni:

Wn(z,t) — \Eei(a)ta) SiIl(an)

Przyjmujac (jak poprzednio) dla czastki ,.klasycznej” zwigzek dyspersyjny”

E=hw hk 1%
W =)+ Q=
p =hk 2m h
27 2 2,2
En:hzkn -|-‘/1: 2;2722 +‘/1, n—1,2,3
m m

Czestosci fal inne niz czestosci fal stojacych na strunie!



Przenikanie czgstki do zakazanego obszaru

N Analogia z wahadtami sprzezonymi:

vV
Vv Obszar dyspersyjny:

, | — S

O < < <L a)2 > a)g
Ka’
________ 2 2 2

= @ =, () + Mk
E, [ V

1 @ (z) = S oo odpowiada @,(2)= "
v [ h

R S

z Obszar reaktywny (zanik wyktadniczy):

Ka’ 2 2
a)zzwg(Z)—MK'z Q <0)O

s : nk?
f>(2) E-Vi = 2 >0 0<z<L
E-V =- K <0 winnych miejscach
, . 2m
wobssar zakazany.  zanikwyldadniczy (e~ et




Tunelowanie przez bariere

%
A

@XD

Nadajnik Odbiornik
mikrofal mikrofal

Dla d~A mikrofale przenikajg przez szczeline — analogia

do efektu tunelowego — przenikania czastek przez bariere potencijatu...



