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Wykład 13 
 

Na poprzednim wykładzie wyznaczyli�my, w ogólnym przypadku (tj. dla dowol-

nych warunków pocz�tkowych), tor punktu materialnego pod działaniem siły grawitacji 

Newtona. (Zast�puj�c w otrzymanych wzorach, wielko�� GMm  przez 
0

21

4πε
− QQ

, dostało-

by si� automatycznie tor lekkiej cz�stki o ładunku Q1 w polu elektrostatycznym innej, 

masywnej cz�stki o ładunku Q2.)  

Przygl�daj�c si� otrzymanemu rozwi�zaniu udowodnili�my II prawo Keplera i cz��� 

pierwszego. Prawd� powiedziawszy, I prawo Keplera dotyczyło planet i mówiło o elip-

sach. W rzeczywisto�ci w�ród wszystkich mo�liwych torów, oprócz eliptycznych, (z któ-

rych „korzystaj�” planety) s� jeszcze tory hiperboliczne i, dla bardzo szczególnej pr�dko-

�ci pocz�tkowej, tor paraboliczny. O torach nieograniczonych Kepler si� nie wypowia-

dał, on badał tylko tory 6 znanych mu planet. 

Do udowodnienia całego I prawa Keplera, pozostało nam wykaza�, �e ogniska zna-

lezionych elips le�� rzeczywi�cie w centrum siły.  

Przypomn�, �e główny wynik dla ruchu pod wpływem siły Newtona zawiera si� w 

dwóch wektorowych prawach zachowania: 

mJvr /
��� =× , 

CnGMmJv
���� =⋅−× . 

Te 6 równa� algebraicznych nie jest niezale�ne, bo iloczyn skalarny lewych stron 

jest zerem, wi�c C
�

 musi by� prostopadłe do J
�

. Ustalaj�c jedn� z wielko�ci, np. k�t 

azymutalny ϕ , mo�na owe 5 równa� na pozostałe 5 wielko�ci rozwi�za� i wyrazi� je w 

funkcji tego k�ta. 

Po algebraicznym wyeliminowaniu pr�dko�ci, dostaje si�: 

)cos(22 ϕ+=⋅+= CGMmmrCrmrGMmJ
��

 

czyli1: 

ϕε+
≡

ϕ+
=

cos1cos)/(1
/ 22 p
GMmC
GMmJ

r  

                                                 
1 Łatwo wyznaczy� te� pozostałe 4 wielko�ci: z =0, oraz wektor pr�dko�ci: 2/)( J

r
r

GMmCJv
�

��� +×= . 

Zbiór wektorów pr�dko�ci, zwany hodografem, jest okr�giem o przesuni�tym �rodku. Stał� warto��, dla dowol-

nej orbity, ma wektor: CJv
��� ×− . 



 2 

Jest to równanie we współrz�dnych biegunowych. K�t ϕ mierzony jest od kierunku 

wektora C
�

, a dla ϕ =0 mianownik jest najmniejszy, za� promie� r najmniejszy. Wektor 

C
�

 jest, wi�c, skierowany od centrum do perihelium. Od tego� perihelium mierzony jest 

k�t w ostatnim wzorze. 
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By móc powiedzie�: „oto udowodniłem, �e tor jest elips�”, trzeba wiedzie�, co to 

jest elipsa! Istnieje wiele równowa�nych definicji, przyjmijmy, i� dla nas elips� jest takie 

wła�nie „spłaszczone” koło. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ale co z tym ogniskiem? No có�! Jedna z definicji ogniska mówi, �e to taki punkt 

na du�ej osi elipsy, �e odległo�� od ka�dego punktu na elipsie do tego punktu, jest w sta-

łej proporcji do odległo�ci od pewnej prostej, zwanej kierownic� („Elipsa jest miejscem 

geometrycznym punktów takich, �e stosunek, zwany mimo�rodem, odległo�ci do stałego 
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punktu zwanego ogniskiem i odległo�ci do ustalonej prostej, zwanej kierownic�, jest sta-

ły”).  

ε=−ε )//( xpr . A to jest wła�nie nasze równanie! ϕε−=ε−= cosrpxpr  

Półosie naszej elipsy wynosz�: 
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Ko�ce dłu�szej osi le�� w punktach )1/(),1/( AAPP ε−−=−=ε+== prxprx . 

�rodek ma współrz�dn� b�d�c� �rednia arytmetyczn�, czyli 

 ( ) a
p

ppx ε−=
ε−

ε−=ε−−ε+= 2S 1
2/)1/()1/(  

Słowo mimo�ród kojarzy si� z punktem obok �rodka okr�gu.  

Otó� warto zwróci� uwag�, jak wygl�da sytuacja dla małych warto�ci ε . Np. Ziemia 

ma mimo�ród równy 0,0167. Mimo�ród Jowisza to 0,0484. 

Warto�� mimo�rodu wyznacza wprost zmian� odległo�ci planety w poło�eniach 

skrajnych. Raz odległo�� (od Sło�ca) wynosi )1/(  raz drugi  )1/( ε−ε+ pp . Ró�nica tych 

odległo�ci to aε2 . Dla Ziemi to 3% �redniej odległo�ci, dla Jowisza 9%. Takie ró�nice 

dostrzegali ju� staro�ytni, posługuj�cymi si� prostymi, bezsoczewkowymi przyrz�dami. 

A jak wygl�da ró�nica odległo�ci planety od �rodka elipsy? To ró�nica mi�dzy a , a 

b. Ale aaab
2

1
2

2 ε−≈ε−= . 

Zamiast aε2  mamy teraz a
2

2ε
. To kolosalna ró�nica. 3% mo�na było dostrzec, ale 

00015,02/0167,0 2 ≈ , czyli 0,015% było poza zasi�giem. Ta niezwykle mało zdefor-

mowana elipsa wygl�da jak, niemal idealne koło!!!! 

Dlatego biedny i nieszcz��liwy Kopernik, unieruchamiaj�c Sło�ce, nie mógł umie-

�ci� �rodka orbity Ziemi (nie budz�cej podejrze�, �e nie jest okr�giem) w Sło�cu!!! Tym 

bardziej było to wyra�ne dla Jowisza. �rodek orbity Ziemi lokował Kopernik w odległo-

�ci 2,7 promieni Słonecznych od jego �rodka, a �rodek orbity Jowisza w punkcie bliskim 

orbity Mercurego. To wygl�dało na zupełny nonsens. Ka�da planeta miała �rodek swej 

„kołowej” orbity zupełnie gdzie indziej.  
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Okr�g ma tylko jeden wyró�niony punkt. Gdy jedynego wyró�nionego ciała Układu 

Słonecznego nie mo�na tam umie�ci�, to głowa boli. Sło�ce było umieszczone mimo-

�rodowo, obok �rodka domniemanego okr�gu. 

Ju� odkrycie przez Keplera, �e orbity s� elipsami, stanowi szalony post�p, o charak-

terze nie tylko estetycznym, a wr�cz fundamentalnym. Elipsa ma i �rodek i ognisko (a 

nawet dwa). Nagle okazało si�, �e ogniska wszystkich planet s� wspólne i wypadaj� ide-

alnie w �rodku Sło�ca! To był prawdziwy przełom w pojmowaniu Nieba. 

I na koniec trzecie prawo. Pole elipsy wynosi abπ . Pr�dko�� polowa zwi�zana jest z 

momentem p�du i wynosi mJ 2/ . Zatem okres obiegu wynosi JabmT /2π= . Podnosi-

my do kwadratu i korzystamy z tego, i� )1( 222 ε−= ab  

( )22232222422 /)1(4/)1(4 JmaaJmaT ε−π=ε−π=  

Ale 21 ε−
= p

a , czyli 222 /)1( GMmJpa ==ε− ,  

czyli, GMJma /1/)1( 222 =ε− wi�c: 

GMaT /4 322 π=  

 Powszechnie znana jest inna wła�ciwo�� elipsy: stało�� sumy odległo�ci do ognisk. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)/(1 xpr −εε= ,  )
1

2
/( 22 xpr +

ε−
ε+εε= .  

W sumie współrz�dna x si� skraca, wi�c r1+r2 = const = app 21/21/22 222 =ε−=ε−ε+ .  
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W rozmowie na przerwie w czwartek, spotkałem si� z pewnym zdziwieniem, dlaczego tu 

nie mówi si� o energii. Jak wida�, nie było takiej konieczno�ci, ale energi� warto si� zaj�� z 

rozmaitych powodów.  

Na razie obliczmy: 

 )(2)()( 222222 JvnGMmJvmMGnGMmJvnGMmJvC
��������� ×⋅⋅−+=⋅−×⋅⋅−×= . 

Ostatni człon to iloczyn mieszany, który mo�na przekształci� w sposób nast�puj�cy: 

 mrJprJ
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vnJJvn /)(
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)()( 2=×⋅=×⋅=×⋅ ���������
 

Ostatecznie: )
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Wyra�enie w nawiasie, rozpoznawalne jest jako całkowita energia cz�stki (suma kine-

tycznej i potencjalnej). W oczywisty sposób, jako wyra�aj�ca si� przez stałe C2 i J2, jest te� 

stała, cho� za jej stało�ci� przemawiaj� i inne, prostsze argumenty. 

Dla dalszych zastosowa�, szczególnie w obszarze atomowym, wygodnie jest wyrazi� pa-

rametry orbity przez J oraz E. Wygodniej te� b�dzie zast�pi� współczynnik κ=GMm . 
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 Zale�no�� energii wył�cznie od du�ej półosi i zale�no�� okresu jedynie od du�ej półosi, 

oznacza te� zale�no�� okresu jedynie od energii, a nie od momentu p�du. Ta własno�� poten-

cjału Coulomba powoduje w mechanice kwantowej degeneracj� poziomów o ró�nych warto-

�ciach momentu p�du.  

Maj�c zale�no�� energii od okresu obiegu, trudno nie wspomnie� o pomy�le Bohra z okresu przed odkry-

ciem równania Schroedingera, próbuj�cego pogodzi� oczekiwanie, i� cz�stotliwo�� �wiatła powinna by� 

równa odwrotno�ci okresu obiegu ładunku, z twardym faktem, �e �wiatło emitowane jest porcjami, za� 

elektron w tym czasie przechodzi mi�dzy orbitami o dwóch ró�nych energiach. Konflikt słabnie, gdy przej-

�cie nast�puje mi�dzy dwoma s�siednimi, mało ró�ni�cymi si� orbitami. 
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)(/1 EThEE nn =−+  

Je�li pytamy o warto�� energii jako funkcji n, to ró�nica po lewej stronie jest po prostu pochodn� po n! 
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To jest typ równania, które dobrze znamy. 
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Wzór powy�szy, okazał si� znakomicie zgodny z empirycznym wzorem Balmera i to nie 

tylko w samym charakterze zale�no�ci od n, ale i współczynnikiem, tzw. stał� Rydberga. 

Ruch w polu centralnym wykazuj�cym odst�pstwo od zale�no�ci kwadratowej (albo w 

zupełnie innym polu sił), mo�na zbada� analitycznie, wła�nie z wykorzystaniem prawa za-

chowania energii. 

Warto w tym miejscu powiedzie� co� wi�cej o całce (stałej ruchu) energii w równaniach 

Newtona. Powoływałem si� ju� par� razy na zwi�zek: 

rFr
t
p

T
���

�

dd
d
d

d ≡=  

 słuszny dla ka�dej pr�dko�ci (a wi�c i bliskiej pr�dko�ci �wiatła). Gdy problem jest jedno-

wymiarowy, wystarczy, by siła zale�ała wył�cznie od poło�enia, a istnienie potencjału2 siły 

jest zagwarantowane. Potencjałem tym jest, wzi�ta ze znakiem minus, funkcja pierwotna, 

taka, �e 

 
x
xU

xF
d

)(d
)( −=  

Przy takim oznaczeniu praca danej siły nad cz�stk�, na odcinku dx równa si� (minus) przyro-

stowi U i mamy: 

UxFT ddd −==  

a w efekcie stało�� sumy T + U.  
                                                 
2 W fizyce szkolnej słowo „potencjał” zarezerwowane jest wła�ciwie wył�cznie dla potencjału pola elektryczne-
go. Jest to taka funkcja poło�enia, �e jej pochodna, ze znakiem minus, daje warto�� nat��enia pola elektryczne-
go. Aby otrzyma� energi� potencjaln� ładunku w takim polu, nale�y potencjał pola pomno�y� przez ładunek 
cz�stki. Potencjał taki mierzony jest w woltach. 
W rzeczywisto�ci wiele pól fizycznych, np. pole pr�dko�ci cieczy, pole g�sto�ci pr�du w o�rodku przewodz�-
cym, itp., mo�e, (ale nie musi) da� si� wyrazi� jako pochodna pewnej funkcji. O polu takim mówimy, �e jest 
potencjalne, a ow� funkcj� nazywamy potencjałem, np. potencjał pola pr�dko�ci. Taki potencjał jest u�ytecz-
nym poj�ciem, ale z energi� �adnego zwi�zku mie� nie musi. 
Potencjał siły jest zarazem energi� potencjaln� cz�stki podlegaj�cej tej sile. Dlatego okre�lenie potencjał siły jest 
poprawne. Omawiaj�c takie poj�cie przez jaki� czas, uprawnione jest nazywanie tej wielko�ci, po prostu poten-
cjałem, bez powtarzania za ka�dym razem „potencjał siły”. 
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Funkcje pierwotne dla danej funkcji mog� si� ró�ni� o dowoln� stał�, dlatego i potencjał 

siły ma w sobie pewn� dowolno��. Nie zmienia to u�yteczno�ci prawa zachowania: 

)2()2()1()1( UTUT +=+ , które mo�na te� zapisa� jako: 

)2()1()1()2( UUTT −=−  

bo wstawienie nowej funkcji U’ = U + C do powy�szego równania w niczym go nie 

zmienia. Ró�nica nowego potencjału jest przecie� identyczna z ró�nic� starego. 

 

W trzech wymiarach problem potencjału siły nabiera pewnej subtelno�ci. Okazuje si�, �e 

nie wystarcza, by wektor siły zale�ał wył�cznie od (wektora) poło�enia, by praca siły dała si� 

zapisa� jako przyrost jakiej� funkcji. 

Zamiast wielkiej teorii, we�my przykład: 
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Przy poruszaniu si� równoległym do osi x-ów (y ma wtedy stał� warto��), wydaje si�, �e 

ze znalezieniem potencjału nie ma problemu. Siła jest stała = y. Funkcja  

)( yCyxCFxU y+−=+−=   

„produkuje” sił� y, gdy si� oblicza jej pochodn� po x. Stała C mo�e by� ró�na na ró�nych 

prostych równoległych, czyli mo�e by� funkcj� y. 

Identyczne rozumowanie z zamian� kierunków nakazywało by nam wybra� za potencjał 

funkcj� 

)(xCxyU x++=  

Nie jest jednak mo�liwe, by  

)()( yCxyxCxy yx +−=++  

Gdyby pole sił było  

yF

xF

y

x

−=
−= ,

 

Nie mieliby�my �adnego kłopotu! Wszak to oscylator harmoniczny. 

Potencjał )(2
1 22 yxU +=  jest OK. 

Równie� pole sił: 

xF
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y
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nie nastr�cza trudno�ci. Potencjał xyU −=  pozwala poprawnie obliczy� obie składowe 

siły. 

Jest rzecz� jasn�, �e sumuj�c prace na kolejnych odcinkach w potencjalnym polu sił, czy-

li takim, którego praca na małym odcinku jest ró�nic� warto�ci potencjału miedzy tymi punk-

tami, dostaje si� w wyniku ró�nic� potencjału mi�dzy punktem wyj�ciowym, a ko�cowym. 

Gdy krzywa si� zamyka, punkt ko�cowy pokrywa si� z pocz�tkowym i ró�nica znika. Zatem 

praca po zamkni�tym konturze w polu potencjalnym jest równa zeru. 

Pole xFyF yx −== 2
1,2

1 , pokazane na rysunku jest wsz�dzie prostopadłe do wekto-

ra wodz�cego punktu przestrzeni. O tym, �e praca takiego pola wzdłu� pokazanego okr�gu 

jest ró�na od zera nikogo nie trzeba przekonywa�. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pole sferycznie symetryczne, a wi�c takie, w którym wektor siły jest skierowany do (lub 

od) ustalonego centrum, i którego warto�� jest funkcj� tylko odległo�ci od centrum jest po-

lem potencjalnym. 

Wynika to z prostych argumentów. 
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Zbadajmy prac� siły centralnosymetrycznej. 

)(dd)(d)( rUrrFr
r
r

rF −==�
�

 

Matematycznie problem potencjału jest identyczny jak w przypadku jednowymiarowym. 

Funkcja pierwotna, funkcji jednej zmiennej r, taka, �e )()(' rFrU =−  jest potencjałem danej 

siły.  
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Argumentuj�c pogl�dowo, przy przesuni�ciu oddalaj�cym punkt od �rodka, wykonana 

praca, to iloczyn siły i przesuni�cia radialnego.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Mimo dłu�szej drogi, praca od A do B jest identyczna jak od A do C. Wracaj�c z B do A 

okr��n� drog� przez C, oddamy cał� prac� wykonan� od A do B. 

Dla pola sił Newtona potencjałem jest odwrotno�� pierwszej pot�gi: 

r
GMm

rU −=)(  

Ró�niczkowanie odwrotno�ci daje znak minus, drugi minus jest w definicji potencjału. 

Siła otrzymana z powy�szego potencjału jest skierowana przeciwnie ni� promie�, czyli jest 

sił� przyci�gaj�c�. 

W elektrostatyce znak minus wyst�puje w potencjale przyci�gania elektronów i j�dra 

atomowego. Dla cz�stek alfa i j�der atomowych wyst�puje znak +. 

Dalszy post�p w rozwi�zywaniu problemu ruchu, w takim, jak i innych polach sferycznie 

symetrycznych, wymaga u�ycia współrz�dnych biegunowych w płaszczy�nie ruchu. 

Ale o tym ju� na nast�pnym wykładzie. 

C 

B 
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