Warunek rownowagi bryty
sztywne:

Znikanie sumy sit przytozonych i
sumy momentow sit przytozonych.
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Niezwykte wtasnosci zyroskopow

» Kolej jednoszynowa
« Kompas zyroskopowy



Twierdzenie Steinera

I - moment bezwiadno$ci wzgledem
0si rownolegtej do osi z przechodzgcej
przez Srodek ciezkosci S
I - moment bezwtadnosci wzgledem
osi rownolegtej do osi przechodzacej
przez srodek masy i odlegtej od niej o d.

> I:Zml.(xl.2+yi2)

X', X

Dobieramy osie uktadéw wsp. tak aby:
X =x, +d
Yi = Yig» & = &

[ = Zmﬂxm +d)’ +y.]= Z:ml.(xfv +2x.d+d’ +y.)=

= Zml.(xi + yi) + ZdZml.xis + dZZmi

Z definicji uktadu $rodka masy: > mx, =0
Stad: I:IS+Wld2




Obliczanie momentow bezwtadnosci prostych bryt

* korzystanie z symetrii
« catkowanie
» skalowanie i tw. Steinera

Obrecz o promieniu R i masie m

Moment bezwtadnosci wzgledem osi przechodzace;
przez srodek ciezkosci, prostopadtej do ptaszczyzny
obreczy.

Dzielimy obrecz na kawateczki o masie m,

I = Z:mi(xi2 + yl.z) = Z:WLZR2 = mR’



Ptaski krazek

Dzielimy krgzek na cienkie obrecze
O promieniu r i szerokosci dr.

Moment bezwtadnosci takiego pierscienia:

R
@ =dmr’ = zmr “dr
7R* R’

Sumujac przyczynki od obreczy dla wszystkich r 0 do R
dostajemy:

R
1227721 rdr = 2ml(R —O“):lmR2
R R> 4 2

0



Moment bezwtadnosci kuli

Dzielimy kule 0 masie m na cienkie krazki

0 promieniu r i wysokosci dz kazdy.
dm . .

/ Masa takiego krazka
r
z
A dm= " mdz= LY
3
Moment bezwtadnosci krgzka:
1 3m 3m
dl = ridz = R*—7°)dz
2 4R’ SR’ ( )

Sumujac przyczynki od krgzkdéw dla roznych z dostajemy :

2 22 3mR
-7 ) dz=——,
4R

3m |

2_Z2)2dZ:2 4_2R2Z2+Z4)dZ

= " (R°R- R IR IR =D MR-+ = 2R




Moment bezwtadnosci sfery
I =Zml.rl.2 = Zml.(xl.2 +y))= Z:ml.xl.2 + Z:ml.yl.2

m. £ symetrii:

Zmz’xiz = Zmiyiz = Zmiziz

Zatem:
2
I = Z:’/nixi2 T Z:’/niyi2 ~ 3zmi(xi2 + ylz + ZZZ)
Poniewaz: x,'z + yi2 + Zi2 =R’

2 2
I="R*Y m = " mR’
3 Z 3

Ten sposéb mozna stosowac do obliczania momentéw bezwtadnosci innych
bryt, np.. do obliczenia momentu bezwtadnosci krgzka wzgledem osi pokrywajacej
sie z jego Srednicg, wykorzystujgc fakt, ze znamy moment bezwtadnosci wzgledem

osi prostopadtej do jego powierzchni...



Symetria | skalowanie

Moment bezwtadnosci mozna
@; czesto wyznaczy¢ postugujac sie
L argumentami skalowania i tw. Steinera

| Obliczmy moment bezwtadnosci
< : > preta o masie m i dtugosci L,
L wzgledem osi prostopadtej
przechodzacej przez jego srodek
ciezkosci

Korzystajac z analizy wymiarowej dochodzimy
do wniosku, ze moment ten powinien miec postac:
[ =aml’ o - pewien wspoétczynnik bezwymiarowy

Podzielmy w mysli pret na dwie rowne czesci i obliczmy (korzystajac z tw. Steinera)
ich sumaryczny moment bezwtadnosci wzgledem srodka preta:

m(LY m(LY mL®> mL’
L=l | |+ | | |=m&@ +
2\ 2 2\ 4

Ale I=sl, — oml’=a—— + — = _ == [=——mD



Toczenie bez ...jako obrot wzgledem chwilowej

poslizgu... osi obrotu
dw da
]I = o=
dt dt
2
e Ie=M
dt

€- przyspieszenie katowe
M =R F = RF, = mgRsin(@)

i

R
= mgR sin()

toczenie bez poslizgu to I
a mR> .
E=— =—= a=—gsi(a)
R I/

I — moment bezwfadnosci wzgledem chwilowej osi obrotu

Ztw. Steinera |J =] + mR> ] = 3mR2 dla walca  Obrecz toczy
- — 2 sie wolniej!

I, — moment bezwtfadnos$ci

_ , dla obreczy
Wzgledem $rodka masy I =2mR



Toczenie jako ztozenie ruchu obrotowego i postepowego...

9

{ma =mgsin(cr) —T « ruch postepowy

[ e=TR

<= ruch obrotowy wzgledem srodka masy

a
toczenie bez poslizgu & =—

9 Ji
T = Sz a
L R
Walec

-

a= i g sin()

T = ;mg sin(@)

9

(ma = mgsin(a) —T

-

R (

Obrecz
a= 1 sin(&)
) 8

T = ;mg sin(&)

mR*

e £5IN@)

Zeby toczenie odbywato

sie bez poslizgu, sita tarcia musi
mie¢ odpowiednig wartosc!
Zwiekszajac kat a przy danym
wspoétczynnika tarcia f mozna
doprowadzi¢ do poslizgu...
Witedy sita tarcia przyjmuje
maks. wartos¢ T, =fmg cos()




Ruch obreczy — przyktad potagczenia rucho
postepowego | obrotowego

Obréot L —
Ruch srodka masy

V

>

T
Obrecz wraca ...

* ruch z poslizgiem (T=Tmax)
* ruch bez poslizgu (wartosc¢ sity tarcia dostosowuje sie do sytuacii....)



Wahadlto fizyczne

O — punkt zawieszenia wahadta

d- odlegtos¢ od punktu zawieszenia do
srodka masy

I — moment bezwtadnosci wzgledem O

2
12?:1\4 M =-F.d
A
2
C; tf‘:—mgd sin(@)

Dla matych katow a:

\ d’oc  mgd
\\‘\ 2 + a —
M Rownanie oscylatora harmonicznego

‘mgd 1
Czestosc drgan @ = mea Okres drgan 1 = 2
Il mgd

0




Wahadto rewersyjne

Jaka dlugosé I musi mie¢ wahadlo matematyczne,
aby mialo okres identyczny z wahadlem fizycznym?

I z g
2r | —— =2r | — => [=
mgd g md

Jaki okres bedzie miato wahadlo fizyczne jesli
zawiesimy je w punkcie O’ odleglym o [/ od punktu O?

T'=27Z'\/ I
mg(l—d)

Czyli:

Zatem:

dtugos¢ zredukowana
wahadta fizycznego

I’ — moment bezwtadnosci wzgledem O’

z twierdzenia Steinera:
I'=I1 +m(l—-d)’
I =]—md’=Ilmd —md> =md(l-d)

I'=md(l—d)+m(l—d) =m(l-d)l

T'= 27[\/

m(l—d)l

mg(l—d)

:Zﬂ\F:T
8

=1 +md’

=T

Przy zawieszeniu
w punktach O i O’
okresy sg rowne!




Dtugosc¢ zredukowana dla preta zawieszonego
na jednym z kohcéw

il L
[ T =27 ! I:lmL2 d= "
g mgd 3 2
2L
! I, =27 3g okres wahan preta
L
T =21 l okres wahadla
A g matematycznego
2
) [=—L
3

Zawieszajac obok siebie pret 1 kulke na nitce o dtugosci 2/3 L
mozna si¢ przekonac, ze okresy ich drgan sa rowne...
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Wahadto rewersyjne

Wahadto sktada sie z preta zaopatrzonego w dwie

state osie pryzmatyczne Oi O’

(osie pryzmatéw zwrocone do srodka)

Przesuwajgac masy m, oraz m, mozna zmienic¢ potozenie
Srodka ciezkosci wahadta. Masy przesuwamy dopdty, dopoki
okresy wahan wokot osi O i O’ nie zrownajq sie, wiedy
Odlegtos¢ OO’ bedzie odpowiadata dlugosci wahadta
fizycznego L. Znajgc odlegtos¢ OO’= [ oraz okres drgan T
mozna wyznaczyc¢ przyspieszenie ziemskie, tak

jak zrobit to H. Kater w 1818 r...

_4rl
=

8




Uderzenie bryty

W jakiej odlegtosci od punktu O nalezy uderzy¢ bryte,
aby bryta podczas uderzenia dokonata obrotu wokét

0O punktu O?
A . ~ Ruch postepowy srodka masy:
Av AV
d F=m-— = Fl=ml~—
l At At
—¢—- S Aby ruch srodka masy mozna byto opisac jako obrot
wokot punktu O to powinien byé¢ spetniony zwigzek:
F O’ AV = dA d — odlegto$¢ srodka masy od punkiu O
. \ dAw

5 . ﬂ A - przyrost predkosci obrotowej bryty
A@ FI - moment sity F Aw
Fl =mld A wzgledem punktu O, - Fi=1 At

wigc powinno by¢ spetnione
dla ruchu obrotowego bryty...

/ Czyli bryte nalezy uderzy¢ doktadnie w
d odlegtosci réwnej dtugosci zredukowanej
wahadta fizycznego...

Zatem: | =



Uderzenie preta
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obrot wokot konca ruch postgpowy koniec preta si¢ cofa...

O’ — Srodek uderzenia preta (trzymanego na koncu)



Trzeba uwazac gdzie sie trzyma
miotek...

L e O

1

d T Tu nalezy trzymac, zeby nie bolato!




