Wyznaczenie momentu
bezwtadnosci przy uzyciu
wahadta torsyjnego



Wahadto torsyjne

Rownanie ruchu obrotowego krazka

d’a I, —moment bezwtadnosci
I P M krazka J 1.2
M — moment sity
D —moment kierujac
M=-D« ey drut
@ o
da D Réwnanie oscylatora
i + / a =0 harmonicznego %)
t . L
v —
o = Asin(at + @) 2R
y D
Czestos¢ kotowa @ = I—

0 — 1) Informacja o momencie bezwtadnosci

7 2) Informacja o wtasnosciach sprezystych
Okres drgan T,=2x \F drutu
D



Wahadto torsyjne

Nowy moment bezwtadnosci
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Podczas drgan wahadta zachodzi odksztatcenie drutu polegajace na scinaniu...



Odksztatcenia sprezyste

Sprezystosé (elastycznosc) — wtasnos¢é powodujgca, ze odksztatcone ciato
dazy do stanu poczatkowego.

Dla idealnie sprezystych ciat naprezenia w nich wywotywane sg
jednoznacznymi funkcjami odksztatcen.

Przy niewielkich odksztatceniach wtasnosci ciat statych

mozna opisywac traktujac je jak ciata idealnie sprezyste, wtedy, jak to
wykryt R. Hooke dla prostych odksztatcen, odksztatcenie jest
proporcjonalne do naprezenia (sprawdzmy czy ono dziata...).

... a potem zajmijmy sie przypadkiem odksztatcenia postaci bez zmiany
objetosci jakim jest tzw. scinanie...



Scinanie
Rozwazmy kostke prostopadtoscienng przyklejonej do podtoza
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Kazdy element gornej powierzchni kostki poddany jest naprezeniu stycznemu...

F F — sita dziatajgca stycznie do gornej powierzchni kostki
O, = S — powierzchnia gornej Scianki kostki

S

Odksztatcenie kostki polega przesunigciu gornej scianki w kierunku naprezenia,
bez zmiany ksztattu tej scianki. Scianka przednia i tylna przyjmujg ksztatt

rownolegtobokow, scianki boczne pochylaja sie o kat ¥

W tym wypadku prawo Hooke’a ma posta¢: |y = ' | G —modut sztywno$ci

"Aby naprezenia powstajace na brzegach nie miaty znaczenia wysoko$¢ kostki powinna znacznie mniejsza od
pozostatych wymiardéw



Skrecanie (scinanie) preta

Pret dzielimy na rurki o promieniu ri grubosci dr
Gorny koniec rurki jest zamocowany.

Do dolnego konca przyktadamy pare sit o tej
samej wartosci i przeciwnych zwrotach — tworzg
one moment skrecajacy pret, ktdry rownowazg
naprezenia scinajgce powstate w precie.

r

Y = re Kazdy element rurki ulega scinaniu o kat vy
- [

[ y = 0. G- modut sztywnosci
G
Poniewaz ro ¢ - kqt skrecenia koica
Y= rurki

[ 1-dlugosé rurki

Zatem naprezenie scinajace:
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Skrecanie preta

Moment sit sprezystosci
rownowazgcy moment sit zewnetrznych:

dM = AFr
IV — o AS 4 & = OF |z definici
! <  AS | haprezenia scinajacego

dM =0, 2 drr

dM = re G 27mr’dr A F — sita styczna
! AS — powierzchnia

270G przekroju rurki

dM :l§0r3d7’

Sumujac przyczynki od rurek o réznych promieniach
dostajemy catkowity moment sit sprezystosci rownowazacy
moment sit zewnetrznych

4
226G (R 5. GaR' po™ _G,
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D — moment kierujacy )
J — geometryczny moment bezwtadnosci J = ” r-dS
S




Badajac drgania torsyjne wahadla fizycznego

mozemy wyznaczy¢ modut sztywnosci G materiatu,

z ktorego wykonany jest drut...

Materiat Modut sztywnosci | Wspdtczynnik

GPa Poissona
GPa

guma 1.6-103 0.46-0.49

miedz 40-48 0.35

stal 82 0.29

wolfram 132 0.17

szkto 17-30 0.2-0.3




Skrecanie watow napedzajgcych maszyny

Moc przekazywana przez wal napedowy:
P=Mo

Zamiast watow stosuje sie czasem rury...
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Jaki powinien by¢ promien zewnetrzny R, rury o promieniu
wewnetrznym R,, aby dawata ona taki sam moment
skrecajacy jak pret o promieniu R,

R, =*2R =119
R’ _ Ry —RY) —> : L
p) p) S2:ﬁR1_R1 :ﬁ_l
Sl R12

Warto uzywaé pustych watkow!



Sprezyna
Przy rozcigganiu sprezyny drut, z ktérego jest ona wykonana
ulega skreceniu o kat 6 (nie jest to jednak tak proste jakby sie wydawato —
trudno zauwazy¢ skrecenie drutu, gdy rozciggamy sprezyne — jak to sie

dzieje - patrz dodatek). Al
Q= P R, — promien sprezyny
Skrecenie to wywota pojawienie sie momentu sity:
M = ot G r — promien drutu
=5 ;7 [ - diugosé drutu

Moment sit sprezystosci rbwnowazy moment sity zewnetrznej F przytozone;

doktadnie wzdtuz osi sprezyny
M =RF

F.aczac powyzsze wzory 1 bioragc pod uwage, ze dtugos¢ drutu sprezyna wynosi
[ =2nNR, (gdzie N — liczba zwojow spr¢zyny) dostajemy ostatecznie:

4
F=9" an Lo G
4R'N F. =—kan 4R’N




Rozcigganie drutu

Me

A

Wydtuzenie wzgledne: [—-1, Al

lO lO
Prawo Hooke'a (dla niewielkich odksztatcen)

£ = o G- naprezenie normalne
E E — modut Younga
—_ Fl’l

F =sg™
s [,

P zenie ledne:
rzewezenie wzgle . Ad

4 do

o)

Dla odksztatcen sprezystych:

8t:ﬂ8 lub ﬂ:t

L - wspofczynnik Poissona



Modut Younga

Materiat Modut
Younga (E)
GPa
uma 0,01-0,10
Polietylen (LDPE) 0,2
Polipropylen (PP) 1,5-2,0
Ostonka wirusa 1-3
Poli(tereftalan etylenu) 2,0-2,5
(PET)
Polistyren (PS) 3,0-3,5
Nylon 2-4
Drewno debowe 11
(wzdtuz widkien)
Beton wysokiej 30
wytrzymatosci (Sciskany)
Magnez (Mg) 45
Stop glinu (aluminium) (Al) 69
Szkto (SiOz, 72

Na2CQ0s3, CaCOs)

Materiat Modut
Younga (E)
GPa
Szkto (SiOg, 72
Na2CQ0s3, CaCOs)
Mosiadz (Cu, Zn) i 103-124
Braz (Cu, Sn)
Tytan (Ti) 105-120
Kompozyt z 150
widkna weglowego
Zelazo kute i stal 190-210
Wolfram (W) 400-410
Weqlik krzemu 450
(SiC)
Weqlik tytanu (TiC) 450-650
Miedz 100-115
Cynk 84
Ofow 16
Cyna 47
Nanorurka'" >1 000
Diament (C) 1 050-1 200

http://pl.wikipedia.org/wiki/Modu%C5%82_Younga




Wspotczynnik Poissona

Materiat Ll
Guma 0,46-0,49
Otéw 0,45
Aluminium 0,34
Stal 0,29
Szkto 0,2-0,3
Kwarc 0,2
Wolfram 0,17




Zmiana objetosci preta przy rozcigganiu

____________________________________________________________

_____________________________________

[ +Al

Zmiana objetosci przy rozcigganiu:
2 27 _
AV =n(r, + Ar)* (I, + Al) — mr 1,

Al Ar O O O
~ur’l| — 42— |=V| —=2u— |=V.—1=2
0 [lo rj O(E ﬂEj o 1=24)

0

Doswiadczenie pokazuje, ze AV/V20 == |l < 1/2




Odksztatcenie objetosci

Wzgledna zmiana objetosci: | ¢ _ AV o
p VO
‘ 1 p — cisnienie
v K=— K- wspditczynnik $cigliwosci
: K K — modut $cisliwosci
f____, | - p(_L Doswiadczenie myslowe:
- kazda z krawedzi ulega skroceniu o czynnik
p/Z ------------------- (1-p/E)

A - jednoczesnie w wyniku dzialania cisnienia
| w kierunku poprzecznym poissonowskiemu
p ' w stosunku (1+up/E)(1+up/E)
E
H= (c; Dtugos¢ krawedzi po deformacii:

I=1,(1-p/E)(1+up/E)?

_ 13 _p3 /‘p6: AP Hp _3(1-2p)
V—ZO(I j(l+ EJ =V, 3E)(1+6 E)_Vo(l pj

E E

A 1-2 —
AV 3= 30 B

vV, E E 3(1-2u)




Scinanie plytki

< E
0 D
a
>
F
d — grubosc¢ ptytki

Naprezenie styczne:

F
o, =
ad

Naprezenie normalne:
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o = = =0
n adﬁ ad t



Naprezenia normalne Zmiana kata o) G — modut

— t

rozcigga przekatng pomiedzy bokami 7T 5 sztywnosci
2AD =2Aa-/2
Zmiana dtugosci przekatnej: t Y_V_ Aa _ 2Aa
- rozcigganie ,podtuzne” g 2 2 al? a
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Il
oAD=%p4+u% p=""H 5 p Y)Aa o
E E E = 2(;
ﬂ a
2Aaf = 1+,u O'af
o l1+u o
@ 26  E
20a 1+ u > G )
= "~0 —
a E 21+ w)
g
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wsp. Poissona



~ Zginanie belk

R 2 it ~2
y |
3

- -'przed odksztatceniem przekroje p, g byty rownolegte (odlegte od'punktu -
zamocowania 0 X, X+ AX

- po ugieciu przekroje tworzg kat ¢

- warstwa V znajdujaca sie w odlegtosci y od warstwy W (neutralnej) wydtuza
sie 0 gy

- element belki o dtugosci Ax i grubosci Ay i szerokosci b jest odksztatcany
pod wptywem sity F, = 0 AS

H. Szydtowski Pracownia Fizyczna (PWN)



AF = 0AS = EEAS

Powierzchnia elementu V :
AS=bAy

Py

Wydluzenie wzgledne (rysunek): &=""

Stad: AF, = E(DybAy
Ax
Moment tej sity wzgledem warstwy W

@, 2
AM = yAF =E " by A

Ax

Sumujac przyczynki od wszystkich warstw mamy:

hl?2

- ®
M—EAXI

~h/?2

idy=E % J
yidy=E °

gdzie geometryczny moment
bezwladnosci

hi2

J = by

—h/?2

*dy = jyzdS

(element powierzchni zamiast masy)




Dla belki o przekroju prostokatnym (zginanej prostopadle do i)
A

1., y
J=—bh
12 B —| h
Moment sit sprezystosci < b >
wytworzony w elemencie belki o

dlugosci Ax : 7 M

M=E"]J] —> o= Ax
Ax v EJ

Belke odksztatca moment sity

zewngtrznej I

M=(-x)F @(0:;(1—)6)&

Poniewaz pomiedzy stycznymi do belki w punktach p, g wynosi @, to
przyczynek AS do ugiecia belki S wyniesie:

AS=¢(l—x) ==> AS :;(l—x)zAx



Sumujac ugigcia od wszystkich przyczynkow Ax dostajemy:

F | 1 F
S=— fu-xpdx=_ "1
EJ < 3 EJ
Dla belki o przekroju prostokatnym:
4 Im wiekszy moment
S = F Geometryczny, tym trudnie;
bh’ EJ zginac!

.. : : Materiat powinien by¢ wiec
Ugiecie zalezy od ksztaltu przekroju! jak najdarl)ej od osi Zéinar?ia_

Puste w srodku wytrzymalsze?

g =" pt Mosty, konstrukcje i kosci...
P4
T 4 pa
J, = (R, —R/) D
4 <>

1 d/2
J,= . (DH =2dI’) = | |n |H




Moment sity jeszcze raz...

A

M = EZ; J |7 Promien krzywizny

EJ

M(x)= R(x)

¢ 1
Ax R

>
y
Z. matematyki wiadomo, ze krzywizna
Dla matych ugiec:
1 9%z 1 YIS
R™ac (5 v)" 1 _o%
[1+(Z) j R ox’
ox

Stad mozna uzyskac informacje
ksztatcie belki...



d°z rOwnanie na
M)=ET- 5 = Kalt belki

0°7

ox” B

gj(l—x) dax=0 7;=0-"=0

Strzatka ujecia belki zamocowanej na jednym z kohcow

1 F
D= P
z(1) 3 )



ZASADA DZIALANIA MIKROSKOPU SIL. ATOMOWYCH

pryzmat
laser /

detektor

lustro

dZzwignia

probka

petla
sprzgzenia
ZWrotnego
_|_

komputer




Mikroskop AFM

mikroskop
optyczny
z kamera
AFM
~25¢cm .
MultiMode AFM
— +Nanoscope Illa
Y Digital Instruments
podstawa (obecnie Veeco)




Budowa mikroskopu AFM: ruchoma prébka

Mikroskop optyczny
z kamerg

Uchwyt dzwigni

Gtlowica

Skaner
Mocowanie skanera



Dzwignia ,,tapping mode”’

Spot Magn De
6.0 664x S5E

Dhugosé 125 pm
Szerokos$¢ 30 um
Grubos¢ 3 um
Wysokos¢ 10 pm
Stala sprezystosci 100 N/m
Czestos¢ rezonansowa ~300 kHz
Promien krzywizny 10 nm
Kat rozwarcia stozka 30°

WWWwW.Nnanosensors.com



Tryb kontaktowy (,contact mode”)
Photodiode Array

Photodiode "B"

Photodiode "A"

A-B (Vertical Deflection) _Reflected
Voltage Laser Beam
\ A/D
/ O Volts | Converter
SVgt int
oltage
. Computer

| Scanner

Tube




Tryb kontaktowy (,contact mode”)

i‘A"J

-

Figure D " Figure E




(TappingMode ™AFM)

Photodiode Array

DRI e Laser

Photodiode "A"

Laser beam

Reflected Laser
Beam

% Oscillating tip

A-B (Vertical Deflection) _Reflected Sampl
Voltage Laser Beam

Vx\ A/D

Scanner

O Volts | Converter
v -

8

Tube

Setpoint
Voltage

Computer >




EFM — Electric Force Microscopy (Kelvin Probe Microscopy)

fi
1-10nm topogratia

B ‘taduneck dodatni
tadunek ujemny

F(x):F(x0)+(x—x0)aF+... Afo—laFfO

2 0x k

Sita elektryczna (gradient) < zmiana czg¢stosci rezonansowej

Petla sprzgzenia zwrotnego: utrzymanie rezonansu

Przyciaganie < Wzrost czestos$ci j> Doswiadczenie w skali makro

. , . z ciezarkiem na brzeszczocie
Odpychanie < Spadek czestosci | magnesami...




Dioda Schottky’ego Au/GaN

(ztacze metal-potprzewodnik)

1.0V

0.5V

0.0V

50

topografia

granica potprzezroczyste] warstwy Au

50 75

potencjat



GaN

Distance (um)

0.0+
0.0

: -
20 40 6.0 80 100 12.0 140

Distance (pum)
potecjal (KPFM)

Distance (um)

0.0 10.0nm

4.0

2.0

0.0
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Distance (um)
topografia (AFM)



MFM — Magnetic Force Microscopy

b10nm topografia

B domeny magnetyczne

oF | 19F f,

F(x)=F(x,)+(x—x,)- St

Sita magnetyczna (gradient) < zmiana cz¢stosci rezonansowej

Petla sprzgzenia zwrotnego: utrzymanie rezonansu



Mikroskop sit magnetycznych

M M
S 20.0 Hz

25.0 nm 10.0 Hz

0.0 nM

0.0 Hz



Nanorurki weglowe

Figure 3. Scanning electron (EM) micrographs of MWNT's

L. Forroro et al. Electronic and mechanical properties of carbon nanotubes,



Modut Younga dla nanorurki

: ’ “--ﬂ.ﬁ; - - %M

10 TR T TR T NN TR TR TR N N PR [N TR SN TR TR NN TR T N |
0 5 10 15 20 25
diameter (nm)

Figure 5. Dependence of the apparent Young’s modulus (E _app) on the diameter of SWNT bundles
meaured using AFM. The untreated bundles are represented by the open circles and the hydrogenated and
irradiated bundles by the filled squares.

L. Forroro et al. Electronic and mechanical properties of carbon nanotubes
(Wikipedia)

A. Volodin et al.,Phys. Rev. Lett. 84, 3342 (2000)
Palaci et al., Phys. Rev. Lett. 94, 175502 (2005)



NT-MDT sets new standards
for SPM solutions

Demagnetization of the hard disk sample with the external magnetic
field increase (0, 1520 Gauss). MFM images. Scan size: 30x30pm.

AFAM image of composite AFM  nanolithography

protein film with areas of obtained by elecrial loce pm
different components. axidation technique on ulrathin
‘Scan size: 313 pm. titaniom film. Scan size: 25x25 ym.

Monodlonal antibodies IRK2 to STM image of carbon nanotube

Acchain ofricin (IgG1). deposited on an HOPG substrate.
Scan size 27027053 nm. Scan size:20x20 n.
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