Drgania uktadow o wielu
stopniach swobody



Jak zmieniajg sie postacie drgan...
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- 1 L[| T 2 wieksza sita kierujaca,
N=3 |[—~——] || | /\0\/ M tym wigksza czestos¢ drgan...
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» Liczba konfiguracji = N
» Pierwsza postac: brak weztéw (oprécz zamocowania)
 Ostatnia postac (o najwyzszej czestosci) N-1 weztdw (oprdocz zamocowania)




Cechy uktadu o N stopniach swobody

* istnieje doktadnie N postaci drgan wtasnych
« kazda z postaci drgan normalnych ma wtasng
czestosc¢ i ,ksztalt” (okreslony przez stosunki amplitud)

Gdy uktad wykonuje drganie normalne
wi(f) = A,cos(ot+o)
« wszystkie elementy majg te sama czestosc,
« wszystkie elementy majg to samo przesuniecie fazowe
(mijajg punkt rownowagi w tym samym momencie!)
« kazdy element masy doznaje takiej samej sity kierujacej na
jednostke masy

k
p=-_y

m
Jesli wiec uktad ma trzy stopnie swobody i dla danego modu drgan
wiasnych stosunki amplitud wynoszg (1):(-1):(3), to jesli

W, (t) = A cos(@it+ @) —> w,(t)=-y,(t) w.,(t) =3y, (1) L

Czasami uzywa sie zapisu 1
wektorowego opisujacego dany mod drgan. w,(t)=Acos(wt+ @) —1
Rozwigzanie ogdlne jest sumg takich wektorow

wtasnych... i 3 i



Przyktad uktadu o wielu stopniach swobody -
drgania sieci krystaliczne;
(fonony)...



MODEL KRYSZTALU

Drgania podtuzne uktadu mas i sprezynek
Rozpatrzmy N ciezarkdw potgczonych N+1 sprezynek

Stan rownowagi =1 n=2 N-1 N

m m <
" ) -
ok

Ogblna
konfiguracja

Wy | Vs

Réwnanie ruchu dla n-tego ciezarka

d2
mdzzn = K(Wnﬂ o Wn) o K(Wn a Wn—l)



Postacie drgan normalnych

Wy, = A cos(wt+ @)
W, = A, cos(ax + @)

v _,=A_ cos(ax+ @)
y, =A cos(ax+ @)

Wrz—i-l — An+1 COS((()[ + ¢)

Obliczmy:
d;z”zn =—@’'y, =—@’A cos(ax + @)
Po podstawieniu do rownania:
2
e Ve = KW, ~v) - KW, =)

...1 pozbyciu sie czynnika cos(mt), dostajemy

—-m@’A =K(A  —2A +A )

Stad rownanie wyznaczajgce konfiguracje drgan wtasnych o czestosci o

Przez analogie do struny

. 2T .
poszukajmy rozwigzan postaci: |A = Asm()L na) = Asin(kna)

(A +A )=A (2 —Zaf)

A -dlugos¢fali k- liczba falowa



A = Asin(k(n+1)a) = Asin(kna + ka) = A[sin(kna) cos(ka) + cos(kna)sin(ka)]
A = Asin(kna)

A = Asin(k(n—1)a) = Asin(kna — ka) = A[sin(kna)cos(ka) — cos(kna)sin(ka)]
po dodaniu stronami:

A +A _ =2Asin(kna)cos(ka)=2A, cos(ka)

n+1

Stad
4 2A cos(ka)=A, (2—- Z @) T—> 2cos(ka)=2- Z @’

W' = 2K(l cos(ka))—zK{l {cos () =sin’ (ka)}} Hosin ()

Warto przec¢wiczycC uzycie
liczb zespolonych, badajac
= 4£ sin’( @ ) rozwazEma pos.tacu

m 0 An — Celkna
Zaleznos¢ pomiedzy czestoscig w a liczbg falowg k (czy tez dtugosciag fali A)
wyraza zwigzek dyspersyjny dla uktadu mas potaczonych sprezynkami.

Czyli ostatecznie:




Rozwigzanie ogolne

A = Asin(kna)
_ Warunek znikania dla z=0 spetniony
v, (t) = Asin(kna)cos[@(k)t + ¢] <= (zerowy ciezarek jest unieruchomiony)

A — A _ Warunek znikania wychylenia
A, ., =Asi(k(N +1)a) = Asin(kL) =0 dla z=L=(N+1)a,

@ (unieruchomienie N+1 ciezarka...)

Istnieje N rozwigzan tego rownania:

kL=xm, k,L=2x, ...k L=mnx, .... k,L=N7x

Istnieje N 2T 27 2L
ograniczenie! k =—T Ain = = L=—=2a

Ain =2a To cecha ukltadéw dyskretnych!




Dyspersja dla fonondw w ztocie

Model krysztatu — atomy (masy) potaczone sprezynkami

Drgania sieci — fonony (drgania wtasne, czy tez fale propagujace sie w krysztatach)
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DRSS Czerwone krzywa przerywana:
J. W. Lynn, H. G. Smith, and R. M. Nicklow Prosty model k

. a
Phys. Rev. B 8, 3493 (1973) niezle pracuje... | |@ = @, sin (2)




Granica ciggtosci uktadu...

Jesli liczba elementéw uktadu N jest bardzo duza (np. 10°) to
odlegtosci pomiedzy elementami sg mate, to uktad staje sie ,ciggty.

Dla pierwszych kilku tysiecy moddw drgan o najnizszych
czestosciach blisko siebie lezgce elementy poruszajg sie praktycznie
tak samo... _

Pojawiajg sie fale!

i L —

Zamiast uzywac potozen kazdego elementu Az
W, (1), ¥,(@), ¥,(0).., (1)
Uzywaé funkcji ciagtej potozenia Qy
W(X’ Y’ Z’ t) AX (Xs ys Z)

gdzie, X, y, z — potozenia rozwazanego elementu uktadu
(bliskiego otoczenia tego punktu)

U(X,y,2,) =¥ (X,y,2, 08, +¥ (X,Y,2, )€, +¥_(X,Y,7, E,



Drgania (fale) podtuzne | poprzeczne

Rozwazmy strune rozciagnietg wzdtuz osi z,
dla potozenia rownowagi dla wszystkich punktéw x=0, y=0

p(x,y,z,) =y (2,08 +Vy (2,08 +¥ (z,VE,

Drgania podtuzne:

w(z,t) =y (z,)E,
v, (z,0) =y. (z, ),

Drgania poprzeczne: .
chwilowe

,(z,0)=y (2,08 +¥ (z,1)€ wychylenia z potazenia

_ rownowagi wzdtuz z
Polaryzacja

v,.(z,)=y.(z,1)

chwilowe
v, (z,1) wychylenia z potazenia

ux( z,t) v, (z0=y,(210 rownowagi wzdtuz x lub y

| -




Rownanie falowe dla struny
(fale poprzeczne)

Drgania poprzeczne
spolaryzowane

Rozwazmy ruch niewielkiego elementu dtugosci 4z,

Réwnanie Newtona Am = p Az
P, - gestosc liniowa
°w(z t : :
Am Wé)(tz ) _ F (z,t) F.(z,t) =T,sin(6,) — T, sin(6,)




Dwa rézne podejscia:

- przyblizenie matej dtugosci swobodnej pozioma sita napinajgca strune
T=(1/cos®)1,, czyli Tcosb=T)

- przyblizenie matych drgan: cos6=1, pozioma sita napinajaca T cosf=T,

F.(z,t) =T,sin(6,) — T, sin(6,) =T, cos(b,)tg(6,) — 1, cos(6,)tg(6,)

0 :
’ﬂ&0=%@@ﬂ4mgarﬂ4wj‘%[¢q
aZ ’ aZ .

(ﬁwj4?wj
2
F2) = (2, —2)T,~ 92 )2 N0 oo OV

2, — dz°
2 2
Rdéwnanie ruchu: ,OOAZa 1 = AzT, J 92”
ot’ 07
A ' 2 2
Klasyczne rownanie| j v T, d W T o
falowe: = S v,= 7 - predkosé fali




Fale stojgce w strunie

Drgania normalne: kazdy element struny wykonuje drgania postaci:
W (z,1) = A(z) cos(art + )

\ to samo przesuniecie fazowe ¢

niezalezna od czasu amplituda A(z) .
ta sama czestosc ®

Rézniczkujemy * 0 W(2,1)

e —@’A(z)cos(ax + @)
2 2
J g(f’t) = cos(ax + @) d (Z)
< g

Rownanie oscylatora

2
harmonicznego! d"A(z)

_ 2 pO A( )
Q dZZ — T NTO ma byé¢ ze sobg zgodne...
0

A(z) = Asin(27ZZ) + Bcos(272'z) |:> dzA(Z) 27[ A
/1 ﬂ rozniczkujemy de ﬂ, (Z)
dwukrotnie

2 2

T /l T() 100

0




Warunki brzegowe

W(z,t) =cos(ax + go){A sin(2ﬂ2) + B cos(ZEE)}

Struna zamocowana w z=0 oraz z=L, stad

w(0,0)=0 => B=0  w(z.1)=Acos(ax+ @) sin(27[/zl)

w(L,t)=0 = sin(272'i) =0

gt
2T—=T,27%,37,....nT7T
1 2 2L 1
A=2L, A=L=—A4, A=—L=—A,. A =—=—A4,
2 3 3 n n
v, 20,
Vl:jj’ Vz_/il_zvl’ V,=3V,... V, =nV,

Czestosci harmoniczne!




Postacie drgan struny (zamocowanej z dwoch koncow)

Po, T,

Czestosci strun zamocowanych np. z jednego konca, lub z
dwoma koncami swobodnymi sg inne. H

Warto to sprawdzi¢ samodzielnie...




Zwigzek dyspersyjny

1 2T | p
Av= % = 2zv="" "0
Po AT,

o

1,
Wprowadzamy liczba falowa |k 1 ) = /pOk
0

w(k)=0,k| Wartosé k zalezna od
warunkow brzegowych —

Fale stojace nie biegna, ale dia A; mamy:
mozna je traktowac jako ztozenie 27T T
fal biegnacych w przeciwne = =
strony ....

A

predko$¢ fazowa o ﬂl L



Od drgan struny do analizy Fourierowskiej

Najogdblniejsze réwnanie ruchu struny ciggtej, otrzymujemy przez superpozycje
wszystkich drgan normalnych:

W(z,t) = A cos(wt+ @ )sin(k,z) + A, cos(@,t + @)sin(k,z) +....

Czestosé i liczba falowa sg ze sobg zwigzane:
€ a q ZWia; wn ( k) — UO kn
Rozwazmy warunek poczatkowy:

w(z,0) = f(z) Ksztalt struny w chwili poczatkowej
0 W opisany funkcja f(2)
3 (2,0)=0,dlar=0 Predkos$é poczatkowa struny réwna zeru

Warunek znikania predkosci dla t=0 oznacza, ze przesuniecia fazowe
spetniajg warunek ¢=0, ¢=n (jest to rownowazne dopuszczeniu zmiany znaku

poszczegblnych amplitud, A, A, ... ) Mozemy wiec zapisac:

W(z,t) = A sin(k,z)cos(wt) + A, sin(k,z)cos(@,t) +....
Staddlat=0: | f(z7) =W (z,0) = A, sin(k,z) + A, sin(k,z) +....

Rozwiniecie Fouriera (szereg Fouriera) funkcji f(z)!




Rozwiniecie funkcji okresowe| F(z)
Przypadek szczegolny dla struny zamocowanej w z=0 oraz z=L.:

f(2)=w(z,0) = A sin(k,z) + A, sin(k,z) +....

f(z) — okresowa z okresem k,, k,, K; ...

Uogodlnienie — konstruujemy funkcje F(z)...

F(z) — okresowa z okresem k., k,, kj ...

F(z)= i[An sin(nk,z) + B cos(nk,z)]



Rozwiniecie w szereg Fouriera (,,rozsadnej”) funkcji F(z)

F(z)=B,+ ) A,sin(nkz)+ ) B, cos(nkz)
n=l1 n=l

Wspotczynniki rozwiniecia okreslone sg nastepujaco:

1 zt+4
B, = i j F(2)dz

z+4
A = 2 F(z)sin(nk,z)dz
i
z+4
B = 2 F(z)cos(nk,z)dz

Sprobujmy to udowodnié....



Wyznaczenie wspotczynnikow
F(z)=B,+ ) A,sin(nkz)+) B, cos(nkz)
n=1 n=l1

Wspotczynnik B,
Catkujemy obustronnie rownanie** od z, do z,=z,+A, (czyli po okresie A,=2L)

Zl+/?'l (e} Zl +/?'1 (o] Zl_l_ﬂ1

jF(z)dz =AB, + Z jAn sin(nk,z)dz + Z jBn cos(nk,z)
z n=l - n=1

z+4 4+4
Pierwszy element sumy: Bodz — Bo_[ dz = 130/7.1
4

3

Pozostate dwa elementy sumy:

4+A4
: _ Stad rzeczywiscie:
jAn sin(nk,2)dz =0 b catkujemy " ;
Z funkcje okresowe 4t
2+4 po wielokrotnosci okresu Bo — j F (Z)dZ
_‘-B cos(nk,z)dz=0 (M — najdluzszy okres!!!) A %

<



Wyznaczenie wspotczynnikow c.d.

F(z)=B,+ ZA sin(nk,z) + ZB cos(nk,z) ~

Wspétczynniki A_ n=1

Mnozymy obustronnie przez sin(mk,z) rownanie™ i catkujemy
od z, do z,=z,+A, (czyli po okresie A,=2L).

1) catka z B, znika, bo catkujemy funkcje okresowg po okresie...
2) dla n=m

z1+/11 i 1 A
_sin (mk 2)dz=A J ( 2c:os(2nklz)jdz — 2n

g

3) D] i : . bo funkcja okresowa
) Plan=m _‘- A, sin(mk,z)sin(nk,z)dz =0 catkowana po okresie...

<

Wyrazenie podcatkowe mozna
przedstawi¢ w postaci:
1

sin(mk, z)sin(nk,z) = 2cos((n —m)k,z) — ;COS((m +n)k,z)

Kazdy z dwoch wyrazow po prawej stronie jest rownie czesto dodatni jak i
ujemny, wiec catka po okresie 4, znika!



4) Catkowanie wyrazenia
4+4

| B, cos(nk,z)sin(mk,z)dz =0
3

daje zero, gdyz wyrazenie

podcatkowe mozna przedstawi¢ w postaci:

cos(nk,z)sin(mk,z) = ;sin((n +m)k,z)+ ;sin((m —n)k,z)

...bo kazdy z dwéch wyrazéw po prawej stronie
jest rbwnie czesto dodatni jak i ujemny, wiec
catka po okresie A, znikal

Zatem:

1 4 +4 .
S AA = | F(2)sin(nk 2)dz

Z+4
A = 2 F(z)sin(nk,z)dz

n
2111




Wyznaczenie wspétczynnikéw B

Mnozymy wzor ** obustronnie przez cos(mk, z) i catkujemy
od z, do z,=z,+A, (czyli po okresie A,=2L) i dalej podobnie jak z A,

Dla m # n korzystamy z tego, ze :

cos(nk,z)cos(mk,z) = ;cos((m +n)k,z)+ ;cos((m —n)k,z)

Kazdy z dwdch wyrazéw po prawej stronie rownosci jest rownie
czesto dodatni jak i ujemny, wiec catka po okresie A, znika!

Dla m=n dostajemy podobnie jak dla catek A korzystamy z tego, ze:

5+4, z+4
jBn cos’(nk,z)dz = B, j (; + ;cos(anlz)de =
4+4 z+4
1 1 1
= 2Bn _Z[dz +2Bn jcos k,z)dz = 2Bn/1]

g

2 z+4
Stad: B =— F(z)cos(nk,z)dz

n
ijzl




Czyli to dziata!

Rozwiniecie w szereg Fouriera (,,rozsadnej”) funkcji F(z)

F(z)=B,+ ZAn sin(nk,z) + ZBn cos(nk,z)
n=l n=l1

Wspotczynniki rozwiniecia okreslone sg nastepujaco:

1 Z1"'/11
B, = i j F(z)dz

z+4
A = 2 F(z)sin(nk,z)dz

n 21 2
z+4
B = 221 F(z)cos(nk,z)dz




Wygoda obliczen (warto skorzystac...)

ink .z

Poniewaz  e""* = cos(nk,z) + isin(nk,z)

2 z+4 :
Bn + lAn — I F(Z)emklzdz
3t

A =Iml = " F(2)e™d
\/11 3 )
(2 pata .

B =Re| F(2)e™dz
(A s )

Sprawdzmy jak to dziata w praktyce...

Czy majac generator fal sinusoidalnych o dowolnych czestosciach mozna
wytworzyc¢ przebieg prostokatny, albo tréjkatny, o dowolnym ksztatcie...



Przykiad: przebieg prostokatny

| N I R — i

2L L 0 . LL 2 3L
! 1 |

. . 2 ut+A imk,z _ 1 2L imk,z
B +iA = &L F(z)e""dz = LL F(z)e"dz

+1 0<z<L 2T 2T T
F(2)= k=" ==
-1 L<z<2L A 2L L

. _] 2L imﬂ'i _] L imﬂ'i 1 e2L imﬂ'i
Bm+lAm—LL F(z)e dz—LL(+1)e dz+LL (~1)e  tdz



L 2L )
immw— imf[z 1 (2 immr 1 ] 2m75)
—e — é —1—€
Im7z
0 L)
(2 _1— 1) -0 dla m parzystych
.4
(— 4) =71 dla m nieparzystych
mmw

0 dla m parzystych

4 dla m nieparzystych

L /an




Ostatecznie otrzymujemy szereqg:

F(Z)=4 sin® 4 Lgin % L gpo® L G Gntbm
T L 3 L 5 L 2n+1 L
F(z)=1273 sin”LZ + 0,424sin32ZZ +0.255 sinszzz L

Kolejne wspotczynniki maleja powoli...



Analiza Fourierowska funkcji zaleznej od czasu

Wystarczy zastgpicé: kIZ N— a)lt o — 27T _ 27T /1
=

T 2T T

|




Prostokat...

1

Analiza przebiegéw
periodycznych w przestrzeni

A=2L

Analiza przebiegow
periodycznych w czasie

1 < >
VA | R
4/7c(s1n(klz)+1/3sm(3klz)+1/5s1n(5klz)+1/7sm(7klz)) _
0 : Zeby dobrze odtworzy¢
L 2L ksztalt trzeba bardzo duzo

harmonicznych!



Przebieg trojkatny
~ , .

W(t)

Zielone —
| suma trzech
kolejnych
sktadowych
Z szeregu...

1725%sin(3n/T*t)

0 T 2T

o 1 31 1 5« Juz trzy sktadowe
F()=A(sm( ¢t)— sin(— t)+ —sin(- t)—....| dajgdobry rezultat!
T 9 T 25 T To mozna ustyszec...




Przyktadowe zastosowanie analizy Fourierowskiej -
badanie sygnatow dzwiekowych

Przebiegi czasowe samogtoski Widmo czestosci _
samogtoski

250 300 350 400 450 500 P I - 1 I

czas (jeanStki umowne) 0 10 20 30 | 40 | 50 .60 . 70 . 80 . 90 .100.110.120
Czestotliwosc (jednostki umowne)



Ewolucja czasowa struny

Znajac wspotczynniki w szeregu Fouriera dla ksztattu struny w chwili t=0,

f(2) =w(z,0) = A ssin(k,z) + A, sin(k,z) +....

mozemy okresli¢c ewolucje czasowa drgan struny.
Wystarczy dotozy¢é odpowiednie czynniki czasowe!!!

W(z,t) = A sin(k,z)cos(wt) + A, sin(k,z)cos(aw,t) +....

Dla struny, ktorej wychylenie w chwili poczatkowej miato ksztaitt trojkata
bedziemy mie¢:

41 . mz 1 . 3xz 1 . Snz
)= — —cos(wt)+ —sin——cos(3wt)+ —sin——cos(Swt) +....
W(z)ﬂ{smL (1)3 . (1)5 . Say) }

Najlepiej zasymulowac¢ to samodzielnie na komputerze!



