Drgania pretow
(kamerton, cymbaiki...)
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Mozemy to zapisac

M € uzywajac drugiej
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Moment skrecajacy zalezy od potozenia X,

w przekroju x dziata moment M

w przekroju x+dx dziata moment M+dM

Naddatek momentu, jest oM (x)

réwnowazony przez sity styczne  dM = F(x)dx = F(x,t)=

do przekroju... X
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Pod wptywem sity dF 82y

element Am uzyskuje przyspieszenie 1>

Stad réwnanie ruchu: Am=pSdx
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Otrzymalismy réwnanie drgan poprzecznych preta...



Rownanie drgan poprzecznych preta (kamertonu)

azy + a2 a4y _ O * %%
ot’ ox*

Warunki brzegowe:
» dla zamocowanego konca, czyli dla x=0,

0
¥(0,£) =0 =0
ox _,
 na koncu preta (x=L) powinien znikaC moment zginajacy i sita styczna
azy B O a3y B O
2 _ 3 o
ox”| ox’
Warunki poczatkowe, wychylenie i predkosc¢
dy
yx0)=7fx - =0
ot _,

Postulujemy rozwigzanie:

(.metoda separacj ztnlennycrlz* y(x,1) =Y ()T ()
| podstawiamy do réwnania




1 d'T@t) _ 1 d'Y(x) _
Ta> dt’ Y(x) dx*

Skoro funkcje dwoch niezaleznych zmiennych sg sobie réwne,
to muszg by¢ state: A - stata.

Dla funkcji Y(x) dostajemy wiec rGwnanie:

d*Y (x)

4

—AY(x)=0

dx

Rozwigzanie ogdlne ma postac:

Y (x) = Acosh(*/ Ax) + Bsinh(*/ Ax) + Ccos(*/ Ax) + Dsin(*/ A x)

Z warunkow brzegowych: y () =, day -0 = C=-A, D=-B
dx x=0
ay. __dY 0
de x=L , dX3 x=L ﬂ

A(cosh(*/ A1) + cos(*/ A1) + B(sinh(*/ A1) + sin(*/ A1) = 0
A(sinh(*/ A1) —sin(*/ A1) + B(cosh(*/ Al) + cos(*/ A1) = 0



Uktad réwnan ma nietrywialnie rozwigzania A i B, gdy wyznacznik
uktadu jest rowny zeru...

cosh>(4/ AL) + 2cosh(*/ AL)cos(*/ AL) + cos*(*/ AL) —sinh*(*/ Al) +sin>(*/ AL) = 0

Poniewaz cosh?(*/AL)—sinh>(*/AL) =1
sin’(4/AL) +cos*(}/AL) =1

To otrzymujemy réwnanie przestepne:

cosh(u)cos(u) =—1 gdzie y = WL

Jego rozwigzania mozna znalez¢ numerycznie:
w,=1,875, u,=4,494, u,=7,854... u =n/2(2n-1) dla n>3

Znajac wartosci p mozemy znalez¢ amplitudy A i B oraz
4

M,
A = 1

Pozostaje nam rozwigzac teraz rdwnanie na funkcje T({), ale to jest
znacznie prostsze...




d°T@) Rownanie oscylatora
, +ta AT =0 harmonicznego!

dt
Il 4
Tn (t) =a, Cos(a)nt) + bn sin(a)nt) A = 'UZ
"L
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Czestosc a)n—aﬂ— 105@_ I pS

Lo 7 F
Czestotiwose | 27 | pS

Stosunki czestosci dla drgan poprzecznych preta (kamertonu)
sg inne niz dla struny! Kolejne czestotliwosci nie sg wielokrotnosciami czestosci
podstawowej! (Mozna to zbada¢ doswiadczalnie uzywajac analizy fourierowskiej...)
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2ot 6067, =5 17548
Vi Vi

Rownania wyprowadzone dla preta stosujq sie tez do drgan ptyt (cymbatki)!
Bedziecie mogli to sprawdzi¢ wykonujac ¢wiczenia na Pracowni fizycznej!




Drgania membrany

Powierzchniowe zrodta dzwieku — ptyty, membrany...
Skorzystajmy z analogii do struny:

T,- sita naciggu
o= b L _ O P, - gestosc liniowa
’ o oS Jo, p- gestosc objetosciowa

G - haprezenie

W przypadku fal stojgcych na membranie powinny powstac linie weztowe.

Réwnanie falowe drgajacej membrany jest bardzo podobne
do drgan struny:

Oy Iy _ 1V by

ST N ]

Zatézmy, ze mamy do czynienia z membrang rozciggnietg
na kwadracie o boku L. Na brzegach kwadratu wychylenie
membrany znika, przez analogie ze strung szukamy 0

rozwigzan w postaci: 0
W(x,y,t)=Asin(k x)sin(k,y)sin(at)

Po podstawieniu do rownania * i zrézniczkowaniu dostajemy:

v
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k’“+ky_vz
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Warunek na sktadowe wektora falowego: kL = [kx, ky]
przyimujac k= kcos(ax), k, = ksin(a)

dostajemy k* = — w=ky, < zwiazek dyspersyjny
v, identyczny jak dla struny

w=k:+k v,

Rozwazmy warunki brzegowe:
y g mi

. k. =
sin(k L) =0 — k.L=mrm =) YL m, n — catkowite

sin(k,L) =0 k.L=nrx P
L
T J m?+n’ || Ceestotiwosc drgan whasnych
A = membrany:
P

. L 2 2
:> v o= Jm +n 0}
@,,=27v,, ’ 2L 0




Posta¢ drgan wtasnych membrany:

2 2 2 2
an:Jm +n G:Jm +n 0 kx:mfc,k:m
’ 2L Jo, 2L

Drgania wtasne membrany zamocowanej na kwadracie majg
wiec postac:

w(x,y,t)=A sm(mLf[ X) 31n(nL7[ x)sin(2zv,, 1)

Vin =5 B V2= 5 % Vis= 0 VT o0
1,1 2 18+ 2.2 I
I _I_ """ _ :_|_

Vi, Vi, =V, = 1.581/1,1 V3= 2.241/1,1 V,, = 21/1,1

Rozwigzanie ogdine:

W(x, y,1) = ZZsm(x)sm(Lx)[A sin(2zv,, 1)+ B, cos2av, 1)

m=1 n=l



Membrana kotowa
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Stosunki czestosci podstawowych dla kolejnych drgan wtasnych
membrany kotowej, zamocowanej na brzegu...

Zbadajmy wiotkg membrane w swietle stroboskopowym...



Figury Chladniego

Drgania ptyt... . .
W zaleznosci od tego SN NS \df_
jaki mod wzbudzamy 1 | '
na ptycie otrzymujemy
rozne wzory...

Ptyte umiejetnie
pobudzamy smyczkiem...




Fale bieghace

Uktady zamkniete — energia zamknieta w pewnym okreslonych granicach
drgania ukladu (swobodne i stacjonarne) mozna przedstawi¢ w
superpozyciji fal stojacych (drgan normalnych).

Uktady otwarte - fale biegnace, czyli fale wedrujace od zrodta, ktére je wytworzyto
dziatajgc na osrodek otwarty sitg wymuszajaca.
Towarzyszy temu transport energii i pedu.

Zatézmy, ze w punkcie z=0, struna wykonuje drgania D(f)=Acos(wt)

generator ﬂ\ /\ /

>
\/ \/ .
Szukamy  W(z,t)

Dla z=0 w(0,t) =D(t) = Acos(ar)

Jesli zaburzenie rozchodzi sie ze statg predkoscia, to ruch elementu w punkcie
w chwili t, jest taki sam jak ruch elementu w punkcie z=0, ale w czasie t’
wczesniejszym o odstep czasowy jaki fala zuzywa, aby dobiec do punktu z...




<
(%

¢
w(z,t) =w(0,t") = Acos(ax') = Acos a{t — ZJ — Acos[a)t _ wzj
1)(0 qu

Dla ustalonego z, funkcja ¥(z,f) przedstawia oscylacje harmoniczne w czasie...
W ustalonej chwili ¢, funkcja ¥(2,?) przedstawia oscylacje harmoniczne przestrzenne..

Poniewaz: t'=1 -

= kU(,, —> W(z,t)= Acos(wt —kz)

Warto zapamietac:

@ 27V A

v, = = = D =

ko T oxia S T
Funkcja fazowa (faza) (D(Z,t) =t — kz d(D -0

Sledzenie statej fazy: @(z,t) = const :> wdt —kdz =0

k

@

Predkosé fazowa: ’ _(dzj 10,
dt [dp=0]

Wréémy do fal na strunie....




Fale biegnace
Klasyczne rownanie falowe:
1oy oy  _ L
v ot

— - predkosc¢ fazowa fali
2 aZ2 po Pre

Ogblne rozwigzanie daje sie zapisa¢ w postaci sumy fal biegnacych
w lewo i w prawo.

w(z,t) =y, (z+0)+y,(z— )

Wprowadzmy zmienne: f =z+U n=z—u

Iy _dy o dy oy v(ay/ ay/j Oy va(aw 81//} v[azw LoV, 821//)

o 9F o an or of op ) o o\ d& o7y o*  dn®  95on
oy _ oy ag oy on 81// oy Oy _d(dy dy|_Jdy 82w+2 'y
dz d& oz 877 0z ag on 0z 9z\ & 9n ) o9& o&on

Podstawiamy do réwnania falowego

2
Loy Oy __, 0% _, — vV _,
v* o 97 B 05017




Czyli rownanie falowe przyjmuje postac:
R 0
A507

Catkujemy niezaleznie po kazdej ze zmiennych i otrzymujemy
rownanie w postaci sumy rozwigzan zaleznych jedynie od pojedynczej

zmiennegj ¢ lub n:
0 ;
% (awjzo ) W:f 1)

o0&\ 97 an
g
@, = [ £ mdn+y,()
g
w(1,9) =y, (5)+ ¥, (1)
g

w(z,t) =y, (z+v)+W,(z— )

lub w(z,t) =y, (kz+wxt) +y,(kz — at)

w lewo W prawo



Rozwigzanie ogolne rownania falowego

Jesli w chwili
poczatkowej =0

W(Z,O) — f (Z) f(z), g(z) — funkcje (rozsadne)
214 odpowiednio dwukrotnie i

o = 2(2) jednokrotnie rézniczkowalne
\ 1=0

/.

Rozwigzanie klasycznego rownania falowego wyraza sie

za pomocg wzoru d

'Alemberta :

w(z,t)

Z+ut

—[f(z+vt)+f(z vr)]+ jg(s)ds

Dowdd:

Zapiszmy warunki poczatkowe:

(W(2,0)=¥,(2) +¥,(2) = f(2)

Stad

Yy Y aw
,O 1 o r2
o (z,0) = az az (—v)=g(2)

oy, dy, 1
0z 07 Ug(z)



Catkujemy obustronnie: oy, Jy, _1
g(2)
Jdz 0z

o
v (2) -, (2) = jg<s>ds+c

Z pierwszego warunku
poczatkowego mamy  ¥(2) +¥,(2) = f(Z)

Dodajac i odejmujac 1 1 ¢ C
i iemy: D=_f(@+ |gl)ds+
stronami dostajemy: v, (2) 2f( ) 20“‘8( ) 5
1 C

Te rownosci sa spefnione  ¥2(2) = 5 f(2)— jg(S)dS )

przy dowolnej wartosci
argumentu ﬂ
(z+vt)—1f(z+vt)+1z+°w (s)ds+C
4 2 20 ;g 2
1 1 ¢ C
—Vt)=_ —-Vt)— s)ds —
v,(z—vr) 2f(z ) 2v.g() 5

)

Zsumujmy obustronnie te wyrazenia....



w(z,t)—f(Zer)Jrf(Z COMN ( j

. [ 2(s)ds - j g(s)ds
it

f(z+v)+ f(z— vz) s
. j g(s)ds

w(z,t)=

Czego mielismy dowies¢!
Wygodnie jest czasem uzywac wzoru d’Alemberta w postaci

f(z+o)+ f(z— vt)
2

W(Zat) _

2 [G(Z+vl‘) G(z—w)]

Gdzie funkela  G(x) = [ g(s)ds



Interpretacja fizyczna

Rozwazmy sytuacje KW( z,0)= f(2)
(na nieskonczonej
strunie...) ] 174
3 = Predkos¢ poczatkowa
L A @ struny rbwna zeru
(z+v)+ f(z—vr) 1 1
w(z,t):f / = f(z+v)+— f(z—wr)
2 2 2
t=0 / x z
> Brak zmiany ksztattu
wynika z braku dyspers;ji
t, = N\ z tzn. ak)=vk
inaczej impuls bedzie sie
t, < —_ 2 rozptywat...
>
—V (% Sprawdzamy rozwigzanie
s o I z > doswiadczalnie
: ; na wezu oraz na falownicy...




Odbicie fali — metoda przedtuzen

l. Jesli warunki poczatkowe dla nieskonczonej struny sg funkcjami nieparzystymi
wzgledem pewnego punktu z,, to rozwigzanie wy(z,,t) rownania falowego

w punkcie z, jest zawsze réwne zeru.

ll. Jesli warunki poczatkowe dla nieskonczonej struny sg funkcjami parzystymi

<174

wzgledem pewnego punktu z, to a— jest zawsze rowne zeru.
<

=2,

Ad. I. Niechz,=0 © f(z2)=—f(-2), 8§(2)=-8(-2)

Catkowanie funkgciji
nieparzystej po przedziale
symetrycznym...

1 1
w(0,1) —2[f<vr> <—vr>]+20

Ad. Il. Dowdd analogiczny jak dla |. Korzystamy z tego, ze

df (2) _ df (—=z)
dz dz

Teraz mozemy konstruowac odbicie fali od zamocowanego i swobodnego konca
struny...




Zmiana fazy przy odbiciu od sztywnego konca...
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Brak zmiany fazy przy odbiciu od konca swobodnego...
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