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Wyktad 16 - przypomnienie

» dyfrakcja Fresnela — obrazek strefowy
» dyfrakcja Fresnela — obrazek sub-strefowy
» catki Fresnela i spirala Cornu



Dyfrakcja Fraunhofera = trans. Fouriera

dla obrazu Fraunhofera

E(xg,y0,2) =C fdx j E(x,y,0)e' o dy

Poniewaz

01 = (x — %0)% + (y — ¥)? + 22
to definiujac R jako

R = \/XOZ +y02 + 72

mamy

o1 = Ry1+ (x% +y2)/R? — 2 (xxo + y¥o)/R?
= Ry1 =2 (xxo + yyo)/R?
[o9) [o9) ER_(xxO_I_yyO)/R

E(x0,Y0,2) = C'e'*R f dx f E(x,y,0)e " kExo+y¥0)/R gy

ostatecznie

: o0 o0 —il kX9 4 X0
= C’elkR f_oo dx f_oo E(x, y’ 0)6 l(k Rox-l-k Roy) dy
= C"T\[E(x, y, 0] (K2, k%) =
dwuwymiarowa transformata
Fouriera

W dalekim polu obserwujemy
transformate Fouriera pola



_ propagacja — metoda spektralna

Rozwazajac fale monochromatyczne polew z = 0

zawsze mozemy zapisac pole elektryczne fali o

skoriczonych rozmiarach poprzecznych jako superpozycje
. > fal ptaskich

1 (f i .
E(x,y,0) = > jj dk, dky E(ky, ky, O)el("x“kyy)
E(xy,z) =? przy czym, amplitudy fal ptaskich liczymy z transformaty
Fouriera pola w ptaszczyznie z = 0

- ~ 1 |
Analogicznie e E(kx, ky,O) = H dxdy E(x,y, O)e—l(kxx+kyy)
B0 2) = o | dhdiy B by, 2)etlerov) &

E(x,y,0)

ze wspotczynnikami

_ 1 ([ .
E(kx: ky;Z) = o ff dxdy E(x,y, Z)e_l(kx“kyy)

Pole E(x,y,z) musi spetniaé r-nie Helmholtza (A + k?)E(x,y,z) = 0. Wstawiamy pole w postaci catki do tego r-nia

d? y .
j dk; f dk, [@E(kx, ky,z) + (k2 = ky? =k *)E (ke Ky, 2) | X Rx¥+KyY) = 0

— __
—~—

=0




propagacja, 2

2

d? 3
§ @E(kx,ky,z) + (k% = ky® — k), ?)E(ky, Ky 2) = 0

i Z . 3

E(ky ky,z) = E(ky, ky, 0)e™ 2

v

E(x,7,0) ECoy,2) =2 H= J—r\/"z — ke’ —ky? =k,
« k¥P—k,S -k, >0 E(ky ky,z) = E(ky, ky, 0)e'z? fale propagujace sie
o kZ2—k - ky2 <0 E(ky ky,0)e™#2 fale zanikajace
(ewanescencyjne)

Jeslitylkoz > A to

1 ~ - iz\/kz—k 2 k2 K let o
E(x,y,2) = — || dk.dk, E(ky, k,,0)e!kxtkyy)e x"—ky ompletny przepis
o) 211[[ wlley Bl 0) bardzo szybkie

ke +ky,? < k2 metody numeryczne



1 = . i 21, 2_q, 2
E(xy z) = j f dkydky, E(ky ky, O)el(kxx+kyy)e‘zm

|

Propagacja - proste wnioski

Niezbyt bliskie pole (obraz Fresnela)

ko + k)t Kk2 ok, =k—

. 3

2k

E(x Y,2)

kxz + kyz S kZ
. kaZ kyzz =
Oznaczmy: f(k,) = k,x — T,g(ky) = kyy —
Mamy wtedy
E(x,y,z) = — j f dkydk, E(ky, ky, O)elf(kx)elg(ky)

Jesli funkcja E(kx, ky, 0) jest wolnozmienna to wktad do catki pochodzi
tylko z obszaréw gdzie funkcje f i g majg zerowe pochodne bo wszedzie

indziej exponensy tych funkcji oscylujg bardzo szybko wokét zera.
Zerowe pochodne funkgji f i g daja:

X
kx =k;,ky =k;

y

ReE(ky ky, 0) Re e

FAERWI)

U

V

V1

v

|

punkt stacjonarny fazy — zasada Fermata

eikz f f dkydky, E(ky, k,,0)ellax+kyy) et

Ky’ +ky”

2k



propagacja, 3

Rozwazamy tylko fale propagujace sie ze skonczonym rozktadem
sktadowych poprzecznych wektora falowego skupionym wokét zera
— wigzka rozchodzi sie gtownie w kierunku z — mozemy wtedy

v

-0 z catkowac ky i k,, od —co do o
E(x,y,z) =
1 = - iz |k2—ky*—ky*
=? = — i kxx+kyy x y
E(x,y,0) Exy.2) - U dk,dk, E(kx,ky,o)e( ¥Y)e J—

Do r-nia powyzej wstawiamy

(0]

~ 1 . , .
E(kx: ky, 0 ) = % jj dx’dyl E(X,,y,, O)e—l(kxx +kyy )

— 00

E(x y,Z) -

ﬂ dk,dk, pi(kxx+kyy) lzm ﬂ dx'dy’ E(x',y',0)e ilkxx"+kyy") =
ffdx dy' E(x',y',0) ﬂdk dk, ellexlx )iy (=3 g lz\/m

_

Nl
—~—
=12 jfdx dy' E(x",y',0h(x —x",y —vy',2z) WG =2y — ' 2)



propagacja, 4

Propagacja jest przyktadem zagadnienia liniowego w 2
wymiarach:

v

1 0
E(x,y,z) = ywes jf dx'dy'" E(x',y',0h(x —x",y —vy',2)

h(x —x',y —y',z) to odpowiedZ impulsowa uktadu

Dla Zrédta punktowego E(x,y,0) = 5(96 - xp)5(y - Yp)

E(x,y,z) =? _
(impulsu) mamy

1
E(x,y,z2) =mh(x—xp,y—yp,z)

Matematycznie catka
1
E(x,y,z) = ywes jf dx'dy’" E(x',y',0h(x —x",y —vy',2)

to splot funkcji E(x',y',0) oraz h(x — x',y — y', 2)
E(x,y,z) = E(x,y,0) *h(x —x",y —¥',2)

Wiadomo, ze transformata Fouriera splotu to iloczyn transformat

) E(ky ky, z) = E(ky, ky, 0)h(ky, ky, 2)
gdzie funkcja h(kx, ky, z) nazywana (amplitudowg) funkcjg przenoszenia jest
transformatg Fouriera funkcji odpowiedzi impulsowej

F= Flh] = KT



.

f. impulsowa i f. przenoszenia w przybliz. Fresnela

Jesli rozwazane pole jest mato rozbiezne: kxz, ky2 < k?to

sz — bk —ky? =k — (k* +k,%)/2k

> i funkcja przenoszenia ma postac
Ky®+ky”
h(ky ky,z) = olite- ]

E(x,y,z) =?

Korzystamy z faktu, ze funkcje h oraz h to para sprzezona fourierowsko aby policzy¢ funkcje
odpowiedzi impulsowej. Rachunki...

24,2
] xX“+y
lk<Z+ 57 )

[
h(x,y,z) = Ee

Teraz mozemy juz wypisac pole E(x,y, z) w obrazie Fresnela

1
E(x,y,z) = ywes jf dx'dy’" E(x',y',0h(x —x",y —vy',2)

=,1lz lkz jf dx'dy’ By, 0)ezd ) )]

Wynik identyczny jak ten podany w wykfadzie 16. i wyprowadzony z catki Sommerfelda

0gdlny opis uktaddéw liniowych 2D np., uktadéw obrazujgcych w
jezyku odpowiedzi impulsowej oraz funkcji przenoszenia



| funkcja przenoszenia cienkiej soczewki

Funkcje impulsowg i funkcje przenoszenia mozemy zdefiniowac takze dla uktaddéw
optycznych. Przykfad, cienka soczewka

Cienka oznacza tutaj, ze promienie $wietlne nie zmieniajg odlegtosci od osi przy

4o przejsciu przez soczewke. Wtedy jedynym efektem dziatania soczewki jest zmiana
4 fazy fali zalezna od potozenia czyli x oraz y: ¢ (x,y) A
o(,y) =kAy + (n— 1DkA(x,y) — &
n=1 n>1 7
Rachunki zrobimy dla soczewki ptasko-
M wypuktej L TH
El(x, y): : EZ(.X, y) A(x,y) — AO — R+ \/RZ —x2 — y2 / . x2=+ yZ
i 5 dla x2,y? « R? mamy \ |
A(x,y) = Ao — (x* +y?)/2R !
i R2 —x2 —y2
@(x,y) = —(n— Dk (x* +y*)/2R
= —k (x* +y?)/2f 4o
> —

Wynik koricowy nie zalezy od ksztattu
soczewki tak dtugo jak dtugo obowigzuje
przyblizenie cienkiej soczewki

E,(x,y) = Ey(x,y)e k(" +y*)/2f



a pole za soczewka

/\ E3 (.X', y) 2

* > Zaktadamy cienka soczewke, dla ktorej
\ Ex(x,y) = Ey(x,y)e~ (" +y2)/2f
: IEZ( ) )

El(xl y)

»
”

Pole w odlegtosci z za soczewka liczymy w obrazie Fresnela
(0]

i ik N2 N2
Es(x,y,2) = ¢ etk U dx'dy' Ey(x',y’, o)eZ[(x‘x) +-y')’]

— etkz jf dx’ dy El(x }’)e Zf( x'2+y'2) lk[(x x’) +(y- y)]
ik x +y ikl 1\, , / ik ' '
- /1lz ﬂ dx'dy’ By(x',ye 2@ DO g5 1)
Jesliz=fto

127 x2+y%\ 1 g ik,
E3(x,y,2) = M7 )ﬁjf dx'dy’ Ey(x',y")e 70X )

Af

. _ x2 42

:lz—nelk(f+ 2f )El <k£,kz>
Af ff

Rozktad natezenia w ptaszczyznie ogniskowej jest takie jak w dalekim polu



I‘T“ Soczewka i fala ptaska

E(y)E( kz2)
Aky

m\\\\\\\\\\\\\V\ ...... ) =

Y
' e / -

(0, 8,
/
flx.y
w i

:-0! a




_fala ptaska i soczewka o skonczonej aperturze

El(x' y) = EOA(x' Y)

ikz
Eqe
[ N
[ N
| O I |
[ T R
| T T | vy
[ T VL
[ | v
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| T T [

k—

Xo Y
%)

E,(xo, 7o) = C'FIE;] (k

w

d
Ey (xo,¥0) = C' (%, y)F[E;] (k?k?)

W ptaszczyznie Fraunhofera pole jest (z doktadnoscig do czynnika skalujgcego)
takie samo jak w strefie dalekiego pola



(h

wptyw apertury na jakos¢ obrazowania

glY)

ABBE THEORY OF IMAGE FORMATION

401




Rozmiary ogniska

Funkcja odpowiedzi impulsowej dla uktadu
obrazujgcego z pojedynczg soczewka

x
\\d h(xOJ }’o) A

=
T
[‘/ '

2J,(#zDp ! 2d )
h(x.,vy.)=h(0,0)— 2/ p=X2+Vy?
(OyO) (0,0) #Dpl Ad, P o T Yo
Jezeli d; =0 (wigzka skolimowana)to d, = f i
2J,(#zDpl A1)

h(x,, =h(0,0
(XO yo) 0.0 nDpl Af



4 Rozdzielczos$¢ obrazowania

| o\ M e

(%, Yo) 4

T D

0 |

v

Kryterium Rayleigha:
maksimum jednego rozkfadu
przypada na pierwsze zero drugiego

Ad
d'=p =122—"2
Ps 5
T Py

2

obrazowanie spojne vs niespojne

iy

Ad
=1.22—*%
Ps D

Vil



_|_*A Dyfrakcyjne ograniczenie na rozdzielczos¢

:
-\\
| ad
- / x \>‘ -

y

-

S
%

Rozdzielczo$¢ rosnie z liczbg f = q
2

Uktady o duzej jasnosci majg dobrg rozdzielczosc¢
Uwaga: aberracje



| rozdzielczosc uktadu obraz. wg. Abbego

ptaszczyzna Fraunhofera

Objective . \\\
Transform N \
plane AN Q
Py e NN
R D W \\\ \ .
\\ 9-.,..;#" /:/ \ \ — : : .
\.< 3 ,/ ! !
ot Do T | o S
= K IR Jrat- Eerygity ! /
- oy o \\\ i N ! | ,'
7 . st---.:_\ \\\
// L’ ",
Focal
plane
J i

—— ——
obrazowanie filtrowanie
r-nie siatki dyfrakcyjnej:

: : A
sina+sinf=1—

nd
ale a=0
A A
d=—2—=
Minimum: na soczewce mieszczg si¢ przynajmniej rzedy 1-,0,1. nsina  NA



. soczewka jako transformata Fouriera

El(xry) /\ E4(.X,y)

v N

—e

A

A 4

Zaktadamy cienka soczewke; liczymy po kolei pola: przed soczewka,
za soczewka, w ptaszczyznie ogniskowej.

Rachunki sg takie jak dla robiliSmy wczesniej tylko bardziej zmudne.
Wynik:

E,(x9,y0) = C'F[E] <k7 k?)

Rozktad pola w ptaszczyznie ogniskowej jest proporcjonalny do
transformaty Fouriera pola w dugiej ptaszczyznie ogniskowej



| ukfad 4f - filtrowanie przestrzenne

Obraz ilustruje sytuacje, dla ktérej obraz
Prostokatna regulowana powstaje z ugiecia fal na 2 sktadowych
siatka dyfrakcyjna przestona fourierowskich siatki: | =1,3

:\ Obraz (pomaranczowa krzywa)
N

f | nie jest ostry.

N ‘ | R | | 4

Yo

E, (o, ¥o) = C'F[E;] (k%k%)

d - stata siatki




uktad 4f — obrébka i rozpoznawanie obrazéw

|

Duze czestosci przestrzenne — wysokie sktadowe fourierowskie

Objoct Mask Image

maski - modulatory ciektokrystaliczne




4 uktad 4f — pulse shaper, 1

Fale monochromatyczne

A S | f f

I‘ VI‘

—_
y
A
v

siatka
dyfrakcyjna

siatka
dyfrakcyjna

sino+sinf = A
ds Rozdzielczos¢ spektralna
X .dB f

dx _ _ Ah=2wyedx/d)L
d. dr d.cosp




4 uktad 4f — pulse shaper, 2

Impulsy femtosekundowe

siatka
dyfrakcyjna

siatka maska _—"
dyfrakcyjna albo

modulator

Spatial Light Modulator
(liquid crystal)

Eout((D) = S((D) eiq)(w) ) Ein ((D) pixel




- Holografia, 1

Hologram

REJESTRACJA

ODTWARZANIE
Naswietlamy film drobnoziarnisty tak, ze jego
transmisja jest proporcjonalna do natezenia swiatta

E=tE, «|E[E, +|E| E +|E| E, +E’E,

toc|E, +E, [ =|E| +|E [ +E,E +EE,



4 Holografia, 2

ODTWARZANIE

REJESTRACJA

E =1, oc |E,[* +|E,[)E, +|E.[ E, + EE/



I‘T“ Holografia, 3

REJESTRACJA ODTWARZANIE
2 ‘ T \\  Object
et AT A
ar g.m
. .l])]) I Com gale I H .l
SR x\“ i il ””1
) /f,f/// /,, J/

E =1, oc |E,[* +|E,[)E, +|E.[ E, + EE/



I‘T“ Hologramy objetosciowe

REJESTRACJA

I o2

".‘.‘“::‘\:\\\\\t“ I (X’ Y Z) - ‘ﬁelkr-r + E@Iko.r‘

HEaSa: S
5‘ I m = =1 +1 + 1.1, COS(ko r—ke- r)

ke “6i2 K.
A\

\\\ 5 =1, +1,+/1,1,cos(Kq 1)

A
=l

Rg :Eo—Er




