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Wyktad 25 - przypomnienie

» promienienie katodowe i anodowe
» promienie Roentgena, dyfrakcja na krysztatach
» fale materii — hipoteza de Broglie’a
» r-nie Schrodingera
interpretacja funkcji falowe;j
» studnie potencjatu, 1-D, 3-D
nieskonczona
skonczona



Wracamy do wyktadu 25

Kazdy ukfad kwantowy mozemy opisac funkcjg falowg
Y(x,y,z1t)

Funkcja W spetnia nierelatywistyczne r-nie Schrodingera to
2

h AW + V( t)‘P—'hdlp
2m % - dt

gdzie V(z, t) opisuje potencjat
Interpretacja funkcji falowej:
* gestos¢ prawdopodobieristwa P(z,t) = |¥(z t)|?

* interferencja
Y=Y +¥,|¥?=|¥|%+|¥,|*+ 2Re(W,¥,")

 normalizacja f.f. [2 |¥(z,t)|?dz = 1

. h LAY dy*
e prad prawdopodobienistwa E(‘P " 1, ‘P)



nieskonczona studnia 1-D, 1

Czastka o masie m zamknieta w jednowymiarowym V (Z)
pudetku. Dtugos¢ pudetka: a

a a
V(Z)= Odla—5<aZ<E
OOdlaIZIZE

Dla |z| = % mamy Y(z) =0

a a sz . . .
W obszarze -3 <z< > trzeba znalez¢ rozwigzanie r-nia

[SYES)

N[ R

Schrodingera

h? d*y _
2mdz? v
czyli
2
F + kzl/J =0
. 2mE
gdzie k? = =3

Rozwigzania to
Y(z) = Acos(kz) + B sin(kz)

Funkcja falowa musi by¢ ciggta:

Acos(ka/2) + Bsin(ka/2) =0
Acos(—ka/2) + Bsin(—ka/2) =0

Uwaga: w tym zagadnieniu nie zgdamy ciggtosci pochodnych f.f. bo mamy nieskoriczony skok potencjatu



Y(z) = Acos(kz) + B sin(kz)

+ réwnania ciggtosci dajg dyskretny zbidr funkcji

falowych i energii czastki

@ = |2cos™ dlan=135
Yu(z) = acos " an=1,3)5,..

@ = [2sin™ dian = 2,46
Y,(z) = asma an=246,..

funkcje falowe sg orto-normalne

flrbmwm*dz = Opm
— 00

P PR

n om M 2m a?

ETL - anl

Nieskonczona studnia 1-D, 2

- 2 =

X 4E1

nieskonczona liczba dyskretnych
poziomow energetycznych



czastka w jamie (o skonczonej gtebokosci)

A

Czastka o masie m umieszczona w jednowymiarowej

jamie (studni) potencjatu. Szerokos¢ studni: a v i
0

Vy dlaz < —%

11

V(2) studnia 1-D o skonczonej gtebokosci

111

Rozwazamy ruch czgstki oddzielnie w kazdym z obszarow I — I11]

h2 d?

——Zm—dzlf = (E _ VO)'L/) Z S _% (1)
h2 d?

o = EW —3<2<3 2)
h? d?y

“amazz = E V)Y 223 3)

N

v



czastka w skonczonej jamie, 2

W obszarze Il korzystamy z gotowych rozwigzan dla
nieskonczenie gtebokiej studni

Y, (z) = Acos(kz) + B sin(kz)
2mE

z k= 2

W obszarach /i /Il mamy dwie mozliwosci

1. E>V, czastka swobodna

2. E<V, czastka uwieziona w jamie
Zajmiemy sie przypadkiem 2.

W obszarze I r-nie Schrodingera:
d*,
dz?
2m(Vy—E)
hZ
ma rozwigzania wyktadnicze
Y;(z) =Ce™* + De**

—a’P; =0

gdzie a? =

Analogicznie,
l/)”I(Z) = Ee_az + Feaz

A

V(2)

studnia 1-D o skonczonej gtebokosci

Vo

I 11 111

v

N

Wybieramy rozwigzania zanikajgce:
Y;(z) = De*
Y (z) = Ee™%

Zadamy ciagtosci funkcji falowej i jej pochodnej

na granicach obszarow
Yi(—a/2) =Yy (—a/2)

dy,| iy

dz —a/2 dz

To samo dla granicy w a /2.

-a/2



czastka w skonczonej jamie, 3

Dzielimy rozwigzania na parzyste i nieparzyste. Zajmiemy sie 4

pierwszymi. Ciggtos¢ funkcji falowej i jej pochodnej w —a /2 V(z) studnia 1-D o skonczonej gtebokosci

daje
Acos(—ka/2) = De=%4/?
—kA sin(—ka/2) = aDe~%%/2 Vs ! I i
Dzielgc powyzsze r-nia stronami dostajemy
ktan(ka/2) = «
i przeksztatcamy do
(ka/2)tan(ka/2) = aa/2
a a z
Dla modéw niesymetrycznych analogiczne rachunki daja ) 2
—(ka/2) cot(ka/2) = aa/2
Nowe, bezwymiarowe, zmienne:
u=aa/2
v=ka/2
pozwalajg zapisaé r-nia wyzej w postaci
u=vtanv rozw. symetryczne
u = —vcotv rozw. niesymetryczne
Jednoczesnie, z poprzedniej transparencji, wyliczamy
5 , mlpa
uc+ve =

hZ



4 czastka w skonczonej jamie, 4

2 2 _ mVOa
ut+ vt =—
u=vtanv rozw. symetryczne
u = —vcotv rozw. niesymetryczne

Taki zestaw réwnan juz raz rozwigzywalismy przy okazji
analizy dielektrycznego ptaskiego falowodu symetrycznego
(wyktad 6). Wystarczy zrobi¢ podstawienie v = h,d,

mV0a
2

u — h,d oraz — I/ aby skorzystac z gotowych

rozwigzan...

Whnioski:

1. Liczba rozwigzan n,,,, jest zawsze skonczona i zalezy
mVya
hZ
T . . . . . .
< 2 istnieje tylko jedno rozwigzanie —

od wartosci parametru
mlya
A2
pojedynczy stan zwigzany w studni.
2. Rozwigzania mozemy ponumerowac poczynajgc od 1
do Ny 0y
3. Energie kolejnych standw rosng numerem indeksu

. W szczegélnosci dla




czastka w skonczonej jamie, 5

A

V(2) studnia 1-D o skonczonej gtebokosci

Whioski: Vo

1. Funkcja falowa czastki ,,wypetnia” jame
potencjatu — czgstka jest rownoczes$nie w
catej jamie cho¢ prawdopodobienstwo
znalezienia jej w poszczegdlnych obszarach a a Z
nie jest takie samo. 2 2

2. Funkcje falowe majg niezerowg amplitude
takze w obszarach gdzie E < V,,. W obrazie
klasycznym nie ma takiej mozliwosci.

3. Gtebokos$¢ ,wnikania” funkcji falowej w
obszar klasycznie zabroniony jest r6zna dla
réznych rozwigzan — generalna zasada: im
blizej V, jest energia czgstki tym gtebiej
penetruje ona obszary poza studnig




Potprzewodnikowe studnie kwantowe

_d
Przykfad: laser na studniach kwantowych i !
£ 3
ZnSe cap layer __ Qv ___ g g -
ZnCdMgSe cla(.id.mg 4 i i % %’\ \ A -
ZnCdMgSe gu1dlng o) ’g é o Pumping (a.u)
ZnCdSe QW 5 5 B
= E ol B _\L
ZnCdMgSe gui ing = ~ S UL J.L‘. N
ZnCdMgSe cladding 400 500 600 700 800
111-V buffer layer _' | Wavelength (nm)
InP substrate L. Zeng, et al. APL 72 3136-3138 (1998)




Nieskonczona studnia 3-D, 1

Czastka o masie m zamknieta w prostopadtosciennym pudetku o wymiaracha X b X ¢

b b
Odla—=<x<=, —2<y<-, —-<z<-
V(x,y,2) = 2 2’ 2 2’ 2 2

oo wszedzie indziej

Funkcja falowa zeruje sie poza pudetkiem. Wewnatrz pudetka szukamy rozwigzan iloczynowych

Y, y,2) = P (O (V)P (2)

Wstawiamy do r-nia Schrodingera

hZ
——AY =F
o M = EY
i przeksztatcamy do
1 1d,  1d%,
Yy dx? Py dy? Py dz?

2mE
nz "
Ostatnia rownos¢ jest rownowazna 3 r-niom

a2y, |
k=0, i=xyz Y kE=k
i

+k%?=0

gdzie, ponownie, k? =




Dla kazdego wymiaru stosujemy znane rozwigzania studni 1-D:

Nieskonczona studnia 3-D, 2

.

2 lmx
Yulx) = \/:COST dlal =1,3,5, ...

2 lx
Y, (x) = \/:sm— dlal = 2,46, ...

a>b>c
" n=3
m=3
[=3
n=2
m=2
=2
m=1 n=1

2 mimy
l/}ym(y) = _COS b dlam =1,3,5,...
mmy
Yym (¥) _\/:Sln 5 dlam =246, ...
nnz
Y, (z) = j:cosT dlan =1,3,5,.

n
gbzn(z)—\/:sm; dlan = 2,4,6,.

Vimn(%,Y,2) = Py (x)lpym(y)wzn(z)
h?m? (1> m? n?
om (? BT 72)
uktad jest opisany przez 3 liczby kwantowe
I,mn=123..

Epnn =




kropki kwantowe, 1

Studnia 3-D o skonczonej gtebokosci
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kropki kwantowe, 2

CdSe Slze Dependent Absorbance
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jelito myszy, réozne markery:
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laminina - zielony
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4 Schodek potencjatu

czgstka pada od lewej strony na bariere

K
—_— ]
o
N
v

potencjatu. Oddzielnie wypisujemy r-nie ‘

Schrodingera dla obu obszaréw
dzw , fala padajagca
-z + kY =0 - fala obita
ey, . .
dz? k" =0 ::> v Aetf1Z 4 Be~tk1Z dlaz < 0

2mE 2m(Vy—E) z) =
ky? ;’;>0,k22 o> 0

Ce K2z dlaz>0

\ penetracja bariery

(fala ewanescencyjna)

Ciggtosc¢ f.f. i jej pochodnej

1-ifa
A+B=C ::> _ kz ) ) Cza_stka Odblja
ik (A — B) = —k,C B= s i% :> BI>=|AI*> * §je od schodka
2

gtebokos¢ wnikania = 1/k, analogia z catkowitym wewn. odbiciem (wyktad 5)



1928 G. Gamoyv, emisja a

J JO a |
/

Ae'¥1Z 4 Be~k1Z {laz < 0

Ce kaz dad<z<a

rozwigzania: Y (z)
A'etk1Zz + B'e~1Z dlaz > a

2 _ 2mE
k==
2 2m(Vo—E)
kz -
72

tunelowanie

238 234 4 2+
o» U —g Th+; He

a 5‘2‘ He?

ciggtosc f.f.ijej 1. pochodnej + rachunki...
A 1

Tk K\
1+Z(k—;+k—i) sinh?(k,a)

T =

Stabe tunelowanie k,a > 1

E E
T=16—|(1——)e 2ka
Vo Vo



Scanning Tunelling Microscope (STM)

PZT

710\
s
|/

Piezoelectric tube

with electrodes

Tunneling
voltage

Control voltages for piezotube

Tunneling
current amplifier

Distance control
and scanning unit

Data processing
and display

4. generacja

Czerwone - atomy Cs na GaAs (110) - niebieskie



oscylator harmoniczny, klasyczny

Potencjat i sita

V(Z) V(z) =§Z2

\ / F(Z):_Ccli_]z/:_KZ
E

Roéwnanie ruchu

d*z
mﬁ = —Kz
l I d2
-A A Z d_tj +w?z=0
LA vz , Kk
Forbidden Allowed Forbidden w? =—

o P, (2)
Rozwigzanie
z(t) = Acos(wt + @) gestos¢ prawdopodobienstwa
dz ) 1
v(t) = arrie —wA sin(wt + @) P.,(z) = T
energia
_m 2 Kooy K p2
E = ZU (t)+2z (t)—zA
-A




oscylator harmoniczny, kwantowy, 1

i
Rownanie Schrodingera Potencjat i sita
h2d*yp K K
—— T 42y =E V(z) = =2z*
Zmzdzz-l_ZZZl/) (2) 5
ay we
- d222 +ﬁZ 7’[) E
d“y )
- -2
,  Mmw 1= 2E
=  hw

rozwigzanie \ w/\(m

Yu(Q) = Hy(De™s /2 W B
wielomian Hermite’a X
energia

En=hw<n+%> \ \/

. . Y
Normalizacja S

| ¥m@ndz = |




> poziomy oscylacyjne czasteczek, 1

2
1
A v'=0
g3 4 3 2k
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M. Fukushima, S. Mayama, and K. Obi, J.Chem.Phys. 96, 44-52 (1992)



Ahsorbance

poziomy oscylacyjne czgsteczek, 2

Visible band system of I2
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v

ANANNANNNNY

kolimator
folia
e ] /]

#rédio i |
promieniotworcze §
ekran
scyntylacyjny
104
SF
L J%R y
102
J
10
\ s
) 1
do pompy

Ernest Rutherford
(1871-1937)

1 | 1

40 60 80 100 120 140 160

0



Doswiadczenie Rutherforda, 2

.
1) sita: 2) zachowanie momentu pedu:
7 27Ze? 7 N ,do
 Amegr?r (mugb)a =\ mr dt ”
F, =Fsing 1 do

z1)i2) mamy

dvl_F_ZZezl . 2Ze* 1 d¢ |
Mo — LT 41ey 12 sing = A1ey Vb dt sing
tp tp
va_dt_ K j _ dgbdt _ 2Ze?
dt ~ mugh sin¢ dc ' = ATr€,
ta ta
Vgsin © T—0
j d - j ingd in® = —— (1 + cos ©)
= = =
U — sin ¢ d¢ = v, sin - cos
0 0
K
b= — cot(®/2)




Doswiadczenie Rutherforda, 3

K
= t(®/2
b — cot(0/2)
db = — L e
" muy2?sin2(0/2)

U Rézniczkowy przekréj czynny na rozpraszanie: do = 2mbdb

Efektywna powierzchnia atomoéw w folii o grubosci D, polu A oraz gestosci N to
dA = 2nbNDAdb

Procent rozproszonych czgstek a sposrdd n czastek padajgcych:
dn =n-2nbNDAdb

dn Z?e*DN .
n  (4mey)?m2vysind(0/2) -

— kat brytowy

Promien jgdra atomowego
R=10""m
atom jest pusty!



r Doswiadczenie Franka-Hertza

1902 Lenard

gaz pod
niskim
ci$nieniem

i

e
u }ad
doswiadczalny

Vi Vs
typowy pomiar

1913 Franck i Hertz

zderzenie sprezyste

=111

1 zderzenie niesprezyste

ukiad

doswiadczalny

2 zderzenia niespr¢zyste

3 zderzenia niesprezyste
4 zderzenia niesprezyste

I
1
1
I
1
1
1
I
1

3V; 4V, Vg
typowy pomiar



