Michat Karpiski
BADANIE STATYSTYK ZLICZE N FOTONOW — Il P RACOWNIA Z OPTYKI
W ramach ¢wiczenia wyznaczylem statystyki zliazefotondéw swiatta laserowego i
termicznego oraz wykazateme statystyki te pozostgjniezmienione po prz&jiu swiatta
przez ptytke swiattodziehca. Zbadatem te zalenos¢ liczby stopni swobodyswiatta
termicznego od czasu zliczania fotonéw i na tejgtaie wyznaczylem jego czas koherencji.

Wstep

Statystyka zlicze fotonow swiatta wytwarzanego przez jednomodowy laser opigasa
rozktadem Poissona [1]:

P(N) = (“,\'I)! = 1)

gdzie: P(N) — prawdopodobigstwo zliczeniaN fotonéw; N — érednia liczba zliczonych
fotonow.

Statystyka zlicze fotonow swiatta termicznego opisana jest (w pewnym przdaiiu, por.
[1], rozdz. 6) tzw. rozktadem ujemnym dwumianowym:

P(N) =rr(N—+M)[1+ﬂj_N (1+EJ_ )
(N+Dr (ML N M

gdzie:I" (x) — funkcja gamma Eulerd] — parametr rozktadu, tzw. liczba stopni swobody.

Liczba stopnM swobody w granicy dtugich czasow zliczania jestma stosunkowi czasu
zliczania do czasu koherencjwiatta termicznego. W przypadksgwiatta niespéjnego
przestrzennié/ jest dodatkowo pomrmone przez ilé¢ przestrzennych stopni swobody (por.
[1], rozdz. 9). W przypadku czasow zliczania krgtdz od czasu koherencji (i petnej
spéjndci przestrzennejM dazy do jedndci, a rozklad ujemny dwumianowy redukuje do
rozktadu Bosego-Einsteina (p. ze#nik):

1 (N
M= 25 @

Rozwamy teraz, jak zmieni gistatystyka zlicze fotonow po przépciu swiatta przez ptytk
swiattodziehca o wspoétczynniku transmisjl. Zgodnie z obliczeniami przedstawionymi w
zahczniku, statystykaswiatta laserowego pozostanie poissonowska, a $yagyswiatta
termicznego nadal ¢oizie statystyk opisam rozkiadem ujemnym dwumianowym o
niezmienionej liczbie stopni swobody (wynika z tego,ze rownie. statystyka Bosego-
Einsteina pozostanie statysiyBosego-Einsteina). Zmienigsjedyniesrednia liczba zlicz&

z N naTN.

Uktad doswiadczalny

Uktad eksperymentalny do pomiaréwseéattem laserowym przedstawiony jest na rys. la.
Zrodtem wiatta byt laser He-Ne, emitagy $wiatto o diugdci fali 632,8 nm. Laser nie byt
jednomodowy, ale poniewaczasy zliczania byly disze nt charakterystyczne czasy dud-
nien spowodowanych przez interferegicpznych modow, uzyskiwane statystyki byty poisso-
nowskie. Wazka laserowa byta odbijana od zwierciadta ptaskistjoi przepuszczana przez
serk filtrow szarych (NF), zmniejszagych nag¢zenie wizki do poziomu nieszkodliwego dla
detektora (< 10fotonéw/s). Dalsza e#é ukladu byta umieszczona w miwie szczelnej
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ostonie z czarnego PCW. ¥W¢ka przechodzita dalej przez filtr interferencyjity (A = 631
nm, 44 = 9 nm), byta odbijana od zwiercia-

dta M2 i ogniskowana przez soczewsku- 3 . NF
piajaca LE o ogniskowej 15 cm. Naginie B H
na drodze wizki znajdowata si (usuwalna) LE |
ptytka swiattodziehca (BS). Cgs¢ wiazki
odbita od ptytki byta pochtaniana przez p
chtaniacz wazki (S); druga cg¢ przez po- P
laryzator P kierowana byta do detektora | DD
umieszczonego w ognisku soczewki Ll L
Detektorem byt licznik pojedynczych foto

néw (SPCM AQ 131, EG&G Canada). Chi b)
rakterystyka detektora: ciemne zliczen M, H | I h2
max. 250 fotonéw/s, czas martwy max. ® F o
ns. Detektor byt chtodzony wadSygnaty z i
detektora poprzez wzmacniacz i wyztHiez
impulséw kierowane byty do licznika kart (B=] 5
National Instruments PCI 6040 E. Dhégo P
czasu zliczania byta regulowana przy p L
mocy wewrtrznego zegara karty; mini

malny dos¢pny czas zliczania wynosit|is.
y dostpny wy Hs Rys. 1 Schemat ukfadu dwiadczalnego ¢

Do pomiarow statystykéwiatta termicz- L e A
. o . pomiaréw dla: a)swiatta laserowego; bwiatta
nego konieczna byfa niewielka modyfikac termicznego. L — laser; M1, M2 -zwierciadk

uktadu, przedstawiona na rys. 1b. Poniew piaskie; NF - filtry szare; IF iltr interferencyjny
naturalne swiatto termiczne ma bardzc LE — soczewka; O — obiektyw; M ebracajca s
krotki czas koherencji (porgj pikosekund) matowka; BS — pilytkaswiatiodziehca;, S -
dysponujc minimalnym czasem zliczanii pochtaniacz wizki; P — polaryzator; D — detektor.

1 us rejestrowatbym rozktad ujemny dwu-

mianowy o liczbie stopni swobodyl rzedu 1CF lub wiccej — dla tak deych wartdci M
rozktad ujemny dwumianowy stajegsiv praktyce rozktadem Gaussa. Aby uzyskazkiad
mozliwie bliski rozktadowi Bosego-Einsteina potrzebbgto swiatto termiczne o czasie
koherencji diaszym ng 1 ps. Swiatlo takie otrzymuje si ogniskupc wiazke lasera na
poruszajcej sk powoli matéwce ([1], par. 4.4.3). W miejscu sockewmieszczony zostat
obiektyw mikroskopu O (powkszenie 12 razy) — w celu lepszego zogniskowanaakii Za
obiektywem, w ognisku, znajdowatee shkragta matéwka M, obracana powoli przez silnik
elektryczny. Pozostate elementy ukiadu pozostalyzmienione, jedynie detektor zostat
maksymalnie odsugly od matowki, by zbieka swiatto mazliwie spojne przestrzennie.
Detektor zostat rownieprzesunity nieco w bok w stosunku do azki laserowe;.

I hi2

Esis

Przed przyapieniem do wiéciwych pomiaréw naleato upewnd sie, czy srednica wazki
w ognisku soczewki jest mniejszazrdrednica powierzchni detektora (dla pomiaréw ze
swiattem laserowym). W tym celu w ognisku soczewkzgprowadzitem pomiagrednicy
wiazki przy pomocy ostrza brzytwy. Otrzymatem wynik. d0O um. Srednica powierzchni
Swiatloczutej detektora wynosi 17Qum, a wec wiazka byla dostatecznie dobrze
zogniskowana.

Wyniki pomiarow i wnioski

Jako pierwsze wyznaczylem statystyki ghaatta laserowego dla za@ych czaséw zliczania
t oraz rénych érednich liczb zliczé& N. Podczas tej &#ci eksperymentu plytka
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Swiattodziehca byta usumita z drogi wizki. Wyniki w postaci histograméw wraz z
dopasowanymi rozktadami Poissona przedstawianeagys. 2. Czasy zliczania byly na tyle
krétkie, ze zliczenia ciemne (na poziomie 250 Hz) byly do poecia. Za kadym razem
wykonane zostato 100 000 powtdiize
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Rys. 2Histogramy liczby zlicz& fotondwswiatta laserowego dla czaséw zliczania w zakre8igsl— 1 ms.

Dopasowania rozktadu Poissona do danyclwidalczalnych jest bardzo dobre: dlaétego
z 4 czasow zliczania wspotczynnik koreladf byt wiekszy niz 0,999. Niewielkie
rozbieznosci mogy by¢ spowodowane: a) dryfem raéenia lasera w czasie; b) fakteve
laser nie jest jednomodowy; c) skzory iloscig powtorze.

Nastpnie pomgdzy soczewk a detektorem umieitem plytke sSwiattodziehca i
zmierzytem odpowiednie statystyki (z tymi samymasami zliczania i tak samy liczba
powtOrzey), przedstawione na rys. 3. Zgodnie z przewidywaniateoretycznymi
otrzymujemy réwnie rozkiad Poissona. Dopasowanie rozkiadu Poissonadaoych
doswiadczalnych jest bardzo dobre: zadgm razem wspétczynnik? > 0,9999.

W tabeli 1 zamieszczoney srednie liczby zliczé z pomiarow bez oraz z phdk
swiattodziehca (odpowiednioN; oraz N,), a take obliczona na tej podstawie waiio
wspotczynnika transmisji ptytki = No/N;.

czas zliczania (us) Ny N, T
1000 110,712 24,316 0,220
100 11,093 2,463 0,222
50 5,500 1,219 0,222
10 1,103 0,251 0,228

Tabela 1N; —srednia liczba zlicz& 1 — bez, 2 — z plytkswiattodziehca; T —transmisja plytki.
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Rys. 3Histogramy dlawiatta laserowego po pragju przez ptytk swiattodziehca.

Otrzymujemysredng wartas¢ T = 0,223+ 0,004. Rozbienosci pomedzy otrzymanymi
wartcéciami T pojawiap Sie na 3. miejscu znageym, r&znica pomgdzy wartGcig
maksymaln i minimalra wynosi 3,6%. Najprawdopodobniej przycaymozbieznosci sa
niestabilndgci pracy lasera — natenia lasera zmieniatogsiv niewielkim stopniu z uptywem
czasu.

Druga czsciag ¢wiczenia byto wyznaczenie statystyk zliazdotonow dla swiatta
termicznego. Staralemesuzyska statystyl zliczen opisan, rozktadem Bosego-Einsteina —
do tego celu potrzebne byléwiatto termiczne o midiwie diugim czasie koherenciji.
Obracagc matoéwk (por. zmodyfikowany uktad dwiadczalny, rys. 1b) z bardzo niewiglk
predkoscia udawato si uzyska czas koherencji nie mniejszyzré ms (sposéb pomiaru czasu
koherencji omowiony zostanie w ngstym akapicie). Mona by s¢ w takim razie
spodziewd, ze dla czasow zliczania gdu mikrosekund statystyka zliazdotonéw kedzie
opisywana rozkladem Bosego-Einsteina. Niestety alkazk, ze uzyskiwane swiatto
termiczne nawet dla krotkiego czasu zliczania yegewnym stopniu niespojne czasowo lub
przestrzennie (minimalna mova do osigniecia ilos¢ stopni swobodyM wynosita ok. 3).
Zredukowanie tej niespojdoi (dalsze odsuncie detektora od matdéwki i silniejsze
zogniskowanie wizki na matowce) byto trudne technicznie. Z tego pdw zmierzone
statystyki § opisywane rozktadem ujemnym dwumianowym. Jedealponiewa rozkfad
Bosego-Einsteina jest szczegdlnym przypadkiem ssktkt ujemnego dwumianowego,
wykazanieze rozktad ten w przypadku ogolinym (dlamgch M) nie zmienia si po przejciu
Swiatta przez plytk, implikuje,ze szczegolny przypadek tego rozktadu — rozkladeBos
Einsteina — po prz&iu przez plytk tez pozostanie niezmieniony.
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Przed przyapieniem do wia- 40+
sciwych pomiaréw zmierzylem
czas koherencji uzyskiwanego
przeze mnieswiatla termicznego. 30
W tej czsci eksperymentu plytka
swiattodziehca byla usuria z ]
drogi swiatta. Zmierzytem staty- _ 20- :
styki zliczen fotonéw dla szero- ]
kiego zakresu czasow zliczania. Na
podstawie uzyskanych histogra- '
mow obliczatem rozktady prawdo- .
podobigistwa i dopasowywalem 1 s
do nich rozktad ujemny dwumia- o o 0 o o o o
nowy (2). Na wykresie (rys. 4) czas zliczania t (is)
przedstawiona jest zaleos¢ liczby
stopni swobodyM od czasu zli-
czaniat. Jak wid&, w szerokim za-
kresie czaséw (fus — 10 msM nie zaley od czasu zliczania, wykazuje jedynie przypadkowe
fluktuacje w zakresie 2,8 — 4,8. Zahes¢ t(M) pojawia s¢ dopiero dla czasowdtuzszych od
10 ms. Zalenoi¢ ta jest liniowa, co przedstawione zostato, wralbgasowas prost, na rys.

5. Na podstawie réwnania prostej ma wyznaczy czas koherencgwiatla. Zgodnie z [1],
rozdz. 6 i 9, dla czaséw zliczaniazudtwzszych od czasu koherenajj zachodzi zwjzek:
M :,Lc. W przypadku braku spdjda przestrzennej zateos¢ ta modyfikuje si do

L]

Rys. 4 Wykres zalenosci liczby stopni swobodW od czas
zZliczaniat.

M = Msr—lct, gdzie Mg jest liczly przestrzennych stopni swobody. Okazuje jsdnak, ze

zmierzona przeze mnie zats¢ M(t) ma inry post&: jest liniowa, ale nie wprost proporcjo-
nalna:

M = Ms%"' Mo 4)
Zaktadajc petra koherengj przestrzensm
(Ms = 1) mana oblicz¢ ograniczenie 40

dolne na czas koherencji, jako odwraifio o] ) -~

wspbtczynnika kierunkowego dopasowa- | M'O’mmf;g%

nej prostej: i = 6,23+ 0,09 ms. Jdi w - pd

rzeczywistdci swiatto jest niespdjne prze-  *] e

strzennie s> 1), czas koherencji jest . - /L/

dtuzszy. W przypadku tego eksperymentu . -

istotny jest faktze dosgpne @ czasy zli- o] e

czania krotsze od czasu koherencjigavi I

wystarczajca jest znajomit ograniczenia 1

dOlnegO Nl ° 0 ' 50 " w0 10 200
Komentarza wymaga jeszcze obegno czas zliczania t (ms)

w zaleznosci M(t) czionu My, O ten

niezaleny od czasu zliczania czion pagi RYS. 5 Wykres zalenosci M(t) dla  wolnc
szone s wartdici M dla wszystkich ©Pracace] st matowki

pomiaréw. Czionu takiego nie przewidupbliczenia w [1]. Niezatenos¢ tego cztonu od
czasu sugerujeze pochodzi on od promieniowania o bardzo diugimsiez&oherencji — a
wiec od promieniowania laserowego. Wydaje miawdopodobneze to widnie wartdé tego
cztonu fluktuuje w czasie — ttumaczy to rozrzut tegei M dla 1us <t < 10 ms oraz rnice
wartasci M (rzedu +1,06, jako bid przyjmug dwa odchylenia standardowe wadioM dla

5 M. Karpirski



1 us <t <10 ms) w przypadku powtonzgpomiarow dla czaséw > 10 ms. Tak silne
fluktuacje wskazuw, ze ichzrédtem mae by obracajca se matowka, ktdra nie jest zupetnie
jednorodna. Podejrzewam ¢gi ze cztonMy pojawia s¢ w wyniku przedostawaniagsprzez
matowle pewnej ilgci ,nieutermicznionego’wiatta laserowego. W praktyce obeéadego
cztonu powodujeze, nawet dla czaséw zliczania znacznie krétszych,dd > 1.

Aby sprawdzi poprawné¢ wyznaczania czasu koherencji wykonatlem analogicaTre
pomiarow dla szybciej obracap] sk

matowki. Oczekiwalem zmniejszenig si 100+
czasu koherencji. Wyniki pomiaréw 1 -
przedstawione as ha rys. 6. Zabenosé 801 M=0,81t+3,10 /
M(t) jest liniowa dla czaséwi > 1 ms. 1
Czas koherencji wynosi, = 1,24+ 0,03 60
i zgodnie z oczekiwaniami jest krétszy 1 s
od czasu dla wolno obraaag] st ma- 40
t6WKi. . e
Znapc parametry dospnego swiatta 201 -
termicznego mogtem przygi¢c do /
wiasciwej czsci pomiarow. Wykonatem o . . . . .
pomiary statystyk zliczefotonéw dla 4 0 2 40 60 & 100

czas zliczania t (ms)

réznych czaséw zliczania. Odpowiednie
histogramy zamieszczone, $1a rys. 7.  Rys. 6Wykres zalenosci M(t) dla szybko obracage]
Obok histogramow znajdajsie wyliczone — sie matowki

na ich podstawie rozktady prawdopodaisisva i dopasowane do nich krzywe odpowiadaj
rozktadowi ujemnemu dwumianowemu (2).
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Rys. 7 Histogramy zliczé fotonéw dlaswiatta termicznego i dopasowane krzywe (rozktadnurg
dwumianowy)
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Dopasowanie jest dobr&{(> 0,975), ale nie tak dobre jak diaiatta laserowego. Przyczyn

tego (oprécz wymienianychjuvczeniej powodoéw) g nastpujace fakty: a) rozktad ujemny
dwumianowy tylko w przyblieniu opisuje statystgkswiatta termicznego ([1], rozdz. 6); b)
ze wzgkdu na czas trwania pomiaréw dta= 10 ms i 20 ms wykonano tylko 10000

powtdrze; c) dla pomiaréw 2 = 10 ms i 20 ms konieczne byto odejmowanie od wdwi
usrednionej wartéci tta (ciemnych zlicze).

Nastpnie na drodzéwiatta do detektora umieitem ptytke Swiattodziehkca i nie zmieniagc
nakzenia swiatta wykonatem pomiary statystyk zliazella tych samych czaséw zliczania.
Wyniki przedstawitem na rys. 8.
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Rys. 8 Histogramy dlaswiatta termicznego po prz&jiu przez plytk swiattodziehca i dopasowar
krzywe (rozklad ujemny dwumianowy).

t M, M. Rownie po przejciu swiatta przez plytk
50 us 3,26 3.25 éw@atiodziebpa obserwujemy statystyki
100ps 277 3,71 Opisywane rozk’rz_adem ujemnym dwumia-
10 ms 111 106 nowym. W tabeli 2 zamieszczone zostalo
20 ms 19’8 19’4 poréwnanie parametrovi odpowiednich

par rozktadow.

Wartagci M dla pomiarow z i bez plytki
Swiattodziehcej s sobie bliskie, chociaw
wigkszaici przypadkéw raéne (w grani-
cachxl). R&nice te § najprawdopodobniej spowodowane omawianymi s fluktu-
acjamiM (ktorych rozrzut wynost1,06).

Tabela 2t — czas zliczaniayl; —liczba stopni swobody:
1 - bez, 2- z plytka Swiattodziehca
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Podsumowanie

W wyniku pomiaréw potwierdzone zostaly przewidma teoretyczne — zaréwno
statystyka zlicze fotondwswiatta lasera jednomodowego, jagwiatta termicznego pozostaje
nie zmieniona (za wyikiem wartgci sredniej) po przdpiu Swiatta przez plytk
Swiatlodziehca. W przypadkuswiatta termicznego pokazane zostate, w granicach ktu
doswiadczalnego, nie zmieniona pozostaje réwrdiezba stopni swobod. Wyznaczona
zostala take zalenosé liczby stopni swobodW swiatta termicznego od czasu zliczahiana
jej podstawie obliczony czas koherendi (dokladniej: ograniczenie dolne na czas
koherencji). Zalenos¢ M(t), zgodnie z przewidywaniami [1], jest liniowa. Njest jednak
wprost proporcjonalna — pojawiagsfluktuujacy w czasie sktadnik (o niezaleej odt
wartasci sredniej), powodujcy fluktuacje wartéci M. Podejrzewam, jak piuzasadniatem
wczeniej, ze jego obecnid jest spowodowana przez niepetne rozpraszawetta
laserowego na matowce.
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[3] R. J. Nowak Statystyka matematyczn&'ydziat Fizyki UW 1999.
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ZAr ACZNIK

1) Swiatto lasera jednomodowego

Swiatlo lasera jednomodowego kwantowomechanicznisys@ne jest przez tzw. stan
koherentny, bdacy kombinacjy liniowa standéw jednofotonowych ze wspoétczynnikami
rownymi odpowiednim prawdopodoligtwom z rozktadu Poissona [2]:

o N
IN > :ZN—e‘N N > (A.2)
i=o N!
gdzie:| N >— stan koherentny @edniej liczbie fotonowN ; [N> — stanN-fotonowy.
Bez problemu jesémy w stanie opisadziatanie ptytkiswiattodziehcej o wspotczynniku
transmisjiT na starN-fotonowy: prawdopodobiestwo przejcia przez ptytk K fotonéw jest
dane rozkladem dwumianowym. Agegistan |[N> po prz&giu przez ptytk zmieni s¢ w stan:

IN'> :i(EjTK A-TY ¥ |K> (A.2)

Znapc dziatanie ptytki na stan jednofotonowy oraz rezkistanu koherentnego na stany
jednofotonowe mzemy wypisa post& stanu koherentnego po pray przez plytk:
o N NN
|N'> :ZZN—e'N(N]TK =TI K> (A.3)
N=ok=o N! K
Aby wyznaczy statystyk tego stanu, naky wyrazic go jako liniovs kombinacg stanow
jednofotonowych:

IN'> =) a |K> (A.4)
K=0
W celu wyznaczenia postaci wspétczynnikéw komgjininiowej nalezy zamiené w (A.3)
kolejncé¢ sumowania. Otrzymujemy wtedy:

o NN B
a, = Z%e‘“ (EJTK A-T) =
N=K .

:QTKi NN/IXI/I (1_T)N—K

K1 N=KM(N_K)!

Dokonujemy przeindeksowarii— N + K:

(A.5)

—-N o0 NN+K

_€ K N_e_N K N [N(l_T)]N_
T NZO o T E g N NZO N

_N ~TN (A.6)

& K e = € N\K
= K!(TN) I ra (TN)

(Skorzystalimy z rozwinkcia funkcji€* w szereg Taylora.)
A wigc starswiatta po przejciu przez plytk swiattodziehca mazemy zapisé jako:

[ee] NI K _
[N'> :Z%e‘m K > (A.7)
K=0 .

Poréwnujc to wyraenie z (A.1) zauwaamy, ze jest to réwnig stan o statystyce
poissonowskiej o wartgi sredniej pomnaonej przez wspoétczynnik transmisji ptytki.

2) Swiatto termiczne

Analogicznie jak dlaswiatla laserowego, staswiatta termicznego (oM stopniach
swobody) mana zapisé jako kombinagj liniowa standw jednofotonowych; tym razem
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wspétczynnikami  kombinacji dala  prawdopodobigstwa z rozkladu ujemnego
dwumianowego (2):

IN> = 3 M(Hﬂjw [1+Ej_ IN > (A.8)
v (N +1)F (M) N M

Podobnie jak dldwiatta laserowego, staiwiatta termicznego po przgiu przez piytk
swiattodziehca o transmisjilT mazemy zapisé jako:

© N -N NYM (N
> =y [(N+M) (1+ﬂj 1N TE(@ETP* K> (A9
TN+ (M) N M K
Podobnie jak poprzednio, aby doprowadz wyrazenie do postaci kombinacji liniowej
stanéw jednofotonowych: |N'> :ZaK | K> zamieniamy kolejnri€ sumowania i
otrzymujemy wyraenie naax:

= [(N+M) MY (N N
a, = Zr(N+1)r(M)(l+ﬁj (“ﬁj (KJT (1-T) (A.10)

Aby utatwic p&zniejsze przeksztatcenia warto skorzxzszteréwnoici (por. [1], rozdz. 9):

M(uﬂjw( J j ('\_Aj W 6 gw (A.11)
r[N+)r(M)\T N NIF(M) & W

gdzie: aW = N; a — parametr. Po podstawieniu do (A.10) i zamiamikejkcci sumowania i
catkowania otrzymujemy:

a =3 (M‘j wieie" Mgy g

o KJxrfr(lvl) W (N-K)!K!
T eV m¥ © N-K (q_ T\W-K
_ Ire M_ WM le MWTK (aW)KZ @W)" " (1-T) dW=
o F(M)KIW N=K (N=-K)!
e (MY = [dW (1- T)"
:IF(M)KI W) Wite W(TaW)KZ—[ (Nl L aw=
0 : N=0 :
[ —aW M _ w
:I e M_ WM—le MVV (TO,W)K éz\N(l—T)dW:
s T(M)KI\W
M w zamiana zmiennych:
.[S—(T\r/lv;/lll e—T”’W[%j WM_leMWdW: W' = TW =
dw = 4%
® nK ARV YTVES S i
- j("W) o [ MY W o L o =
F(M)K! W T T
M W
Korzystapc znow z (A.11) otrzymujemy:
-K —\-M
Ty 007,78
rK+HrM)LU TN M
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A wiec statystyka promieniowania termicznego po praejprzez plytk swiattodziehca
jest nadal okrdona rozkladem ujemnym dwumianowym o niezmieniohegbie stopni
swobodyM i sredniej liczbie fotonéw réwnefN :

~T(K+Dr (M)~ TN M

3) Redukcja rozktadu ujemnego dwumianoweqo do saikiBosego-Einsteina

Rozktad prawdopodohistwa dla rozktadu ujemnego dwumianowego dany jestzp

P(N) = M(u ﬂj_N (1+ Ej_ (A.15)
r(N+Dr (M) N M
DlaM - 1:
P(N) - (1+ij 1 1_(_'\' j (A.16)
N) 1+N 1+ N| N+1

otrzymujemy rozktad Bosego-Einsteina (3).
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ZAr ACZNIK B

Sprébujmy teraz zbadaw ogdolnym przypadku, jaka powinna dgtatystyka natenia
swiatla, by ptytkaswiattodziehca nie powodowata jej zmiany.

Zalemy, ze rozklad prawdopodohistwa dla natzenia catkowegd/N dany jest funkg
o(W; W) (dlaw= 0, dla W < 0 prawdopodoliistwo jest oczywéicie zerowe), gdzie parametr

W jestsredni wartcicia natzenia catkowego:
= [Wp(W Wy dw (8.1)
0
(WartcgséW jest wprost proporcjonalna deedniej liczby fotonowN : N = aW)

Znapc p(W; W) mozemy (zgodnie z [1], rozdz. 9) zapésarspotczynniki rozwingcia stanu
swiatta na stany jednofotonowe:

=S a, N> a,= [ e o wyau (B.2)

Podobnie jak poprzednio, zapiszmy dziatanie kptytviattodziehcej o transmisjiT na
jednofotonowy statwiatta N> [por. rown. (A.2)]:

IN'> :EN_:(E]TK A-TP™ K> (B.3)

gdzie |N’> oznacza stan jednofotonowy po pgiaej przez ptytk. A zatem plytka
swiattodziehca przeksztatci stan wielofotonowW > w stan:

|N'> _ZZaN( ]TK(l—T)N‘K |K> =

N=0K=0

—Z Z aN( ]TK(l—T)N‘K | K>

K=0N=K

(B.4)

Dazymy do wyznaczenia wspotczynnikove' rozwiniecia stanu [N'> na stany
jednofotonowe:

IN'> =>"a '|K> (B.5)
K=0
Poréwnuc (B.5) z (B.4) maemy wyrazé wspoétczynnikiax’ przezay:

aK'=iaN(EjTK(1—T)“‘K=
_ (aW) T N || -
Zj PWW) g T T

Dokonajmy teraz przelndeksowani‘a G N — K oraz zamiany kolejrigi catkowania i
sumowania, a naginie wyeliminujmy z wyraenia (B. 6) sur@poN:

aK':OjNio(aW)”*K M pWE W) T (1 T)" dwe

- [T ot 3 LTI aw- .7)

(B.6)

J-(TaW) —d\N (VV W)é]W(l—T) dw_ J.(T VV) —TaWp M’w dv
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Wprowadmy oznaczenieWV’ = TW, i dokonajmy zamiany zmiennych:

L EW) ~n AW _ (@ W)* -ow-[l N }
= |27 g ‘W) = e — 0 (W; dW B.8
S Ul et =P (W, W) (B.8)
Aby statystyka&wiatta pozostawata niezmieniona po pfzej przez ptytk swiattodziehca
wyrazenie okreslajceax’ musi mi& takq samy posta jak wyrazenie (8.2), okréajace a:
T K
(a’\:;/l) e™ p(W "W dwW' (B.9)
Poréwnanie wyrgen (B.8) i (B.9) daje warunek (konieczny i dostatggzraby swiatto o
statystyce opisanej rozkladem nie zmienialo tej statystyki po prZeju przez plytk
Swiattodziehca:

]
0

1 p(W; W) = p(W; W)
p(W;W) =T p(TW; TW)
Aby sprawdai, jakie rozktadyp spetniag warunek B.10 dokonam zamiany zmiennych, od

ktorych zaley p, z W na TW (skorzystam w tym celu ze wzoru na zami@zmiennych w
rozktadach prawdopodolsistwa, por. [3]):

PWS W) = p(W W‘S—VVVV - p(W WL (8.11)

A wiec o(W; W) = To(W; W)= Pp( TW W! Sprawdmy jeszcze jaka jestednia
rozktadup(W):

W'= JW'p(W'; W) dw= J/T\Ajép( W d| e =

dw'=Td

(B.10)

i (B.12)
:Tij(W W dwe Tw

Wynik (B.11) i (B.12) oznaczae p spetnia (B.10):
PW' W)=+ p(W, W)
Poniewa na temat rozktadw nie zostaty poczyniongadne zalgenia (ponad toze o jest
rozktadem prawdopodohistwa), (B.10) jest spetnione dla dowolnego A zatem dla

dowolnego standwiatta, dajgcego zapisa sie jako superpozycja stanéw jednofotnowych
przegcie swiatta przez plytk swiattodziehca nie spowoduje zmiany statystyki tego stanu.
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